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Bevezetés

Egyetemi tanulmanyaim soran a reguléris tanérak mellett nagy hatéssal voltak ram a
Modadszertant Mesék tudomanyos didkkori miihely keretében meghallgatott matematika tanulés-
és tanitasmodszertani eladasok. Ennek hatasara kezdtem el elGszor Rékasi Anna, majd Csehné
Szenderak Julia és Szorényi Sara évfolyamtarsaimmal Szabé Csaba Tanar Urnal kutatni a
Matematika Tanuldselméleti és -pszichologiai Kutatocsoportban.

Rékasi Annaval kozosen négy TDK dolgozatot irtunk problémafelvetés és feladatkészités
témakorében:

o Matematika tandrszakos hallgatok problémafelvetési és problémamegolddsi készségeinek

dsszehasonlitdsa (2018: Kari TDK 1. dij, 2019: OTDK 3. dij). [23]

o Matematika tandrszakos hallgatok problémafelvetési képességeinek vizsgdlata fejlesztési
céllal (2019: Kari TDK 1. dij) [24]

o Kozoktatasban tanulo didkok feladatkészitési képességének vizsgdlata (2020: Kari TDK 1.
dij). [25]

e Problémafelvetés és feladatkészités eqgy lehetséges megjelenitése matematikadoran (2020:
Kari TDK 1. dij, 2021: OTDK kiiléndsj). [26]

Vasarhelyi Eva Tanarng felkérésére Csehné Szenderak Julia és Szorényi Sara szaktarsaim-
mal és Zambo Csilla doktorandusz hallgatoval kézosen, Szabé Csaba Tanar Ur témavezetésével
az akkor késziil6 Theoretische und empirische Analysen zum geometrischen Denken tanulméany-
kotetbe irtunk egy szaktanulméanyt Geometric representations of irrational algebraic numbers
in Hungarian high school mathematics education cimmel [34]. Majd ennek kibgvitéseként 2021-
ben TDK dolgozatot irtunk Kell-e félnink a cos 15°-t6l? Ha igen, bizonyitsd, ha nem, mutass
ellenpéldat! 7] cimmel, mellyel szintén elsd dijat nyertiink az intézményi kari TDK-n.

Szakdolgozatomban néhény korabbi TDK munkam részleteit fogom felhasznalni és kiegé-
sziteni. Bar mindegyik munka tarsszerzds, a dolgozatban a kozos kutatasokbdl a sajat munkam
eredményeit fogom kiemelni. A dolgozat els6 fejezete elsGsorban matematikai, masodik fejezete

szakmodszertani jellegt.



1. fejezet

cos 75°: hogyan védekezziink a

szogfiuggvények ellen?

1.1. Bevezetés: Racionalis és irracionalis problémak

1.2. cos15° és cos 7H°

Kell-e félniink a cos 15°-t6l? Ha igen, bizonyitsd, ha nem, mutass ellenpéldat! cimi TDK
dolgozatunkban [7], melyet Csehné Szenderak Juliaval és Szorényi Saraval irtunk, bemutatunk
olyan, legfeljebb két gyokjellel kifejezhetd irracionélis szamokat, melyeket szemléltethetiink
(megszerkeszthetiink) geometriailag. Ezek olyan szdmok, amelyek Galois-csoportjanak elem-
szama kettShatvany (ebbdl kovetkezik a szerkeszthetSségiik) és legfeljebb negyedfokuak (igy
legfeljebb két gyokjel szerepel a felirdsukban). Szamunkra most a legérdekesebb algebrai sza-
mok a szabélyos n-szogek kozépponti szogeinek koszinuszai. Ebben a dolgozatban elsGsorban a
szabalyos huszonnégyszog kozépponti szogének (15°) és kiegészits szogének (75°) koszinuszaval

fogok foglalkozni.

1.3. Elemi szamolasi modszerek

A kovetkezd alfejezetekben meg fogom mutatni, hogyan konstruilhatunk olyan geometriai
feladatokat, melyek segitségével elemi modszerekkel, kozépiskolas szinten mutathatunk geo-
metriai reprezentaciokat kevés gyokjellel kifejezhets irracionalis szdmokra. Az itt bemutatott
feladatok célja elsGsorban a cos 15°, sin 15°, cos 75° és sin 75° szdmok geometriai reprezentici-
6ja, de mellettiik meg fog jelenni a v/2, a v/3 és a V6 is.

1.3.1. Epitkezziink!

Legel6szor nézziik meg, milyen alakzatokat hasznaljunk fel a geometriai konstrukciok el-
készitéséhez. A 15° és a 75° szogfiiggvényeit kézenfekvs olyan haromszogek segitségével ki-
szamolni, melyekben szerepelnek ezek a szogek. Epitkezhetiink 15°-75°-90° szogt derékszogii
héromszogekbdl, vagy akar olyan egyenl@szari haromszogekbdl, melyek alapon fekvd szogei
15° vagy 75° fokosak.



Pusztan azzal, hogy egymas mellé szerkesztiink ilyen egyenl&szart haromszogeket, ahogyan

az 1.1 dbra mutatja, méaris megjelenithatjiik a cos 15° és cos 75° szamokat szakaszhosszként.

1.1. abra. cos 15° és cos 75° reprezentacidja 15°-o0s és 75°-o0s alapon fekvs szogi egyenlGszari

haromszogekkel.

A 75%0s alapon fekvd szogi egyenlszara haromszogek (1.2 abran ABCA és DEFA)
alapjanak hossza legyen 2y, a 15°-o0s egyenlszara haromszog (DEGA) alapjanak hossza pedig
legyen 2.

x = cos 15° = sin 75°
y = cos 75° = sin 15° (1.1)

Az addicios tételek segitségével kiszamolhatjuk ezek értékét:

V3 V2 1 V2 V62
o _ o 450y = Y= . Y= _ -~ ¥~ _YY V=
cos 75° = cos (30° + 45°) 5 5 T3 3 1
V2 V3 V2 1 VB2
1o: 40_ oy - Y- .Y~ —_— e — 1.2
cos 15° = cos (45° — 30°) 5 5 T35 5 1 (1.2)
Tehét az 1.1 és az 1.2 egyenletekbd]l megkaptuk x és y szakaszhoszokat:
L V6+v2
4
V6 — V2
y=""2" (1.3)

Sikeriilt tehat legfeljebb két-két gyokjel hasznélatdval megadnunk cos15° és cos 75° pontos
értékét.

Most pedig szamitsuk ki az AE és BD szakaszhosszokat! Lathato, hogy AE = 2x + 2y és
BD = 2z — 2y teljesiil. Igy a két szakasz hossza:

\/6‘;\/§+\/6;ﬂ:\/6

AE =2x +2y =

_VBivE VB-VE_

BD =2z — 2
Ty 2 2

3



Talaltunk tehét egy példat kézépiskolai moédszerekkel is megoldhatd geometriai problémaéra,
melynek segitségével reprezentalhatoak nemesak a /2 és v/6 szamok — melyeket ennél elemibb
modon is konnyen reprezentédlhatunk —hanem a cos 15°, sin 15°, cos 75° és sin 75° szamok értéke
is. Kereshetiink azonban ennél a konstrukcional “szebbet” is, azaz vagy olyan konstrukciot, ami
egy bedltoztetett probléma felvetésére ad lehet&séget, vagy olyat, aminek még ennél is tobb

irracionalis szam megjelenik.

1.2. abra. /6 és /2 reprezentacioja 15°-os és 75°-0s alapon fekvs szogi egyenl@szara harom-

szogekkel.

1.3.2. "Ha egy téglam van, abbdl nem lehet hazat épiteni"

Az itt bemutatott feladat egy konnyebben bedltéztethets konstrukeid segitségével mutatja
be a cos 15° értékét.

Vegyiink egy egység oldali négyzetet és az egyik oldalara szerkessziink egy egység oldala
szabélyos haromszoget! Igy az 1.3 és 1.4 abrakon lathato alakzatot kapjuk. A konstrukciéhoz

felvethetd probléma:

Feladat: Matematikakedveld Allampolgdr mézeskaldcshdzat készitett egy 1 dm olda-
li négyzet és 1 dm oldali szabdlyos hdromszog egybeillesztésével. A hdzikdt azonban
stités utdn véletlendil eltorte, igy most kivdncst arra, hogy vajon az 6sszeragasztds-
hoz milyen hosszan kell hiznia a cukormdzat? (Az 1.3 abran a piros szakasz jeloli

a torés vonalat.)



1.3. abra. Matematikakedvels Allampolgar mézeskalacs héazikoja.

Megoldas: (A megoldas soran az 1.4 abra jeloléseit fogjuk hasznalni.) Elgszor is huzzuk be
az ABCD négyzet és az ADEA haromszog kozos szimmetriatengelyét! Igy kapjuk az EF
szakaszt, ami az ABCD négyzet és az ADEA haromszog kozos AD oldalat a T pontban

metszi. Az E'T szakasz az egységoldali szabéalyos haromszog magassaga, igy a hossza 73 A
TF szakasz hossza pedig nyilvan megegyezik a négyzet oldalhosszéval, tehat 1.

Tekintsiik az EFCA derékszogli haromszoget! Abbol, hogy ADE< = 60° és ADC< = 90°
kovetkezik, hogy EDC< = 150°. Innen konnyen belathaté, hogy DEC< = ECD< = 15°,
FCE<« =75°és CEF< = 15°. Tudjuk, hogy az EFCA derékszogi haromszog két befogdjanak

hossza:

1 1
FC=~-BC=~
C=5BC=3
3
EF:ET+TF:\2[+1 (1.5)

Ebbdl a Pitagorasz-tétel segitségével kiszamolhatjuk a keresett C'E atfogd hosszat:

2 2
<\g§+1> +<;> = (CE)?

4 4
CE=1/2+V3 (1.6)

Ezzel talaltunk egy elemi szdmolasi modszert 2 - cos 15° kiszamitasara.

2-cos15° =1/2+ 3 (1.7)

Felmeriilhet a feladatmegolddkban, hogy a két egymaéasba dgyazott négyzetgyokjel esetleg
nem elég "szép" megoldas. Teljes négyzetté alakitéssal és némi algebrai furfanggal szerencsére

ez a kettds gyokjel is megsziintethets:

2
\/2+\/§—\/2(\/§4+1) —\/6;”& (1.8)
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1.4. abra. 2 - cos 15° bemutatasa egység oldalu szabalyos haromszog és egységnégyzet segitsé-

gével.

Alakitsuk tovabb a feladatot, torjiik tovabb Matematikakedvels Allampolgarunk mézeskala-

csat!

Feladat: Matematikakedveld Allampolgdr sajnos ismét elejtette hdzikdjdt, és legna-
gyobb meglepetésére kitort beldle eqy szabalyos hdaromszog alaki darab az 1.5 dbran
lathaté mddon, ami éppen a hdzikd tetejével egybevdgs. Bdélcs bardtunk most azt

szeretné kiszdmolni, hogy mekkora is az a két szakasz, amire az eredeti térésvonal
felbomlott?

1.5. abra. Matematikakedvels Allampolgar mézeskalacsa ismét eltorott.



Megoldas: 1.6 abran keressiik az FH és CH szakaszok hosszat. A tovabbtorés hataséara
a héziké négy haromszogre bomlott fel, ahogyan az 1.6 abréan is lathato.

Az eredetileg letort CDEA egyenlészarta haromszog szogeirdl tudjuk, hogy DEC< =
ECD< = 15° és EDC<« = 150°. A két szar hossza: ED = DC = 1, a C'E alap hosszat
pedig 1.6 egyenletben kiszamoltuk: CE = /2 + /3.

Az ABHA haromszog a feladat szerint egy egység oldalt szabalyos haromszog. Innen mar
lathato, hogy az AH EA hiromszog egy egyenlszari derékszogl haromszog, a BC HA héarom-
sz0g pedig olyan egyenlszara haromszog, melynek alapon fekvs szogei BCH<t = CHB< =
75° és szarai egység hossziak.

Mivel AHEA egyenlGszara derékszogi haromszog egység hosszu befogokkal, ezért tudjuk,
hogy atfogoja v/2 hosszi:

EH =2 (1.9)
E
(I)
A5
I\
1 1
I
I
I
I
I
h I
A 20 ' D
\ Ty 150
60 |
I
1
I
1 | 60° H
I
I
5
I
I
60,27 ' p 750
B C

1.6. abra. Tovabbi szakaszok berajzolasasval méar 2 - sin 15° is szemléltethetd.

A CH szakaszt pedig megkaphatjuk a CFE és FH szakaszok kiilonbségeként:

CE—EH =\/2+V3-V2 (1.10)

A miivelet elvégzéséhez alakitsuk teljes négyzetté /2 + v/3-t:

2
\/2+\/§—\/2(\/§4+1) (1.11)

7



Helyettesitsiik be 1.11 egyenletet 1.10-be:

2(v3+1)°

V2 (V3+4+1-2)

CH =TT~ V3= e

4 2
CH = \/65\/5 (1.12)
Ezzel taldltunk egy elemi szdmolési mddszert 2 - sin 15° kiszamitasara.
2-s8in15° = M (1.13)

2

Ezekben a szamolasokban dupla (egymaéasba agyazott) gyokjel szerepelt, ami két szempont-
bol is rossz. Az egyik az, hogy nem biztos, hogy észrevessziik, hogy a kifejezés egyszeriibb
alakra hozhat6. A masik pedig, hogy egy dupla gyokos kifejezés elveheti a didk kedvét a tovab-
bi “geometriazastol”’. Ezért most mutatunk olyan modszereket, ahol nem {itkdziink egymasba
agyazott gyokoket tartalmazo kifejezésbe.

Ha a feladatot megoldok ismernek alapveté a trigonometrikus Osszefiiggéseket, nagyon
hasznos lehet a feladatot eleve a méasodik forméban kittizni, vagyis a 1.6. a4bran lathato torés
szerint. Ekkor a fenti szdmolasok a kovetkezSképpen médosulnak: a Pitagorasz-tételbsl tudjuk,
hogy:

a>+b* =1 (1.14)

1.6. abran legyen FC = 2a és HC' = 2b. Lathato, hogy
2a — 2b =2 (1.15)

1.15 egyenletet visszahelyettesitve 1.14 egyenletbe a kivetkez§ masodfoka egyenletet kapjuk:

8a% —4v2a—2=0 (1.16)
ennek megoldésai éppen ﬁ; V6 és \@Z \/6 Ezek szerint:
oo V2NV
4
- \/5; V2 (1.17)

Igy nagyobb algebrai atalakitasok nélkiil is meglaphatjuk a hazikobol kitort szakaszok hosszat,
azaz cos 15° és sin 15° értékét.
Osszefoglalva: A hazikos feladatok segitségével tehat elemi modszerekkel kiszamoltuk

cos 15° és sin 15° (vagy kétszereseik) értékét:

V6 + /2
4

VE— 2
4

cos 15° =

sin 15° = (1.18)



1.3.3. Hurtrapéz alaka konstrukcio

Az 1.3.1 fejezetben olyan egyenl@szari haromszogekbdl épitkeztiink, melyek alapon fekvd
szogei 15°, illetve 75° fokosak, szaraik pedig egységnyi hosszisagiak. Most ilyen haromszogek
segitségével készitslink szimmetrikus trapézt az 1.7 abran lathaté modon. A trapéz hosszabbik

alapjan fekvs szogei 75° fokosak, révidebbik alapjan pedig 105° fokosak a szogek.

1.7. abra. Szimmetrikus trapéz alaki konstrukcio

CD szakaszhosszt megkaphatjuk AF és AB kiilonbségeként. Igy
V6=AF = AB+ CD = 2a +2b
20 +2b =6 (1.19)

1.19. egyenletet behelyettesitve az a?+b% = 1 pitagoraszi 6sszefiiggésbe a kovetkezs masodfoku
egyenletet kapjuk:
8a% —4v6a+2=0 (1.20)

melybdl dupla gyokvonés nélkiil is megkaphatjuk a keresett szakaszhosszok értékét.

V6 +v2

CD = 5

C6-2
RUERE

AB (1.21)

V6 + /2

Az 1.7 abran lathato konstrukcio segitségével egy abran szemléltetjiik a /2, /6 és 5

hosszokat. (Ez utobbi nyilvan 2 - cos 15° értékével egyezik meg.)

1.3.4. Otszbg alaku konstrukcio

Ismét az 1.3.1 fejezetben méar megismert egyenlGszari haromszogekbdl most az 1.3.3 fe-
jezetbeli trapézhoz hasonlé médon egy tengelyesen szimmetrikus 6tszoget készitiink,amivel
szintén kiszamolhatd cos 15° értéke. Ez lathato az 1.8 abran. Az 1.7 abra szimmetrikus tra-
pézéhoz képest az valtozott, hogy K pontot tiikroztiik a C'D oldal egyenesére, igy kaptuk az

Otszo0g F csticsat.



1.8. abra. Szimmetrikus 6tszog alakd konstrukeciod

Ebben az elrendezésben AE és EF szakaszok hossza /3, ugyanis DFTA és EDTA “fél-
1
szabalyos” haromszogek, melyekben FD = EF =1 és DT = 3 Tehat nyilvan teljesiil, hogy
V3

EF 2+\§:\/§:AE (1.22)

Az 1.3.3 fejezettel megegyezd modon itt is kiszdmolhatok az AF, AB és C'D szakaszhosszok.
6—v2 6 2
g YOV Vo

Tehat az 1.8 abran lathato konstrukciéval bemutathatok a /3

szamok mint szakaszhosszok.

1.3.5. Haromszo6g alaki konstrukcid

Ebben az alfejezetben a v/2,v/3 és cos 15° értékeket egy kisebb haromszogekre felosztott
derékszogl haromszog segitségével reprezentaljuk.
Az 1.9 abran lathaté ABGA derékszogi haromszog A csticsnal 16v6 szoge 75°-0s, G csticsnéal

1évs szoge pedig 15°0s. Az ABGA révidebbik befogbja legyen egység hosszi: BA = 1.

10



1
V6 + V2
r l150° 2
30°
15°
V3
E
Ioa 120°
30°
V2
D N
60°
| 60 C
602 1 o
30° 75
B A

1.9. abra. Haromszog

Osszuk fel az ABGA haromszoget egyenl@szari haromszogekre a révidebbik befogétol
kezdve, tgy, hogy az alapon fekvs szdgeket sorra 15° — 15°-kal csokkentjiik. Az igy kapott
haromszogek: ABDA: alapon fekv§ szogei 75%-osak; BC DA szabéalyos haromszog: szogei 60°-
osak; CDEA egyenlGszara derékszogi haromszog: alapon fekvs szogei 45°-osak; DEFA: ala-
pon fekv§ szogei 30°-osak; EFGA: alapon fekvd szogei 15°-osak. Mivel mindegyik kis harom-
sz0g egyenlGszari, a szaraik mind egység hossztiak. CDEA atfogoja v/2, DEFA alapja pedig
V/3 hosszusagu.

Az AB oldallal parhuzamos EE’ kozépvonal behtizasaval a kovetkezoket vehetjiik észre: E’
éppen a DF szakasz felez6pontjaban van, ami nyilvan a DEF A haromszogben az E csicshoz
tartoz6 magasséag talppontja. Az ABGA atfogojanak felezépontja pedig E. Mivel a kézépvonal

hossza fele a vele paArhuzamos oldal hosszanak, ezért EE' = % Innen:

AG =14 (2+3) = V1+4+4/3+3=1/8+4/3

AG:\/8+4\/§:1/4<2+\/§>:\/<\/6+\f2>2=\/6+\@ (1.23)

Mivel F az AG szakasz felez6pontja, ezért az alabbi szakaszhosszokat kapjuk:

11



EG:EAG:M
2 2
AC:;AG—CE:W—\@:\/E;\& (1.24)

Lathatjuk, hogy ezek pedig éppen a cos 15° és sin 15° kétszeresei. (A megoldas soran mashogy is
lehet gondolkodni, pl. koszinusz-tétel segitségével, vagy annak felhasznalasaval, hogy DEE'A
félszabalyos haromszog.)

Az ABCA és FFGA egyenl6szara haromszogek alapjai hosszénak kiszamolasaval megkaptuk

2-cos15° és 2 -sin 15° értékét. Innen nyilvan adédik cos 15° és sin 15° értéke is:

_V6+v2
4

VG- 2
4

cos 15°

sin 15° = (1.25)

1.3.6. Tizenkétszog

A szabalyos tizenkétszog feloszthato 12 egybevagd egyenl@szara haromszogre az 1.10 dbran
lathaté modon. A héromszdgek C cstuicsnal 16vE szoge 30°-0s, az A és B cstcsnél 16vE szoge-
ik pedig 75°-osak. Az ABCA egyenlészara haromszog szarainak hossza legyen 1. ABCA-et

a C-hez tartoz6 magassiga két egybevigd derékszogi haromszogre bontja. A hegyesszogek

AB =2-sin15° = 2 cos 75° (1.26)
A haromszog magassiga pedig
AB =2 -sin75° = 2" cos 15° (1.27)

A cos 15° meghatérozasahoz tehat meg kell hataroznunk egy 75° — 75° — 30°-0s egyenl@szara

haromszogben az alap felének hosszat. Jelolje a az alap (vagyis a tizenkétszog oldalanak)
hosszét, b pedig az ABCA magassagat.

Az a és b szakaszhosszok kiszamitasara Kénig Dénes [14] egy, a tizenkétszog teriiletét
felhasznal6 rendkiviil frappans modszert irt le. Ehhez el6szor szerkessziink a tizenkétszog koré
egy 2 oldalhossziisagu négyzetet az 1.11 abran lathaté modon.

Allitsunk a tiznkétszog oldalaira szabalyos haromszogeket — ezek az 1.11 abran az OABA
és ABFEA haromszogek. Ezek egybevagodak, hiszen az oldalhosszaik megegyeznek. Az OACA,
OCBA, ADEA, és BEFA szintén egybevagoak, mert oldalhosszaik paronként egyenléek.

A teljes négyzet négy darab sarki konkav 6tszogbdl (EDABF') és tizenkét egybevago egyen-
18szara haromszoghdl (ABC) all. Ezeket a részeket feloszthatjuk harom-harom péaronként egy-
bevagd haromszogre — ACOA =2 DAEA = CBOA =2 BFFEA és AOBA =2 ABEA. Vagyis a
négyzetet feloszthatjuk 16 egyenld teriiletd részre, melybdl 12 rész adja a tizenkétszog teljes

teriiletét. Innen a tizenkétszog teriilete:

——2.92_3 (1.28)



1.10. a4bra. Szabéalyos tizenkétszog

A tizenkétszog teriilete ugy is kiszamolhato, hogy Osszegezziik az 6t felépité 12 egybevago

héromszog teriiletét:

b
Tigq =12-Ta = 12- % = 6ab (1.29)
Ebbél kiszamoljuk b értékét:
6ab =3
1
b= — 1.30
52 (1.30)
Legyen o' = §. Ekkor b = b. Hasznéljuk a Pitagorasz-tételt a tizenkétszoget felépits
héromszogek magassigaival képzett derékszogli haromszogekre:
1 23
N2 b2 =1 N2 -1 N2 _
2 3
o2t V3 (1.31)
4
Ezekbdl pedig megkapjuk a/-t és b-t:
a = 2- V3
B 4
2 3
b— +4\[ (1.32)
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1.11. abra. Szabalyos tizenkétszog négyzetbe irva

A kettds gyokjelet teljes négyzetté alakitassal eltiintethetjiik, igy:

, V2—-16
“Ty
_ V2+6

4

Innen természetesen méar cos 15° és sin 15° értékét is tudjuk:

_ V26

a
2 4

V2 +/6
4

b

sin15° =ad/ =

cos1b® =b =

1.4. Nem elemi szamolasi modszer

(1.33)

(1.34)

Az el6bbi, kozépiskolaban is bemutathato példak utan nézziik meg, hogyan szamolhatjuk

ki cos 15° és cos 75° értékét magasabb algebrai ismereteket tartalmazoé szamolésokkal.

1.4.1. A 24. korosztasi polinom gyokei

Az alabbiakban kérosztasi polinomok segitségével fogjuk kiszdmolni cos 15° értékét.

A ®yy(x) korosztasi polinomot kiszamolhatjuk akovetkezSképpen:
22t —1
Hd|24,d7é24 Pq(x)

(1)24(1‘)

14

(1.35)



Im(z)

Re(z)

1.12. dbra. A 24. primitiv egységgyokok

ahol:
Qi(z)=o—1
Oy(z)=x+1
Py(x) =a® +x+1
@4(1‘) = JZ2 +1
Pg(r) =a? —z +1
Pg(z) =2+ 1
@12(%’) = CC4 — $2 +1

(1.36)

A huszonnegyedik kérosztasi polinom (1.36. egyenlet) gyokei a 24. primitiv egységgyokok.

koszinuszanak értékével.

Ezeknek a valds része megegyezik a keresett cos 15° ésa 15° 1; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23-szorosainak

Szeretnénk kifejezni a ®94(z) polinom gyokeit. Alakitsuk at az 2® — 2* + 1 = 0 egyenletet:

(x8+1)—$4:0

hasem gyoke a nulla, igy az 1.37 egyenlet mindkét oldalat eloszthatjuk z*-nel:

1
<IL‘4+4>—1:O
T

(1.37)

Ez egy reciprok egyenlet, mivel az egyiitthatoi szimmetrikusak. A reciprok egyenleteknek so-

(1.38)

1
A reciprok egyenletnek minden z = a gyokére ' = — is gyoke, azonos multiplicitassal,
«

1
ezért az 1.38 egyenlet kifejezheté x + — polinomjaként is:
x
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1 1\* 1\°
<$4+4>—1:<x+) —4<x+) +1
x T x
1
legyen x+>:y, ekkor:
x
4, 1 4 2
<x +m4>—1:y —4y*+1=0 (1.39)

Az 1.39 egyenletet haromféleképpen lehet mésodfokiak szorzatara bontani (hiszen tudjuk,

hogy négy kiilonb6z6 gyoke van, melyeket parosithatunk). A lehetséges felbontéasok:

(a:Z—\/§—2) (a:2+f—2) (1.40)

(x2 —V2z — 1) (J;2 +V2z — 1) (1.41)
(x2 — oz + 1) (x2 + V6 + 1) (1.42)

A szorzatokban szereplé méasodfoki egyenleteket méar kozépiskolas modszerekkel is meg tudjuk
oldani. Az els6 felbontasbol (1.40 egyenlet) két egymasba agyazott gyokjeles alakban kapjuk

meg a polinomok gydkeit:
T2 =EV2— \/g

T34 =+\2+V3 (1.43)

a masik két felbontasbol (1.41, 1.42 egyenletek) viszont “szebb” — vagyis egyméasba agyazott

gyokjeleket nem tartalmazo6 — alakban:

LV2+V6

5 (1.44)

T34 =

1
Vegylik észre, hogy az x + — kifejezés éppen a keresett cos 15° kétszeresével egyezik meg. Tehat

a fenti polinomok gytkei éppen a keresett koszinusz érték kétszeresei.
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2. fejezet

Problémafelvetés és feladatkészités

2.1. Bevezetés

A matematikaoktatasnak egy koztudottan fontos része a matematikai problémaékkal, felada-
tokkal val6 foglalkozas. Leggyakrabban ez valamilyen feladatmegold6 tevékenységet jelent, gya-
korlofeladatok megoldasatol egészen a nagyobb kihivést jelentd versenyfeladatok megoldasaig|8].
A magyarorszagi matematikaoktatés hires a problémakozpontisagarol, szamos hires matema-
tikusunk, szinvonalas matematikaversenyeink (pl. a KéMal. és az Arany Daniel Matemati-
kaverseny) jo példak erre. A problémamegoldd képesség fejlesztése nemcsak feladatsorok és
versenyfeladatok megoldasaval torténhet, hanem szerepet kaphat benne a problémafelvetési
képesség fejlesztése is, ugyanis — ahogyan azt Polya Gyorgy is irja — a szakérts szintd probléma-
megoldasi folyamatnak egy fontos lépése a probléma tjrafogalmazasa, varidlasa és 0j kérdések,
problémak felvetése a kapott feladat alapjan [22], [9].

Amikor Rékasi Annéval 2018-ban elkezdtiik els¢ TDK kutatasunkat, elsGsorban az a ta-
pasztalat motivalt minket a témavalasztasban, hogy mennyi unalmas, vagy egymastol csak
a megadott szamokban — sziikséges gondolatmenetben azonban nem — kiilénb6z6, és rosszul
beodltoztetett matematikafeladattal taldlkoztunk didkéveink és a tanitéssal (akkor még f6leg
korrepetalassal) toltott ids alatt. Ugy gondoltuk, hogy a matematikatanaroknak sziikséges el-
sajatitani azt a képességet, hogy az érakon jol alkalmazhaté, érdekes, gondolkodtato és az adott
csoport tudéasdhoz illeszked§ feladatokat valasszanak vagy készitsenek. Ezért az els§ téméank a
matematika tanarszakos hallgatok problémamegoldasi és problémafelvetési képességeinek vizs-
galata lett [23], [24]. Innen mar nem volt menekvés, elkezdtiik egyre jobban beleasni magunkat
a problémafelvetés kutatasaba és a tanéarszakos hallgatok utan a kozoktatasban tanulod did-
kok problémafelvetési, feladatkészitési képességeit is elkezdtiik vizsgélni. Rékasi Annaval két
kozépiskolasokkal foglalkozo TDK dolgozatot irtunk [23], [24], ezekben a kutatasokban féleg
gimnazisték vettek részt. Czeglédi Csabaval pedig a Matematika didaktika szemindrium sorén
szakképzésben tanuld didkok feladatkészitési képességeinek vizsgalatarol irtunk TDK dolgoza-
tot [8], ez a munka azonban nem szerepel jelen dolgozatban.

A kutatasokban nagyon motivalé volt, hogy tobb neves kiilfoldi kutatoval is taléalkozhat-
tunk, és beszélgethettiink. 2019 majusaban talalkozhattunk Boris Koichuval (Weizmann Insti-
tute of Science), aki Magyarorszagra latogatott. 2020-ban a Matematika és Informatika Didak-
tikai Kutatasok Konferencian (MIDK2020) Ioannis Papadopoulos-szal (Aristotle University of
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Thessaloniki) talalkoztunk, aki tokéletesen a témankba illeszkedGen “ Navigating in the diverse
landscape of problem posing” cimmel tartott plenaris elGadast, az el6adasbol és a vele valo
beszélgetésbdl is nagyon sokat tanulhattunk. A MIDK2022 konferencian pedig John Mason
(University of Oxford & Open University) profeszorral talalkoztunk és beszélgettiink, aki “A
Mathematician’s Work Is Never Done: the role of generalisation in learning, appreciating, and
comprehending mathematical ideas” cimmel tartott plenéris el6adéast, ami szintén kapcsolodik

a problémafelvetés témakoréhez.

2.1.1. Rovid torténeti Attekintés

A matematikatudas elsajatitasahoz elengedhetetlen az oktatasban, hogy létezzenek megfe-
lel6 matematikafeladatok és -problémak, hogy ezeken keresztiil a didksag megismerkedhessen
a matematikai gondolkodassal és amelyek megoldasa megalapozza és elmélyitse matemati-
katudasukat, megértésiiket. Természetesen adodik hat a kérdés. hogy honnan jonnek ezek a
“megfelels” feladatok és egyaltalan mitdl jo a jo feladat? A problémafelvetés modern kuta-
tasat Silver és Kilpatrick munkai alapoztak meg [29], [12]. Vizsgélata az utobbi egy-méasfél
évtizedben lett a matematikadidaktika vizsgalatanak egyik kozponti témaja [32], [10].

Singer, Ellerton és Cai [32] szerkesztésében 2015-ben megjelent egy Mathematical Problem
Posing: From Research to Effective Practice cimi 6sszefoglald tanulmény, melyben a probléma-
felvetés kutatasanak helyzetérsl és f6bb vizsgalando kérdéseirdl irnak. A konyv els6 fejezetem
melyet Cai, Hwang, Jian és Silber irt, felsorolja és vizsgalja a problémafelvetés kozoktatéasban
torténd kutatasanak alapkérdéseit [5]. Szerintiik a problémafelvetés kutatasanak legfontosabb
kérdései jelenleg a kovetkezok (a felsorolasban délt betiik jelzik azokat a kérdéseket, melyekkel
mi is foglalkoztunk):

1. Miért fontos a problémafelvetés az iskolai matematikaoktatdsban?
2. Miért nem képesek a didkok és a tandrok matematikailag fontos problémdkat alkotni?

3. Lehet-e hatékonyan képezni a didkokat és a tandrokat a magas szinvonali problémdk

alkotdsdra?
4. Mit tudunk a problémafelvetés kognitiv folyamatarol?
5. Milyen kapcsolat van a problémamegoldds €s a problémafelvetés kézitt?

6. Alkalmas-e a problémafelvetés a matematikai tanulasi eredmények és a kreativitas vizs-
galatara?
7. Hogyan jelenik meg a problémafelvetés a tantervben?
8. Hogyan teljesit egy olyan osztély, ahol a tanulok foglalkoznak problémafelvetéssel?
9. Hogyan lehet hasznalni a technologiat a problémafelvetésben?
10. Mit tudunk arr6l, hogy milyen hatéassal van a problémafelvetési tevékenység a didkok
eredményeire?
A tanarképzésben és a matematikaoktatdsban egyarant fontos, hogy j6 matematikafeladatokkal
foglalkozzunk. Szamos kutatas vizsgalja, hogy didkok és tanérok tudnak-e mindségi feladato-

kat alkotni, a felvetett probléméik matematikai jellegiiek-e és alkalmazhatok-e osztalytermi

gyakorlatban [5] [32]. A legtobb kutatasban vannak olyan tanarok és didkok egyarant, akik

18



képesek érdekes és relevans matematikai problémak megalkotasara, azonban olyan résztvevsk
is vannak — matematika tanarszakos hallgatok kozott is — akik megoldhatatlan vagy irrelevans,
nem matematikai problémakat vetnek fel [30] [31] [4]. T6bb kutatas is foglalkozott méar a fej-
lesztés lehetdségeivel. Koichu és Kontorovich [13] azt vették észre, hogy a kisérletiikben részt
vevl, sikeres problémafelvetd tanarjeloltek akkor alkottak a legjobb problémaéikat, amikor a
problémafelvets tevékenységiiket problémamegoldassal és problémaelemzéssel 6tvozték. L. Ma
[18] konyvében leirja, hogy a tanaroknak a jo problémak felvetéséhez sziikségiik van arra, hogy
a matematikafeladatok mogdtti modszertani és szakmai megértésiik névekedjék. Torokorszagi
kutatasok [17] szerint a leends tanarok altalaban szokvanyos problémékat tiiznek ki, mert a
hallgatok nem mernek djitani, ugyanis attol tartanak, hogy nem fogjak tudni megoldani a
sajat maguk altal kittizott problémékat.

Nem tjkeletii gondolat, hogy a didkok maguk is vessenek fel problémékat, kérdéseket ma-
tematikafeladatokhoz kapcsolédéan. Henry Benfield mar 1887-ben arrdl irt egyik miivében,
hogy a tanulok érdeke a sajat problémék, feladatok készitése [2|. Javaslata az volt, hogy a
szaktanar ennek érdekében mutasson absztrakt példakat, amelyeket a diakok sajat feladatta
alakithatnak. Természetesen léteznek ennél modernebb példak is a tanérai matematikai prob-
lémafelvetés kutatasara. Magyarorszagon példaul Kovacs Zoltan, Baré6 Emdke, Locska Orsolya

és Konya Eszter is foglalkoznak matematikaorai problémafelvetéssel [15] [16].

2.1.2. Mi a probléma?

A problémafelvetés vizsgalata nagyon sokszint [20]. Rogton felmeriil kérdésként, hogy egy-
altalan mit neveziink probléméanak? A matematika-feladatok osztalyozasanak kérdése nem
tjkeletd probléma. A Modszertani példatarban (Vaséarhelyi, 2013) a feladatok osztalyozésa-
rol a kovetkez6t olvashatjuk: “ Egy feladat zdrt, ha megadott kezdeti feltételek mellett keressiik
meghatdrozott kérdésekre a vdlaszt. Igy a tankonyvekben, példatdrakban szerepld feladatok tobb-
sége zdartnak tekinthetd. Egy feladat megolddsa sordn valamilyen kezdeti dllapotbol (kiinduldsi
feltételek) valamilyen végdllapotba (a feltett kérdés meguvdlaszoldisa) szeretnénk eljutni. Ha egy
feladat esetében a kezdeti dllapotbdl a végdllapotba jutds mddja nem adott kézvet-
leniil, azaz nehézségekbe titkoziink a megoldds sordn, akkor problémarol beszéliink.
Egy feladat problémakaraktere objektiv és szubjektiv tényezdktdl is fiigg, hiszen ugyanaz a kér-
désfeltevés lehet példdaul a megoldd felkésziltségétdl fiiggden nehéz probléma, vagy éppen Tu-
tinfeladat. A nyitott feladatok dltaldban nem oldhatdk meg rutinszerien, igy helyette a’nyitott
probléma” elnevezés gyakran helytdllo lehet, és valdszinilleg ezért is haszndljik igy gyakran
(Pehkonen, 1995)” [1] [21]. Stickles [33|, aki tanarjeloltek és matematikatanarok problémafel-
vetését vizsgalta, a kovetkezd feltételekkel hatarozta meg a “jol definidlt probléma” fogalmat:

1. Gsztonzi a feladat egyszertsitését és ezaltal 6nélld feladat felvetését, valamint matema-

tikai modell 1étrehozéaséat

2. nincs olyan ismert megoldési modszer vagy eljaras, mellyel azonnal megoldhato a feladat.
Gyakorlatnak vagy gyakorlofeladatnak (excercise) pedig azokat a feladatokat nevezi, amelyek
pusztan egy ismert algoritmus vagy eljaras alkalmazasat kdvetelik meg. A Stickels kutatasaban
részt vevs tanarok és tanérjeloltek, bar képesek voltak problémaéakat alkotni, az 6nallé prob-
lémafelvetésben vald sikerességiik csak részleges volt. Kapott adatok alapjan képesek voltak

szamos feladatot késziteni, de nehézségeik voltak relevans és jszerd problémdk készitésével.
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Sokkal sikeresebbek voltak abban, hogy mér meglévé problémakat forméljanak jja.

Ioannis Papadopoulos szerint az els6 nehézség, amivel a problémafelvetéssel foglalkozni
akard kutatd szembesiil, hogy parhuzamosan tobb értelmezése is van a problémafelvetésnek.
Az els6 fontos szempont, hogy kiknek a problémafelvetési, feladatkészitési képességeit vizsgalja
egy kutatas: versenyfeladatkészitGk, tankonyvirok, matematikatanarok, matematika tanarsza-
kos és tanit6 szakos hallgatok és didkok egyarant gyakran vizsgélt alanyai a kutatoknak. Magat
a problémafelvetés folyamatat is sokféleképpen értelmezi a szakirodalom. Ioannis Papadopo-
ulos a MIDK2020 konferencian tartott Navigating in the diverse landscape of problem posing
eladasaban és 2022-ben megjelent cikkében [20] a problémafelvetés kovetkezs értelmezéseit
gyijtotte Ossze:

1. problémafelvetés mint 4j problémak generalésa

2. problémafelvetés mint mér meglévs problémak djraformélasa

3. a problémafelvetés egyszerre jelentheti Gj probléma létrehozéasit és korabbi probléma

ujraformalasat (1. + 2.)

4. problémafeltevés mint 0j kérdések feltevése és régi kérdések Gj szemszogbdl valo vizsga-

lata

5. problémafelvetés mint modellezési folyamat.
A problémafelvetés vizsgalatanak célja is sokféle lehet. Papadopoulos az alabbi harom {6 ka-
tegoriat kiilonitette el:

1. a problémafelvetés mint a tanirképzés része, a leends tanarok fejlesztése céljabol

2. a problémafelvetés mint oktatasi vagy pedagdgiai eszkoz, akar problémamegoldés tani-
tasa céljabol
3. a problémafelvetés mint diagnosztikai eszkoz, a tanulok konceptualis megértésének, ne-
hézségeinek, tudasdnak felmérésére.
Lathato, hogy a problémafelvetés nagyon sokféle parhuzamos értelmezésben él egylitt, ezért
Papadopoulos hangsiilyozta, hogy nagyon pontosan és vildgosan kell fogalmazni a probléma-
felvetéssel foglalkozd kutatasokban, hogy egyértelmi legyen, hogy a sok fogalom alatt ki, mit
ért. Beszélgetésiink soran egy sajat szempontrendszer kidolgozésara biztatott minket.

Silver [29], aki a problémafelvetés mai kutatasanak egyik megalapozoja, a problémafelvetsk
altal készitett feladatokat harom szempont szerint vizsgalta. Ezek a gordiilékenység (“fluency”),
a rugalmassag (“flexibility”) és az eredetiség (“originality”). Az els6 szempont — gordiilékenység
— azt vizsgalja, hdny feladatot készitett a problémafelvets. A masodik — rugalmassag — a felve-
tett problémak kiilonbozGségét vizsgalja, vagyis, hogy hany kiilonboz6 kategdériaba sorolhatok
a készitett feladatok. A harmadik szempont — eredetiség — vizsgalja azt, hogy mennyire kiilon-
boznek az egyes probléméak az Gsszes felvetett probléméatol. Silver ezen szempontjai a Torrance
altal a kreativitas mérésére hasznalt szempontokon alapulnak [35].

2015-ben Rosli és munkatarsai 51 tanarjelolt problémafelvetését vizsgalo kutatast végeztek
[28]. Az elkészitett feladatokat 11 szempont alapjan értékelték:

1. az informaci6 forrasa (source of information)
2. megoldhatosag (solvability)

3. hasonl6 problémat mar latott/oldott meg (similar problem seen/worked)

20



életbsl vett probléma (Real-life situation)

realisztikus, értelmes, érthets (realistic, made sense, understandable)
matematikailag pontos/ megfelels (mathematically appropriate)
magéval ragado, vonzo (engaging)

nehézségi szint (difficulty level)

© ® 3 o ook

eredetiség és kreativitas (originality and creativity)
10. kihivast jelents (challenging)

11. korosztalynak —a tanulmanyban ez kozépiskolas korosztélyt jelentett— megfelels (age app-
ropriateness).
Rékasi Annaval a sajat értékeld szempontrendszeriink |25] kidolgozasakor nagymértékben épi-
tettiink a Rosliék altal felsorolt szempontokra, bar a tanulméanyban nem fejtenek ki pontosan
minden értékelési szempontot, igy nem biztos, hogy mi is pontosan ugyanazt értjiik alattuk,

mint 6k. Errél a 2.3. fejezetben lesz b&vebben sz6.

2.2. Stratégiak

Tobbféle modszerrel mérhetd fel az emberek a problémafelvetési, feladatkészitési képessége,
legyenek akar didkok, hallgatok vagy szaktanarok. Léteznek bizonyos gyakran hasznalt “problé-
mafelvetési stretégidk”, amelyekkel facilitdlhato és egységesebb mederbe terelhet§ a résztvevsk
problémafelvetése.

1. Feladatkészités megadott adatok alapjan: pl. a résztvevdk kapnak egy tdbldzatot egy tizlet
forgalmdrdl, vagy egy kosdrlabda csapat eredményeirdl, amely adatok kapcsdan kell felada-
tokat kitaldlniuk.

2. Feladatvarialas: 4j probléma felvetése mdr meglévd probléma kapcsdn. Ennek egy lehet-

séges mddszere a “what-if-not technika”.

3. Feladat készitése valos szituacié modellezésével: pl.banki, pénziigyi szitudcick modellezése,

vagy virusterjedéssel kapcsolatos problémdk megfogalmazisa.

4. Adott témara valo feladatkészités: pl. drhajozdssal, sporttal, tdrdzdssal, mesehdsokkel,

vagy mds, eldre megadott témdval kapcsolatban vald problémafelvetés.

5. Adott témakdrre valo feladatkészités: pl. Pitagorasz-tétellel, vagy linedris fligguényekkel
kapcsolatban kell problémdkat felvetni.

A problémafelvetési folyamatot aszerint is vizsgalhatjuk, hogy mennyire szabalyozott kor-
nyezetben kell a résztvevSknek feladatokat kitalalniuk. Ezen osztalyzés szerint a probléma-
felvetés torténhet szabad, részben-strukturalt és strukturalt kérnyezetben. Erre szemléletes
példa Xianwei Van Harpen és Norma Presmeg kisérlete [36], melyben a résztvevé majdnem
130 didknak a kovetkez§ instrukciok mentén kellett feladatokat felvetnie:

1. Szabad problémafelvetési helyzet: Tiz lany és tiz fia all egy sorban. Vessen fel minél tobb

problémat, ami valamilyen modon felhasznalja a megadott informaciokat!

2. A megadott abran lathaté egy haromszog és a beirhatd kore. Alkosson minél t6bb prob-

léméat, melyek valamilyen modon kapcsolodnak ehhez a képhez!
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3. Tegnap este buli volt az unokatestvéred hézaban és a csengé tizszer szoélalt meg. Elsé
csengetésre csak egy vendég érkezett. Valahédnyszor megszolalt a csengd, harommal t6bb

vendég érkezett, mint ahanyan az el6z86 csengésre érkeztek.
a) Hany vendég lép be a tizedik alkalommal? Valaszat részletezze!

b) Tegyen fel minél t6bb kérdést, ami valamilyen modon kapcsolodik ehhez a feladat-
hoz!

2.3. Szempontrendszer

A problémafelvetési kisérleteink soran hasznalt értékels rendszert Rékasi Annaval kézdsen
dolgoztuk ki, részben az olvasott szakirodalmak alapjan, részben az egyes kisérletek tapaszta-
latai alapjan. A szempontrendszer Gsszedllitasahoz elGszor is meg kellett fogalmaznunk, hogy
mit varunk egy “j6 feladattol”. Az egyes szempontokra kaphatoé pontszamokat pedig aszerint
sulyoztuk, hogy melyik tulajdonsagot mennyire tartottuk fontosnak egy feladatnal (példaul
fontosabbnak tartjuk, hogy a felvetett probléma matematikailag helyes legyen, mint hogy il-
leszkedjen az adott korosztalyhoz, mert a matematikailag helytelen feladatokat senkinek nem
lehet odaadni, viszont az adott korosztalyhoz nem ill mas korosztaly szdmara még jo lehet).

A kutatocsoport tagjaival és a kisérletekben részt vevs tanarokkal egyeztetve fogalmaztuk
meg, mit varunk egy “jo feladattol”. Az Gtletelés eredményeképpen az alabbiak fogalmazodtak
meg:

1. amikor az adott tananyagot tanitom, akkor j6 szivvel fel tudjam adni, ne kelljen rajta

sokat valtoztatni

2. legyen megfelelGen, didaktikusan beilleszthets valahova a tananyagba (legyen olyan tan-

anyagrész, amihez illeszkedik)
3. tikrozze a tananyagot

4. tobbféle szandékkal feladhatok egy feladatot, de legyen olyan tanulasi cél, amihez illeszt-
het az adott feladat (példaul egy gyakorlofeladatnal nem feltétlentil sziikséges az Gtletes

beoltoztetés, viszont alkalmasnak kell lennie a gyakorlasra).
5. Mit jelent a j6 bedltoztetés?

a) valoban arra kérdezzen ra a feladat, amire ra akar kérdezni (erre megleps modon
szamos ellenpélda olvashaté Muzsnay Anna és Szab6 Csaba bedltoztetett felada-
tokrol szolo cikkében [19])

b) a megoldas adjon lehetGséget a diszkussziora a bedltoztetés miatt (a valos szituaciot

leforditani a matematika nyelvére és vissza)

c) Otletesség jelenjen meg a feladat bedltoztetésében
Az elvarasok és a szakirodalmak alapjan osszeallitottunk egy szempontrendszert. Ennek voltak
korabbi, kevésbé részletes verzioi [23] és [24]-ben. A végss, [25], [26], [8] dolgozatokban hasznalt
szempontrendszer lathato a 2.1 tablazatban.
A szempontrendszer két f6 részre tagolodik, melyekben a szakmai és az élvezetességi szem-

pontokat kiilon pontozzuk. A szakmai szempontok kozé tartozik, hogy az elkészitett feladatok
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illeszkedjenek valamilyen tananyaghoz és korosztalyhoz, megfelel6 kihivast jelentsenek a meg-
old6 szamaéara (ne legyen tul nehéz vagy tul konnyti) és matematikailag helyénvaloak legyenek.
Az élvezetességi szempontokhoz a feladatok bedltoztetése, korszertisége, eredetisége és élmény-

nyujtasa tartozik.

Szakmai rész pont Elvezetességi rész pont
Valamilyen tananyaghoz Ujszert, eredeti, .
?/ vag 8 pont ) i 6 pont | Osszegiik, kivéve, ha nagyobb,
illeszkedd Otletes

Megfelels kihivast jelent | 4 pont | Matematikai élmény | 6 pont

mint 6 pont. Ekkor 6 pont.

Matematikailag helyes | 8 pont Beoltoztetés 6 pont
Korosztalyhoz ill§ 5 pont Korszertiség 4 pont
Osszesen 25 pont Osszesen 16 pont

2.1. tablazat. Szempontrendszer

Az élvezetességi részben az Otletesség és a matematikai élmény Osszesen legfeljebb hat
pontot ér, azonban ez a hat pont megszerezhets pusztan a matematikai élmény vagy Otletesség
alapjan. Szerettiik volna, ha a bedltoztetés nélkiili, vagy nem tulsagosan 0jszeri, azonban nagy
matematikai élményt nyujtd feladatok is elérhessenek magas pontszamot ebben a részben.
Ugyanigy a matematikailag nem kiilonésebben nagy meglepetést jelents — pl. gyakorlé jellegti
— feladatok, amennyiben érdekesen, frappansan vannak megfogalmazva vagy bedltoztetve, vagy
maés szempontbdl Gjszertiek és otletesek igy szintén magas élvezetességi pontszamot kaphatnak.

Fontos célja a szempontrendszernek, hogy jol elkiilonithet6k legyenek egyméstol a kiemelke-
déan jo és a kirivoan gyenge feladatok, ezt szolgalja az egyes szempontok magas pontszama. A
szakmai részre (25 pont) magasabb pontszémot adtunk, mint az élvezetességi részre (16 pont).
Ezt azért igy allitottuk Gssze, mert egy feladat szempontjabol fontosabbnak tartjuk, hogy be
lehessen vinni tanoérara és fel lehessen adni didkoknak, mint azt, hogy mennyire élményszerd a
megoldasa. Természetesen sok pontot lehet szerezni azzal is, ha egy feladat érdekes, megoldasa
élvezetes. Viszont, ha egy feladat matematikailag nem helyes, vagy egyaltalan nem illeszkedik
semmilyen korosztalyhoz, azt nem lehet bevinni tanérara. Mig, ha egy feladat nem kiilénéseb-
ben kreativ, de matematikailag helyes, akkor az konnyebben atalakithaté érdekes feladatta,
vagy bevihet§ egy olyan orara, melynek a gyakorlas a célja, hiszen ilyen 6réan sok feladatot
megoldunk az adott témakorben, melyek kozott helyet kaphatnak kevésbé élményszeri, de a
gyakorlas szempontjabol hasznos feladatok is.

Olyan feladatokat szeretnénk jonak nevezni, melyeket jo szivvel be tudunk vinni mate-
matika 6ran valtoztatas nélkil. Ezt azért igy hataroztuk meg, mert ha minden rossz, vagy
félig-meddig rossz feladatot, vagyis amiket eredeti formajukban nem tudunk jé szivvel feladni
matematika 6ran, kijavitgatnank, dtalakitanank nekiink és a csoportjainknak megfelel formé-
ra, akkor nem is lenne sziikség 1j feladatokra, és 4j feladatgytijteményekre, hiszen a mar létezs
feladatokat ki-ki a maga modjan javitgatnd. Azonban tapasztalhato, hogy ez a javitds nem
torténik meg, tjabb és Gjabb tankonyvekben jelennek meg érthetetlentil vagy félreérthet&en

megfogalmazott, vagy més médon hibas feladatok, amiket a matematikatanarok valtoztatas

23



nélkiil feladnak. Ez nem feltétleniil az 6 hibajuk, hiszen teljesen jogos az a jOhiszemii feltétele-
zés a tanér részérdl, hogy a tankonyvben olyan feladatokat talal, amiket feladhat a didkjainak,
akar 6néllé munkara is.

Egy olyan szempontrendszert szerettiink volna Osszeéllitani, melynek segitségével aszerint
pontozhatjuk a feladatokat, hogy azok mennyire hasznalhatoak fel a matematikaoktatasban.
Megallapitottunk olyan ,szinteket”, amik meghatarozzak, hogy melyik feladatokat nevezziik jo
feladatnak. Szakmailag jonak nevezziik azt a feladatot, ami a szakmai részben Gsszesen elér
legalabb 20 pontot, és a szakmai rész valamely szempontjaban minimum 80%-ot. Hasonldéan
hataroztuk meg az élvezetességileg j6 feladatokat. Azt a feladatot nevezziik élvezetességileg
jonak, ami az élvezetességi részben elér legaldbb 12 pontot, és valamelyik szempontbdél az
élvezetességi részben minimum 80%-ot. Osszességében jonak nevezziik azokat a feladatokat,
amik szakmailag és élvezetességileg is jok.

Ha egy feladat csak matematikailag, vagy csak élvezetességileg éri el a jonak nevezett
szintet, attol az lehet egy jol hasznalhaté feladat. Igy az ilyen feladatokat, amik legalabb az

egyik kategoria szerint jok, mar sikeres problémafelvetés eredményének tekintjiik.

2.4. Kisérletek

Rékasi Annéaval kozosen 2018 6ta végeztiink problémafelvetéssel, feladatkészitéssel kapcso-
latos kisérleteket. Az els¢ két kutatasban [23|, [24] tanarszakos hallgatok problémafelvetési
képességeit vizsgaltuk, a masodik kettében [25], [26] pedig kozoktatésban tanuld didkokét.
Emellett Czeglédi Csabaval is zajlott egy szakképzésben tanul6 didkok problémafelvetését vizs-

galo kutatasunk [8].

2.4.1. Egyetemi kisérletek
A kutatas rovid leirasa

Az els6 egyetemi hallgatok korében zajlott kutatasunk célja az volt, hogy megvizsgaljuk,
milyen kapcsolatban van egyméssal a matematika tanéarszakos hallgatok problémamegolddsi
és problémafelvetési képessége. Emellett azt is vzsgaltuk, hogy az évek elérehaladtaval lesz-e
valtozés a felvetett problémak mindségében.

A felmérés két fordulobol allt, melyek egy altalunk kijelolt konkrét témakor — a derékszo-
gli haromszogek — koré épiiltek. A résztvevs hallgatoknak eldszor egy altalunk Gsszeallitott
feladatsort kellett megoldaniuk 6nélléan, 45 perc alatt. Ehhez barmilyen segédeszkozt hasz-
nalhattak, de nem kérhettek masoktol segitséget hozza. A masodik forduloban pedig hérom
sajat feladatot kellett késziteniiik, amelyek kiillonb6z8 nehézségi szinttiek (ezt fel kellett tiin-
tetniiik, pl. altalanos iskola 8. évfolyam, vagy 10. évfolyam matematika tagozat). Mindharom
feladatnak derékszogl haromszogekhez kellett kapcsolodnia.

Az elGzetes tudas alaposabb feltérképezéséhez a kutatés elemzése soran az Algebra és szam-
elmélet3d kurzus hallgatéinal Gsszevetettiik eredményeiket a kurzuson irt zarthelyi dolgozatok
eredményeivel is. Azért ezen kurzus hallgatoinak eredményeit vizsgaltuk meg legalaposabban,
mert a résztvevok 49%-a jart erre az orara a kutatas félévében, ugyanis abban az évben a

masod- és a harmadévesek jelentds része is felvette ezt a tantargyat.
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Miutén az els6é egyetemi kisérletben vildgossa valt, hogy a hallgatok szamara nehézséget
okoz t6bb jo (oktatasban alkalmazhato, egymastol kiilonb6z6, nem hibéas) probléma felvetése,
szerettiink volna olyan moédszert keresni, amellyel tdmogathaté, fejleszthets a problémafelve-
tési és feladatkészitési képesség.

Az volt a hipotézisiink, hogy ha a hallgatok talalkoznak jo feladatokkal és azok alapjan
vetnek fel sajat problémakat, az fejlesztheti a problémafelvetési, feladatkészitési képességiiket.
Ezért a kutatasban meg akartuk vizsgalni, hogy egy versenyfeladatra val6é ravezets feladat-
sor készitése segiti-e az 6nalld6 problémafelvetést. A kisérlet két fordulobol allt, melyekhez a
kisérletben részt vevs hallgatokat két részre osztottuk, a hallgatok egyik fele az elsd fordulo-
ban 3-5 feladatbol 4ll6 ravezets feladatsort készitett egy valasztott OKTV vagy Arany Daniel
versenyfeladathoz (ehhez megadtunk hét feladatot, melyek koziil valaszthattak), a masodik
forduloban pedig sajat feladatokat (ismét 3-5 db) kellett késziteniiik a paradicsom, utazas,
internet, vasarnap, boszorkany, narancslé, tirutazas témak valamelyikében. A résztvevék mé-
sik fele a két forduléban forditott sorrendben vett részt. Ebben a kisérletben egyéni részvétel
mellett 3-4 f8s csapatokban is részt lehetett venni, ezt a hallgatok valaszthattak meg. A je-
lentkez&k két részre bontasakor igyekeztiink az egyediil jelentkez6 hallgatokat és a csapatokat
is véletlenszertien kettébontani.

A beérkezett, hallgatok altal felvetett feladatok pontozéasat mindkét kisérletben Rékasi An-
naval kozosen végeztiik. Mindketen végigjavitottuk és oldottuk a feladatokat, és ahol a ponto-
zésban tovabbi kérdéseink meriiltek fel, tanacsot kértiink Szabé Csaba Tanar Urtél, Muzsnay
Annatoél, Szeibert Jankatol vagy Zambo Csillatol, akik nalunk tobb tanitasi tapasztalattal

rendelkeztek. Ezért ismét koszonjiik a segitségiliket.

Eredmények

Az elsé kisérletben, melyben a matematika tanérszakos hallgatok problémafelvetési ké-
pességeit, és ezek problémamegoldd képességiikkel valé kapcsolatat vizsgéltuk, a kovetkezd
eredmények sziilettek:

e a hallgatok problémamegoldd képessége nem fliggott attol, melyik évfolyamra jartak;

e a hallgatok altal felvetett feladatok mingsége javult az évfolyamok el6rehaladtaval;
ezek alapjan tgy tiinik, hogy amig a problémamegoldé képesség nem fejlédik az egyetemi évek
alatt, addig a problémafelvets képesség fejlédést mutat.

e A hallgatoéknak nehezére esett egynél tobb “j6” feladatot késziteni. Ezért kiilon megvizs-

galtuk a legjobb elért pontszamu feladatukat és a két legrosszabb pontszami feladatukat.
e A legjobb feladat eredménye alig, vagy egyaltalan nem né a problémamegold6 képesség
fliggvényében;

e ahogy nétt a hallgatok két gyengébb feladatanak pontszéma, gy nétt a problémameg-
oldo képességiik (vagyik az elsg forduloban megirt feladatsoron és az Algebra és szamel-

meélet3d zarthelyi dolgozatokon elért pontszamuk is).

e A hallgatok gyakran nem készitettek megoldast a feladataikhoz, igy nem vették észre,
ha a feladatuk hibas vagy nem megoldhato.

A hallgatok szaméra nehézséget okozott, hogy felismerjék, milyen korosztalyhoz illik a
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felvetett problémajuk (pl. nyolcadikos feladatnak szantak egy kilenc-tizedik osztélyos
ismereteket igényls feladatot).
Osszességében tehat azt lattuk, hogy egyetlen jo feladatot szinte barmelyik tanarszakos hallga-
t6 tudott alkotni, viszont harom feladat kitiizése soran mar nagy eltérések lathatoak az egyes
hallgatok munkéi kozott. Sziilettek olyan feladatok, amiket jonak, kreativnak talaltunk, és
olyanok, amiket kiilonb6z6 szempontok alapjan értelmetlennek, vagy nem kreativnak itéltiink.
A masodik kisérletben, amely sorédn a problémafelvetési képesség egy lehetséges fejlesz-
tési modjat — a ravezets feladatsor készitését — probaltuk ki, a kovetkezs eredmények sziilettek:

e a ravezet$ feladatsor készitése segiti az 6nallé problémaalkotéast;

e a matematika tanitdsa kurzusok elvégzésével nem hozhatd Osszefiiggésbe a bekiildott
feladatok szinvonala (ebben a kisérletben azok a hallgatok, akik méar tébb matematika
tanitasa kurzust sikeresen elvégeztek, nem értek el se jobb, de rosszabb eredményeket,
mint fiatalabb hallgatotarsaik);

297

e az egyetemet nem az ajanlott iitemterv szerint végzd (“cstszo”) hallgatok gyenge felada-
tokat készitettek;

e a csoportmunka sok esetben nem valosult meg (nem kozosen készitetek feladatokat, vagy

valaki egyaltalan nem vetett fel probléméakat, csak a hataridsk betartasara figyelt);

e azok a hallgatok, akiknek elGszor ravezets feladatsort kellett késziteniiik, az els6 for-
duléban szignifikinsan jobb eredményeket értek el, mint akik elGszor sajat, tematikus
feladatokat készitettek. A masodik forduléban (a sajat, tematikus feladatkészités soran)

nem valtozott az eredményiik.

e Azok a hallgatok, akik méasodik forduloban készitettek ravezetd feladatsort, jobb ered-

ményt értek el ezzel, mint az el6z6 forduléban a sajat, tematikus problémafelvetéssel.

o A ravezetd feladatsor készitése soran sokszor a hivatalos megoldas egyes 1épéseire készi-
tettek feladatot a hallgatok. Emellett a ravezetd feladatok gyakran tal kénnytiek voltak,
sGt, volt olyan is, amikor szinte egyaltaldn nem is kapcsolddtak az eredeti feladathoz,

ezért nem val6sult meg a ravezetés.

e Bar ebben a kisérletben mar kifejezetten kértiik, hogy a felvetett feladataikhoz készitse-
nek megoldast a hallgatok, ez néhol itt is nehézséget okozott. A sajat tematikus feladatok
készitésénél gyakori hiba volt a megoldasokban, hogy olyan adatokat hasznéltak, amiket
a feladatban nem adtak meg, vagy olyan ismeretet hasznaltak a megoldashoz, mely a
feladat szovegébdl nem deriilt ki. Emellett probléma, hogy nem minden hallgaté tudja,

mi szamit teljes mintamegoldéasnak (egyetlenegy szdm nem).

e A feladatok nehézségi szintjének megéllapitasa itt is t&bbszor gondot okozott.
Osszességében azt mondhatjuk, hogy a ravezets feladatsor készitése segiti az 6nallo problémaal-
kotést, azonban pusztan annak a feladatnak az elvégzése, hogy a hallgaté egy nehezebb feldatra
felkészit§ feladatsort készitsen, még nem valtoztat senkit tokéletes és gyakorlott problémafel-
vetévé. Erdemes és sziikséges a tanarszakos hallgatok problémafelvets képességét fejlesztent,
hiszen matematikatanarokként fontos lesz szamukra, hogy jol alkalmazhat6, érdekes felada-
tokat tudjanak alkotni. A kutatas eredményeibdl kiindulva j6 kezdeti modszernek latszik az,

ha a problémafelvets tevékenységet méar meglévs problémak elemzésével és varidlasaval, vagy
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hozzéjuk kapcsolodo feladatok készitésével kezdjiik. Ennek az lehet az oka, hogy igy a réve-

zet6 feladatkészités sordn méar lattak jo problémat, alaposan koriiljartak, foglalkoztak vele,

gondolkodtak rola. Igy némi ralatast nyerhettek a jo problémak karakterisztikajara, és sajat

problémak is esziikbe juthattak a problémamegoldasi folyamat soran.

Példak: "A jo, a rossz és a csuf"

Szeretnék az alabbiakban megmutatni néhany, a hallgatok altal készitett feladatot. Ezek

kozott talalhatok

jol és kevésbé jol sikeriiltek is, és megfigyelhetsk kiilonféle elkészitési modok

(szovegszerkesztSben készitett feladatok, lefényképezett kézzel irt feladatok, vagy csupéan az

email torzsszovegeként elkiildott feladatsor).
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2.1. dbra. Gonosz boszorkany témara készitett, 10. osztalyos matematikai logika feladat.
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2.2. abra. Derékszogii haromszogek témakorében készitett 10. osztalyos feladat.
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2.3. dbra. Utazas témakorben készitett feladat.

Az — egyébként nagyon érdekes bedltoztetést — 2.3, 2.4, 2.5 feladatokhoz a problémafelvetd

nem irt kitizott szintet vagy évfolyamot.
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2.4. abra. Utazas témakorben készitett feladat.

cimzett: én »

o _@gmai\.com> 2018. 0kt 23, K240 ¢% €

A 3 feladat pedig a kovetkez6:

1., Van egy derékszogli haromszoéglink, amelynek 3,4,5 az oldal hosszusaga. Ebbe a haromszégbe 0,5 sugart kéroket
szeretnénk beirmni. Hany darab kort tudunk beirni a haromszogbe? (8. osztaly, versenyfeladat)

2., Van egy 8x16-os téglalapunk, amelynek az oldalfelezéit 6sszekotve egy uj téglalapot és négy derékszogl haromszdget
kapunk. Ismét dsszekotjiik az téglalap oldalfelezéit, és még kisebb téglalapot, és még 4 derékszogii haromszoget kapunk.
Tovabb folytatjuk a szeletelést, hanyadik alkalommal fogunk olyan haromsz&get kapni, amelyben az atfogé kisebb, mint 2
egyseég? (7.osztaly, gyakorlo feladat)

3., Egy hegyrél gyonyor( a kilatas, viszont csak becsdlni tudjuk a tavolsagok nagysagat a hegy tetején Iévé kilatobdl. Itt ismert
néhany adat, szamoljuk ki a tereptargy tavolsagat a kilatotél! A targyat, a hegyet és a kilatét is tekintsiik pontszer{inek. A
meglévé adataink: hegy magassaga 500 méter, a kilatdé magassaga 20 méter, a kilatobdl a tereptargy 70 fokos szogben latszik.
(Magyarul kirajzolodik egy derékszogil haromszog, amelyben az egyik befogé a kérdés, a masik 500+20=520 méter magas. Az
atfogét nem tudjuk, de ismerjlik mindhdrom szdget, mert a tereptargynal 20 fokos a sz6g.) (10. osztaly, gyakorlé feladat)

Udvozlettel,

2.6. abra. Derékszogl haromszogek témakorében készitett feladatok — itt kifejezetten nem
értettiink egyet a feladatok szintezésével, a legelsét (8. évf.) példaul mi magunk sem tudtuk

megoldani a feladatok kiértékelésekor.
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2.5. dbra. Utazas témakorben készitett feladat.
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2. feladat

A Galaktikus Birodalmi Urhajopalya Mérnokség szeretne Uj Utvonalakat létrehozni néhany
bolygd kozott, hogy sziikség esetén gyorsabban mozgdsithassa rohamosztagosait. Sajnos a
tervrajzok elvesztek, csak néhany feljegyzés maradt fent réluk, amelyek azt tartalmazzak,
hogy melyik bolygérdl hany ttvonal indul ki. Probald meg rekonstrualni a rajzokat ha lehet,
ha nem lehet, miért nem?

Hoth 2 2 1 1
Tatooine 3 2 2 2
Dagobah 3 3 2 4
Mustafar 4 3 3 4
Naboo 5 4 4 5
Coruscant 5 5 4 5

A harmadik nem lehetséges, mert a fokszamok 6sszege paratlan.
A negyedik sem lehetséges, mert ha két 6t fokszamu csics van, akkor nem lehet egy
fokszéma.

T

2.7. dbra. Urutazas témara készitett, 9. osztéalyos grafelméleti feladat.
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3. feladat
Han Solo és a Csubakka kovetkezd csempészutjan az elbbi hat bolygét érinti, amelyek

kozil barmely két bolygd kozt van kdzvetlen dtvonal. Egy bolygon akar tobbszor is
jarhatnak, de nem feltétlendil jutnak el mindegyikre. A kdvetkezd utvonalakat tervelték ki:

T T -
D D
: D
M M
- c
N c .
: T
D
H D
H
M
C
N C
N

Melyiket tudjak végigjarni ugy, hogy egyik szakaszon sem jarnak kétszer?

Az els6t és a negyediket nem tudjak végigjarni, mert tébb, mint két paratlan fokszamu
csucsot tartalmaznak.

mésodik: H, T, C,D, M, N, D, T, N, C, H
harmadik: C, D, N, T, C, N, M, D
otédik: D, H, N, C, M, T, C

2.8. abra. Urutazéas témara készitett, 9. osztalyos grafelméleti feladat.

Végiil, megmutatva, milyen nehézségett okozott néhény évfolyamtarsunknak a probléma-

felvetési tevékenység, mellékelek egy emailt is, amit az egyik egyetemi kisérlet soran kaptunk:
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Sziasztok!

Sokat késtem a valasszal ahhoz képest is, amit mondtam, hogy csiszasban vagyok.

Ennek 6 oka az, hogy a méasodik fordulé egyszerlien kifogott rajtam. Nem jutottak eszembe olyan lehetséges feladatok, amik
szerintem megfeleléek lettek volna, talan csak 1db. Eppen ezért tudom, hogy mar alapvetSen nem vagyok jogosult a fél jegyre,

le is mondok réla a sajat részemrél.

Osszekapartam viszont azt a 3 feladatot ami szerintem a legkézelebb allt az elképzeléseitekhez, ezeket mellékelem, hatha fel
tudjatok hasznalni.

Ha igénylitek, kitéltom a harmadik fordulét is, persze plussz jegy nélkiil. Remélem azért valamennyit segit.

Udvézlettel

2.9. dbra. A problémafelvetés nehézségeit bemutatd lizenet.

2.4.2. Kozépiskolai kisérletek
Miért fontos a problémafelvetés matematikadéran?

A matematikaoktatasban mindig is egyértelmi volt, hogy a problémamegoldasnak fontos
szerepe van a matematikai ismeretek elsajatitasaban. Egy meglehetésen korai példa erre a
Krisztus el6tti méasodik évezredben irt Rhind papirusz, ami aritmetikai, algebrai és geomet-
riai feladatokat tartalmaz megoldasokkal [11|. Ennél kevésbé egyértelmii az a kérdés, hogy a
problémafelvetésnek van-e helye és haszna a matematikatanitasban.

Toébb okbol is hasznos, ha a didkok matematikadran foglalkoznak problémafelvetéssel és
feladatkészitéssel. Egyrészt a problémafelvetés eszkozoket ad a keziikbe, amikkel nehezebb, el-
s6re nem megfoghaté problémékat atalakithatnak ismer&sebb, jobban kezelhetd problémékra.
Miésrészt, tobb, didkok problémafelvetésével foglalkozé kutatas is leirja, hogy a feladatkészités,
problémafelvetés és egymas problémaéaiban vald elmélyiilés nagymértékben noveli a didkok ma-
tematikatudasat [6], [27]. Rendszerezi, mélyiti a feladatok témakorével kapcsolatos ismereteket
és mindezt egy kiilonleges, szorakoztato formaban teszi [36].

Szamos érdekes kutatést olvashatunk, melyekben t6bb osztaly tanuléi vettek részt matema-
tikaoran problémafelvetési, feladatkészitési tevékenységben. Mar egészen fiatal koru altalanos
iskolasoktol kezdve [3] egészen végzds gimnazistakig [36] mindenféle diadkkal foglalkoznak a
kutatok.

A kutatas leirasa

Elss kozépiskolasokat vizsgalo kutatasunkat Rékasi Annaval 2020 tavaszan inditottuk el, a
tavoktatés keretében. Osszeallitottunk egy tajékoztato leirast a tanarok szamara 2.4.4, melyet
tobb iskoldba elkiildtiink, valamint az Oktatasi Hivatal honlapjan is elérhetd volt, mint a
“tanulast tdmogatd tovabbi hasznos anyag” [37]. A leiras olvashato a 2.4.4 mellékletben is.
Célunk az volt, hogy megvizsgéljuk, hogy hogyan és milyen feladatokat tudnak felvetni a részt
vevs didkok (alapvet&en fels§ tagozatos és kozépiskolas korosztély); valamint, hogy lassuk,
milyen tipust és témakori feladatok érdeklik Sket.

A résztvevls osztalyok és csoportok didkjai a problémafelvetési-feladatkészitési gyakorlat

soran 3-4 f6s csapatokat alkotak és csoportmunkiban készitettek feladatokat. Minden csapat
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egy 4-5 feladatbol allo feladatsort készitett (és hozzajuk megoldast), valamilyen problémafel-
vetd stratégia szerint. Tobb lehetséges stratégiat is leirtunk (ezek a 2.2 fejezetben és a 2.4.4
mellékletbeli leirasban is megtalalhatoak). Ezek koziil a stratégiak koziil a szaktanarok tetszés
szerinti szamut ismertethettek a didkjaikkal.

Kértiik, hogy a feladatokat kitalalo csapat irja le, hogy milyen feladatmegoldasi stratégia-
val, modszerrel dolgoztak, és hogy milyen motivaciojuk vagy céljuk volt a feladat elkészitésé-
hez, elkészitésével (pl.: mindenképpen magneses vonatokrol szolo feladatot akartak késziteni,
vagy ravezetd feladatokat készitettek egy altaluk ismert versenyfeladathoz, vicces feladatsort
akartak csinalni, stb). A didkok az elkésziilt feladataikat elGszor a szaktanarnak kiildték el.
O atnézte, kijavitotta, és értékelte a csapatok beérkezett feladatait egy altalunk Gsszeallitott
szempontrendszer alapjan, ami az 2.1 tdblazatban lathat6 szempontrendszeriinknek egy némi-
leg egyszertisitett valtozata Igy volt lehetGség javitani a hibas feladatokon.

Ez utan a szaktanar koordinalédsaval a minden csapat megkapta egy mésik csapat fel-
adatsorat. Ok megoldottak a kapott feladatokat, majd értékelték ezeket. A didkok szaméra
is Osszeallitottunk egy szempontrendszert egymas feladatainak értékeléséhez, ez szintén egy
leegyszertsitett véaltozata a 2.1 tablédzatbeli szempontoknak. Az értékelés mindkét esetben
Google Forms feliieteken tortént, igy mi is lathattuk az eredményeket, emellett a tanarok az
elkészitett feladatokat is feltoltotték ide az értékelés részeként.

A tanarok és a didkok szempontrendszere nem egyezett meg teljesen, mert egy szaktanar
egészen méas szempontok szerint nézi meg a didkjai altal kitalalt feladatokat, mint egy olyan
csapat, akik didkként, és nem tanari szemmel nézve oldjak meg a kapott feladatsort. A két
szempontrendszer az 2.2 tablazatban lathato.

Kutatasunkba tobb iskolabdl kapcsolédtak be szaktanarok. Részt vett a Budapesti Faze-
kas Mihaly Gyakorlo Altalanos Iskola és Gimnazium egyik tanarngje, a Debreceni Fazekas
Mihaly Gimnézium tanarngje, az ELTE Apaczai Csere Janos Gyakorlégimnazium és Kollé-
gium egyik tanarngje, és a hodmezévasarhelyi Németh Laszlo Gimnazium, Altalanos Iskola

egyik tanarndje is didkjaikkal.

Tanari szempontrendszer Diak szempontrendszer

Szempontok pont Szempontok pont
Megoldhato 2 i o o
- Mennyire kapcsolddik az idei tananyaghoz?
Korosztélyhoz ill6 1
ErthetSen megfogalmazott 1 . .
— ErthetGen megfogalmazott
Matematikailag helyes 1
Beoltoztetettség / valos szituacioba )
valo beépitése (ha van) Kihivast jelent-e? 1
Kihivast jelent-e?
Mennyire eredeti, Gjszert? 2 Mennyire tjszert? 2
Elvezetes, 6tletes-¢? Elvezetes, 6tletes-e? 1

Osszesen 10 pont

Osszesen 6 pont

2.2. tablazat. Tanari és didk szempontrendszerek

A teljes csoportok elkésziilt feladatait és értékeléseit technikai nehézségek és a tavolléti ok-
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tatasbol adodo problémék miatt azonban csak a két Fazekas Mihaly Gimnazium csoportjaibol
kaptuk meg a TDK dolgozatok megirasakor. A hozzank beérkezett feladatokat Rékasi Annéval

mi is megoldottuk és értékeltiik a 2.1 tablazatbeli szempontrendszer szerint.

Eredmények

A didkok altal elkészitett, bekiildott, majd altalunk értékelt feladatok kozott szamos jo, és
szamos gyengébb feladat is szerepelt. Osszesen 21 csapattol kaptunk feladatokat. Ezek koziil, az
altalunk meghatarozott szempontok és minimumfeltételek alapjan 10 feladat volt szakmailag
jo, 11 feladat élvezetességileg jo. Osszesen 6 feladatsor keriilt az “Osszességében” jo kategoriaba,
azaz ennyi feladat lett szakmailag és élvezetességileg egyarant jo. A didkok feladatai kozott
voltak nagyon jol sikeriiltek, de voltak olyanok is, akik sz6 szerint kiméasoltak valahonnan
egy-egy feladatot. Sziilettek nagyon vicces feladatok is: volt, ahol nagyon jol latszott, hogy a

tanulok nagyon élvezték, hogy belevihetik kreativitasukat a feladatkészitésbe.

Elért eredmények
100 -

90 -

80

70 -

elért %

60

50

40 -

1

Szakmai szempontok

2.10. abra. A bekiildott feladatsorok szazalékos eredményei szakmai szempontok szerint
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Elért eredmények

100
90

80 -

70 - +

elért %

60 -

50 4

40 -
1

Elvezetességi szempontok

2.11. abra. A bekiildott feladatsorok szazalékos eredményei szakmai szempontok szerint

Elért eredmények

100

90 -

80 4

B
4L
5 704
2 .
60 |
50 |
40 - o
1
Osszes elért

2.12. abra. A bekiildott feladatsorok szazalékos eredményei Gsszesitve

A 2.10, 2.11, 2.12 abréakon a bekiildott feldadatok szazalékos eredményeirdl késziilt sodrofa-

diagramok lathatok. A TDK dolgozatban [25] bemutatott oszlopdiagramok pedig a 2.4.4 mel-
lékletben lathatok.

Példak

Szeretnék bemutatni néhény, a kozépiskolasok &ltal készitett feladatot is. Ezekben latha-
t6 lesz a didkok néhéany f6 érdeklédési kore, mint példaul kedvenc szinészeik (és tanaraik)
maganélete, filmek és mesék szerepldi, vagy a kisérlet idején kitérs koronavirus-jarvéany.

Els6ként egy olyan feladatsor lathato (2.13 abra), melyet egy 10. évfolyamos csapat irt,

f6 téméja pedig Timothée Chalamet szinész és az egyik csoporttag kozos kalandjai. Ez a
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feladatsor a mi pontozasi rendszeriinkben nagyon magas pontszamot ért el mind szakmai,
mind élvezetességi szempontokban, emellett a szaktanaruk és a feladatsort megold6 didkok
is nagyon jora értékelték a feladatokat. Bar matematikailag nem jelent mindig kiilénosebb
kihivast a feladatsor megoldasa, de érthetéen, jol megfogalmazott, Gtletes és jo bedltoztetéstiek
az itt lathato feladatok.

1. Timothée Chalamet tervei

Timmy ugy dontétt, hogy éveken &t tarté romantikus, de sikertelen udvarlasok utan kiilsé segitséget
kér a “Nagy 6” megtalaldsdhoz. Ezért felkereste NN Fl6ra ésPanni eurdpai statisztikus
baratait, hogy szembesitsék 6t a tényleges adatokkal: hany né van a vilagon, aki tékéletes lenne
szamara?

1. Avildgon jelenleg 3 861 911 923 né él. Timothée szdmara azonban a legidealisabbak a 16-24
év kozotti nék, kiknek szama 572 115 168.

A) Hany szazaléka az idedlis n6k szama az 6sszes né szamanak?
B) Az idealis kort n6k 43%-a var még az igazira. Hanyan vannak 6k?

C) Am a hazassagra varé, ideélis kord nék kéziil sem tud mindenki bagelt siitni, amely kdztudottan
Timmy legkedveltebb étele, csupan 0,5%-uk. Hany olyan né van, aki az ezel6tti feltételeknek
megfelelve még a bagel sttésre is képes?

D) Viszont koziliik sem ismeri mindenki Timothée nevét (mivel m(iveletlenek), csupan 40%-uk.
Hanyan vannak?

E) Az eddigieknek megfelelt n6k 1/3- a érdeklédik a férfiak irant. 8k hanyan vannak?

F) Ezen nd&k tizezredrésze tud olaszul beszélni, amely Timmy gyengéje. Hany olaszul tudé né van
koztuk?

G) Timothée a humorok és viccek embere, emiatt fontos/dénté tényez6 néla az adott lany
humorérzéke. Ezen az Gton haladva kivalasztja a TOPS legviccesebb lanyt. Azonban emellett fontos
szédmara a lany magassaga is. & maga 178 cm magas, vagyis ennél alacsonyabbnak kell lennie a
lanynak. Panni a lanyok magassdgat novekvs sorrendbe tette, és tapasztalatai alapjan azt
tandacsolta, hogy Timothée az adatok medidnjihoz tartozé lanyt valassza.

165 cm= Dove Cameron, 177 cm= Zendaya, 166 cm = Madison Beer, 170 cm -l Anna, 172 cm =Dua
Lipa

Kihez tartozik a median? (mi az itt felsorolt adatok medianja?)
2. Anna és Timothée életének kovetkez6 fejezete

A) Anna és Timmy kdz6s életébe belépett a tarsasjaték (jujuj). Egyik jatékest folyaman, mindketten
lejegyezték a dobasaikat (egy kockdval dobnak, fejenként tizszer). Az Gsszesitett dobas igy nézett
ki: Anna: 4,6,5,2,1,4,3,5,3,2. Timothée: 3,5,2,3,5,1,3,2,4,1.

a) Készitsd el a mért adatok gyakorisagi tablazatat!
b) Mennyi a dobott szdmok atlaga?
c) Mekkora a kapott eredmények medianja, médusza?

d) Készits oszlopdiagramot a mérési eredményekrél!

37



3. Casino

Valentin-nap alkalmédbdl Timothée és Anna Ugy dontenek, Parizsba utaznak. Az egyik itt toltott
estélyikon a kaszindzast valasztjdk programjuknak. Miutan megérkeztek a szérakozéhelyre, és
lenyligoztek minden paparazzo-fotést korszakalkoto stilusukkal, belekezdenek a jatékba.

A) ElBszor egy olyan jatékkal jatszanak, amely a matematikahoz kapcsolédik, mert mindkett6jiik
matektanara, Szeibert tanarné és Ms. Lawton is nagyon jol kitanitotta nekik a
valészinliségszamitas csinjat-binjat. A jaték soran egy dobdkockaval dobunk. A hosszu,
bonyolult jatékot gy lehet elkezdeni, ha valaki hatost dob. Mennyi a valészin(isége annak,
hogy Timmy 6t6djére dob hatost?

B) Mivel az els6 jaték nagyon konnyen ment kedvenc sztarparunknak, igy a kévetkezs jaték is
dobdkockakkal kapcsolatos. A krupié egy dobdkockaval 8 dobast végez, és arra kell fogadniuk,
hogy ebbdl hdanyszor dob egyest. Anna szerint haromszor- de mennyi ennek a valdszinlisége?

4. Hazafelé

Asikeres és élménydus parizsi Ut végeztével Anna és Timothée repulére szall, hogy hazainduljanak new
york-i lakdsukba. A replld ut azonban 1 éraval kés6bb indul a tervezettnél, ezért azon tanakodnak,
hogy mivel tudndk eltdlteni a vérakozasi id6t. Egy jatékot szeretnének kitaldlni, amiben kozésen
dobdlnak egy érmet, és fogadnak, hogy fej lesz-e, vagy irds. Mivel annyira tisztelik egymast, arra
jutottak, hogy csak olyan jatékot jatszanak, amelyben ugyanannyi esélyiik van nyerni.

Talalj ki egy ilyen jatékot!
2.13. abra. 10.A, 4. csapat feladatsora

A kovetkezd 2.14. feladatsor a koronavirus-jarvannyal és gazdasagi kovetkezményeivel fog-
lalkozo feladatok egyike. Némileg sziirredlis, ttilzod helyzeteket ir le, azonban szérakoztatd for-
méban — a csoporttarsak tetszését is elnyerte. A feladatsor utan lathatd egy rovid leiras,

melyben a didkok megfogalmazzék, hogyan és milyen szandékkal készitették el a feladatsort.
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1. A bankszamlamon volt fél millié forint. Két fert6tlenitészert akartam venni, aminek az
ara, tekintettel a sziikséghelyzetre, a négyzetére emelkedett, majd az allam kivetett rd
egy 25%-os afat, és a cég is nyerészkedni kivant, ezért rarakott darabonként tizezer
forintnyi haszont. A vasarlas utan maradt nyolcvanezer forint a zsebiinkben. Mennyibe
keriilt a termék eredetileg? Ebb6l meg vettem a Tescoban miizlit, ami 230 forint volt
eredetileg, de ez is hasonlé véltozdson ment keresztiil. Mennyi pénziink maradt?

2. Peti és Tomi a tdblanal oldanak meg két egyenletet, melyeknek azonos a
végeredménye. Mivel két és fél méterre alltak egymastol, ezért nem lattak a masik
megoldasat. Levezetve azonban nem ugyanaz az érték jott ki, mert valaki az els6é
egyenletbl letordlt egy elemet a végérdl. Igy ez lenne a j6 a két egyenléség: 2x2-
20x-6(51+p)=0, 3p"2+36p-324=0. Mi az x értéke? (p értéke pozitiv egész szam)

3. Brit tudésok bonyolult szamitdsok utan a kovetkez$ egyenletrendszert tudték felirni
ugy, hogy a masodfoki egyenlet x-re kapott eredménye egy szazalék, amely
megmutatja az emberiség tulélési esélyeit a koronavirussal szemben. 5x"2+65xy-27x-
57y-1029=?, 5x+9y=58, 12x+y+62=160 Mennyivel egyenl6 az x?

4. Egy aruhazban maszkokat arulunk, egy maszkot a piacon 30$-ért vettikk meg, és x$-ért
adtuk el. Ha egy nap P db maszkot adunk el, akkor tudjuk, hogy a P=100-2x
Osszefliggés mindig helyes lesz. Ezen a napon 2008 bejoveteliink volt. Mennyi
maszkot arultunk (P), és egy maszkot mennyiért (x)?

Ertékelés

Az els6 feladatunk egy megfelelé téma kivalasztasa volt, amire épiilhetett a feladataink

szovege. A jelenlegi helyzetbdl kiindulva jutottunk arra a dontésre, hogy feladatainkkal

egyfajta tarsadalomkritikdt fogalmazunk meg. Célunk volt az emberek altal keltet teljes
péanik, vésarlasi 14z, altalanos viselkedésmod kifigurdzasa. A feladatok nagy részét
visszafelé, a megoldastd indulva épitettiik fol, fogalmaztuk meg. Az els6 feladatban

reflektaltunk a hirtelen arnévekedésekre, kifigurazva azokat. Kifejezetten nehéz volt a

feladat megalkotésa, mert hozza kellett szoknunk a visszafelé torténé gondolkodashoz. A

masodik feladatban a tavolségtartast igyekeztiink megjeleniteni. Ennél a feladatnal maér

konnyebben ment a feladat megfogalmazasa. A harmasnal a tipikus brit tudosok viccet
kivantuk elsiitni. A negyésnél, pedig a maszkok vésarlasa volt a téma. Osszességében
sikeriilt mindegyik feladatra egy részét ennek a téménak kiosztani.

2.14. abra. 10.A, 2. csapat feladatsora és reflexidja

Az alabbi 2.15. feladatot szinén 10. évfolyamon készitette egy csoport. Ennek a csoportnak
inkdbb a bedltoztetés kreativ modja volt a célja, nem pedig egy nagyon nehéz feladat megal-
kotésa. Ezt a reflexiot irtak a feladathoz: “ A feladat alapvetden til eqyszerd lett volna, igyhogy
gy dontottink, hogy eqy kis rejtvényt rakunk bele. Matematikai nehézségében bdr lehet nem a
legnehezebb, de az eldzd feladatok utdn inkdbb eqy kis szorakoztato, kreativ feladaton dllapod-
tunk meg. Témdnk és célunk, mint az egész feladatlapon keresztil is, a sztorinak a hatdsa és
vdltozatossdga, illetve hogy az ember ‘meg akarja oldani a feladatot’ és tobb kis lépésben jusson

el a megolddsig.”
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4. feladat

AKC Misi magyar el6ado 1j albumot készit, de az album kijovetelének idejét nem
arulja el rajongdinak. Rengeteg kovetel6zés utan kiposztolta, hogy legnépszeriibb
szamanak els6 négy soraban van elrejtve sorban a harom egyiitthatd, ami ahhoz a
masodfoki egyenlethez sziikséges, amelynek gyokei az album kijovetelének
datumat rejtik. Az els6 négy sor igy hangzik(:

‘Hajnali egykor odaszdl a haverom
Hogy fejezzem be a 28%o0s konyakom
96 napja nem voltam ilyen jol

De fejemben megint csak a részegesdallam szol’

2.15. abra. 10.-es csoport egy feladata

Az utolsoként bemutatott 2.16. feladat egy kevésbé jol sikeriilt munka. Bar jo az alapotlet és
egy kamaszok életében gyakran elGfordulo szituéicioé koré épiil a bedltoztetés, a megfogalmazas

pontatlan vagy hibas és a matematikai rész nem igazan illeszkedik a feladat szovegéhez.

1. Feladat

Egy apuka Osszeveszett a lanyaval, aki felhdborodott és meglérdezte, hogy akkor mennyi
lehet&sége van kijutni ebbdl a problémabdl? Az apuka ideges volt, és ahelyett hogy direct
vélaszt adott volna azt mondta hogy ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasszama az 6
opcidinak a szdma? Vol egyaltalan opcidja, vagy cask s kizardlaga szul6 akarata
érvényesiilhetett (azaz nincs megoldasa az egyenletnek)?

8x2+16x+9=0

2.16. abra. 10.A, 5. csapat egyik feladata

A didkok a feladattal kapcsolatban igy fogalmaztak a reflexiojukban: “A feladathoz gy
Jutottunk el, hogy az alaphelyzet eqy mindenkivel megtirténd dolog (a feladat tovdbbi része
azaz az apuka vdlasza mdr nem annyira de az lényegtelen...). A stratégia a feladat szovegének
a megfogalmazdsa volt, utdna pedig egy hozzd alkalmas egyenlet kitaldldsa. Cél nemigen volt,

nkdbb meg akartuk csindlni jol és szorakoztatoan a feladatokat.”
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2.4.3. Sajat tapasztalatok tanérai problémafelvetéssel

Osszefiiggs tanitéasi gyakorlatom soran nekem is volt lehetéségem gimnaziumi osztalyokkal
matematikaéran problémafelvetéssel foglalkozni. Az alabbiakban olyan feladatokat szeretnék
megmutatni, melyeket egy nyolcadikos csoport didkjai készitettek a Pitagorasz-tétel elsajatita-
sa utén. (Egy, a Pitagorasz-tételbdl irt ropdolgozat utén az 6ra hatraléves részében készitették

a feladatokat a diadkok, f6ként parokban dolgozva.)

an

2.17. dbra. Az aldbbi dbrdn az "r"-szel jeldlt oldal hossza /512 egység. Mekkora a kis hdromszog

teriilete? Mekkora az egész alakzat terilete?

A 2.17. feladatot elkészité fitk célja kimondottan az volt, hogy a feladatmegoldd "egy jot
szamoljon" — 6k egyértelmiien a matematikai élvezetet és nem a bedltoztetés nytjtotta élvezetet

akartak nyujtani a feladatukkal.
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2.18. abra. 1. Eqy golfpdlydn a golfiabda 6 m-t megy északra, majd 5 m-t nyugatra, ahol belemegy

H n

a lyukba. Hdny m-re van a lyuk a kiinduldsi ponttol? 2. Pistikéék az osvényen mentek fel

a Torékugratora. Hany km hosszi az "z" dsvény?

Szamomra érdekes, hogy a 2.18. abran lathaté masodik feladat pontosan ugyanazt a szamolast
igényli, mint a problémafelvetési tevékenység el6tt irt ropdolgozat egyik feladata, azonban mas
bedltoztetéssel. Igy, bar nem mondtam el az 6ran, hogy létezik ilyen problémafelvetési stratégia,

az egyik didk egyfajta feladatvarialast alkalmazott.
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2.19. adbra. Gyuri vett 30 gdrdogdinnyét és betette Sket eqy hdromszogd kosdrba. Mekkora alap-

teriiletd volt a kosdr, ha igy nézett ki?

A csoportban négy lany, amint meghallotta, hogy 6k készithetnek matematika feladatot, azon-
nal kitalalta, hogy mindenképpen beleirnak majd rengeteg gorogdinnyét, felidézve a viccet,
mely szerint "a matematika az egyetlen olyan hely, ahol valaki vesz 80 gorégdinnyét, és ezen
senki sem csoddlkozik el". A 2.19. feladat az egyik ilyen gorogdinnyés feladat. Kiilonos kihi-
vas volt a megalkotasaban, hogy a péros egyik tagja még nem beszél magyarul, csak ukranul
és angolul, igy a feladat eredetileg nem is magyarul irodott. Emellett megfigyelhets, hogy az
osztaly egyik kedvenc pitagoraszi szimharmasa a 9; 40; 41, ez is t6bbszor eléfordult a felvetett
feladatokban.
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2.20. dbra. A 6 éves Katd és a 96 éves Neil Armstrong a hdzuktdl 2 km-re 1évd kézértbsl 50 kg
gorégdinnyét vdsdroltak. Hazafelé eqy zedorszdgi viddmparkba tettek kitérdt, ahol egy célbadobos
jatékot probdltak ki. A helyet, ahonnan dobni lehetett eqy féldon lévd "X" jeldlte. Az eqyik
céltabla 13 m-re volt az "X"-t5l, a mdsik ennél 2 m-rel tdvolabb. Katd a kizelebbi, 5 m magas
tabldra célzott, és eltaldlta. Neil Armstrong pedig a tdvolabbi, 7 m magas tdbldra célzott, de a
babzsdk a v/99 m magassdgot érte el. A foldon lévé "X " milyen tdvol volt a Katd dltal eltaldlt

céltablatol? Milyen tdvolra ért Neil Armstrong dobdsa az "X"-t6l az eltaldlt oszlopig?
A 2.20. Abran lathaté a masik gorégdinnyés feladat. Ebben mar nemcsak gérogdinnyék, hanem

Zedorszag és feleslegesen megadott életkorok is szerepelnek, ami ugy tinik, a didksag szerint
a matematikafeladatok alappillére.
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2.21. abra. 1. Egy téglalap egyik oldala 4 cm, a mdsik 8 cm. Mekkora az dtléja? 2. Eqy vitor-
lashajo vitorldjdnak az drbocos oldala 6 m, és az drbic tetejétdl a baum végéig 12 m. Mekkora
a vitorla harmadik oldala?

A 2.21. abran lathato elsg feladat egy beoltoztetetlen rutinfeladat, ami még csak nem is racio-
nélis megoldast ad, a masodik feladat azonban mar bedltoztetett és megmutatja a probléma-
felvetSk egy érdeklédési korét is.
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2.22. abra. 1. Szamold ki az dbrdn a szinezett rész teriiletét! 2. Eqy hajo a kikdtdbol 80 mérfoldet
ment északra, Sanyi hdzdhoz, majd ugyanennyit vissza a kikotébe. Aztdn 60 mérfoldet hajozott
keletre, majd egyenesen Sanyi hdzdhoz ment. Sanyi nem volt otthon, dgyhogy visszament a

legrovidebb ton a kikotdbe. Hdny km-t tett meg dsszesen a hajd, ha eqy mérfold 1,6 km?
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A 2.22. abran lathato két feladatot az osztély legsikeresebb matekosai készitették. A munka
soran egyaltalan nem dolgoztak Gssze (ez abbdl is latszik, hogy a két feladathoz kiilon-kiilon
rendeltek szerz6t), bar a kész feladatokat mar megmutattak egymasnak. Az elsé feladatot az
1.3.2. fejezetben is olvashato hazikds feladat ihlette, amit egyszer szorgalmiként megoldhattak

oran.
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2.23. abra. Dr. Kovdcs Ors elrepiilt o francids csoportjdval Franciaorszigba. 12 km-t repiiltek
nyugatra, mig meg nem érkeztek az elsd dtszdlldsi pontig, ami Olaszorszdg. Innen 40 km-t re-
piltek nyugatra (itt valdojaban "délre" iranynak kellene szerepelnie ), majd megérkeztek
Franciaorszagba. Megérkezés utdn metrora szdlltak, és 9 km-t megtéve (nyugatra) megérkeztek
Montmartre-ba. Hdny kilométer van az olaszorszdgi dtszdllopont és a Montmartre-i végdllomds
kozott?

Az utolsoként bemutatott 2.23. feladat f6hése az iskola egyik tanara. Szerencsére nem fold-
rajztanar, kiilonben nem tudna 12 km megtételével Magyarorszagrol Olaszorszédgba jutni a
francias csoportjaval. Ebben a feladatban is megjelenik a 9; 40; 41 pitagoraszi szimharmas.

Az orara visszatekintve azt mondhatom, hogy nagyon eredményes és jo hangulat is volt: a
problémafelvetést olyannyira élvezték a gyerekek, hogy kicsongetés utan alig tudtam kikiildeni
Sket a tanterembdl és a kdvetkez 6ran mar tikon ilve vartdk, hogy megoldhassak egymas
feladatait.
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2.4.4. Osszefoglalas

Rékasi Annaval kozosen négy problémafelvetést és feladatkészitést vizsgald kutatast ké-
szitettiink, ezek koziil kett6t matematika tanarszakos hallgatok, kett6t pedig kézoktatasban
tanulo didkok részvételével. Ehhez kidolgoztunk tobb (egyre részletesebb) modszert (2.4.4),
mellyel problémafelvetd-feladatkészité tevékenységben lehet rész venni, és egy atfogd szem-
pontrendszert (2.1) is, mellyel az elkészitett feladatok értékelhetsk.

Mind a hallgaték, mind a didkok szamos “j6” feladatot készitettek, voltak azonban ma-
tematikailag helytelen, vagy pontatlanul fogalmazott feladatok is. A kisérletek soran késziilt
feladatok attekintése és értékelése utan elmondhatjuk, hogy a felsé tagozatos, és a kozépis-
kolas koru didkok tobbsége is tud csapatban legalabb egy-egy jo feladatot késziteni [25], [26],
ahogyan a matematika tanarszakos hallgatok is [23], [24]. Voltak olyan csapatok, akiknek min-
den feladata szinvonalas, Gtletes és kreativ volt, viszont olyan csapatok is voltak, akik teljesen
komolytalan médon Osszecsaptak a feladataikat. A korabbi, matematika tanarszakos hallga-
tokkal végzett kutatasok tapasztalata is az volt, hogy a hallgatok tobbsége (akar egyénileg,
akar csapatban dolgoztak) tud legalabb egy jo feladatot késziteni. Altalaban a legtehetségesebb
hallgatok tobb jo feladatot is készitettek, de sokan sajnos Osszecsapott vagy matematikailag
nem megfelel§ feladatokat is készitettek.

A diakok feladataiban t6bbszor eléfordulé szereplék kozott voltak hires emberek (szinészek,
zenészek), a tanaraik és az osztalytarsaik, tobb iskola tobb csapata késztett Tiindérorszagrol és
Zedorszagrol, a koronavirus jarvanyrol és a Zrinyi Ilona Matematikaversenyrsl szolo feladatot
is.

A matematika tanarszakos hallgatoktol szakértébb szint problémafelvetést vartunk volna
el6zetesen, mint a didkoktol, azonban (talan azért, mert az altalunk kiértékelt feladatokat
mind “nagyon elit” gimnaziumba jar6 didkok készitették) nem volt drasztikus kiilonbség a
hallgatok és a didkok teljesitménye kozott. A didkoktol eltéréen a hallgatoktol azt is vartuk,
hogy fel tudjak mérni azt, hogy a tananyagban hol, milyen évfolyamon, milyen tudasszintnél
jelenhet meg az altaluk készitett feladat — ez azonban sokaknak nagy nehézséget okozott. Voltak
szerencsére nagyon jol eltalalt, tanordkon alkalmazhato, otletes feladatok is. A [24] dolgozat
eredményeibdl az is latszik, hogy a problémafelvetési, feladatkészitési képesség fejleszthets
azzal, ha a problémafelvetd tevékenységet méar meglévd problémak elemzésével és varidlasaval,
vagy hozzajuk kapcsolodo feladatok készitésével kezdjiik. Igy kis lépésekben eljuthatunk oda,
hogy egyre jobb problémafelvetékké valjunk.

Némileg aggaszto lehet, hogy sok tanarszakos hallgaté nem tudott egyél tobb tanéran felad-
hato matematikafeladatot késziteni, vagy nem tudott a feladataihoz megfelel6 mintamegoldést
adni. Szerencsére rengeteg jo példat is lathattunk a felvetett problémak kozott. Ezek alapjan
elmondhatjuk, hogy a matematika tanarszakos hallgatoék problémafelvetési képessége, ahogy

a kozépiskolas kori didakoké is, fejlesztendd, fejleszthets, de nem reménytelen!
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Matematika Tanulaselméleti és -Pszicholdgiai Kutatdcsoport

Eotvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Kar, Matematikai Intézet
Kutatocsoport vezetd: Dr. Szabd Csaba egyetemi tandr, email: csaba@cs.elte.hu

1. PROBLEMAFELVETES

A problémafelvetés képessége a jelenleg hatalyban lévé Nemzeti Alaptantervben az
alapkompetenciak kozott szerepel. A NAT szerint “a matematika célja modellezni az életet,
matematikai nyelven megfogalmazni olyan problémdkat, melyek visszavezetheték a mindennapi
életre”.

A problémamegoldéds és a matematikai modellalkotas megjelenik a 2018-ban az EU
altal elsddlegesen megjeldlt matematikai kompetenciak kozott is. A nyolc matematikai
kompetencia koziil most kettét emelnénk ki, melyek meghatarozoak a problémafelvetés, illetve
feladatkészités szempontjabol:

3) A matematikai problémamegoldas
« felismerni, megfogalmazni és osztalyozni a problémakat
* onalloan alkotni problémakat
* ellendrizni, értékelni a problémamegoldasi folyamatot
« stratégiakat/sejtéseket alkotni
» megoldani kiilénb6z6 fajta problémakat (valtozatos kontextusban, a matematikan
kiviilieket is, nyilt véglieket is)
4) A matematikai modellalkotas
+ leforditani a matematika nyelvére a kiilonbdz6 teriiletekrdl vett problémakat
* a modellen beliil dolgozni
» az eredményeket visszaforditani az eredeti kontextusba
* megmutatni a kiilonbséget az adott problémaszituacié és a matematikai modellje kozott

A magyarorszagi altalanos- és kozépiskolai matematikaoktatas koztudottan

problémakdézponti. Ezt tovabbfejlesztve érdemes a problémdknak nem csak a megoldasaval,

hanem a felvetésének tanitasaval is foglalkozni.

2.1. FELADATKESZITESI PROJEKT

A matematikaoktatas szokott keretei kozott ritkan adodik lehetdség arra, hogy a didkok
problémafelvetéssel, feladatkészitéssel foglalkozzanak, holott egyre tobb nemzetkdzi kutatas
foglalkozik a problémafelvetéssel, ezen beliil is azzal, hogy milyen pozitiv hatassal van a
diakok matematikai gondolkodasara és kreativitdsara az, ha részt vesznek problémafelvetd

tevékenységben.
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Ugy gondoljuk, jelenleg a tavoktatas keretei kozétt az eddig bevalt modszerekkel nehéz
lehet 1) tananyagot tanitani vagy elsajatitani, Gjra kell gondolni a tanitasi- €s tanulasi
modszereket. Ez az idészak kivalo alkalom lehet az eddig megszerzett tudas feladatkészitéssel
torténd elmélyitésére, az 0j tananyag problémakdzpontu elsajatitasara. Ezért kidolgoztunk egy
lehetséges projekt-oktatasi modszert, melyben a didkok feladatokat készithetnek egymasnak az
¢ppen tanult tananyag témakorében vagy akar a kordbban tanult témakorokben. A modszer
alkalmazhat6 6rai munkaként is, melyet csoportmunkdban hdzi feladatként is lehet folytatni.
Az elkésziilt feladatsorokat és megoldasaikat a szaktanar érdemjegyekkel is jutalmazhatja,
persze tandcsoljuk, hogy joindulatian, hiszen ez egy, a megszokottol eltérd, sok munkat igényld
tevékenység.

A projektben résztvevoknek semmilyen személyes adatat nem fogjuk tarolni és

kozzétenni, minden értékelés teljesen anonim modon torténik.

2.2. A FELADATKESZITES MENETE:
- A tanulok 3-4 f6s csoportokat alkotnak.
Minden csoport kap egy nevet: vares_iskola osztaly sorszam
(pl.: bp_apaczai_12b_3; vagy bontott csoportok esetén: bp_sztangela _10al_4)
- Minden csoport valamilyen problémafelveto stratégia szerint, melyek leirasa a 3. pontban
talalhato, elkészit egy legalabb 4-5 feladatbol allo feladatsort.
Ezek a feladatok legyenek lehetdség szerint kreativak, izgalmasak, olyanok, amilyenek a
tobbi csoport szamara kihivast jelentenek, de nem tulsagosan nehezek.
- A feladatsorokhoz érdemes a Kkitlizoknek megoldasokat késziteni, mert igy tudjak
ellendrizni, hogy érthetd, jol megfogalmazott-e a feladat, helyesek-e a megadott adatok stb.
- Emellett a csoportok irjak le, milyen modszerrel, vagy problémafelvetd stratégiaval
kesziiltek a feladataik
(pl.: egy mar ismert feladatot varialtak; feladatmegoldds kozben jutott esziikbe valamilyen
uj kérdés; nézegettek egy kiényvet, és ott lattak hasonlot; stb),
- FEs irjak le, milyen célt, vagy célokat hataroztak meg a feladatok készitésekor
(pl.: mindenképpen magneses vonatokrol szolo feladatot akartak késziteni, vagy ravezetd

[feladatokat készitettek egy versenyfeladathoz, vicces feladatsort akartak csinalni, stb)
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A feladatsort a szaktanar ellendrzése utin (matematikailag helyes-¢ a feladat, nem tul
koénnyli/nehéz-e) egy masik csoport megoldja, és egy szempontrendszer szerint értékeli. Az
értékelés egy online google form- ban torténik, melynek elérhetdségét lent mellékeljik.
Egy feladatsor elkészitésére a didkoknak 2 hete van, ezutan tovabbadjak a sajat feladataikat
és megoldjak a tobbi csoporttol kapott feladatsort. A csoportok ciklikusan permutalodnak:
Az [. csoport a feladatsorat tovabbadja 2. csoportnak, 2. csoport a feladatsorat tovabbadja
3. csoportnak, és igy tovébb. fgy minden csoport minden forduldban készit egy feladatsort,
a kovetkezében pedig megold egy, a sajatjatol kiilonbdzot.

A feladatkészités torténhet 6rai munka sordn, helyett, vagy hazi feladatként is.

A feltoltéskor a csapatnév végére forduldszam is keriiljon:

varos_iskola_oszialy sorszam_fordulo

(a fordulo jelentése, hogy ha tobb hét alatt tobb feladatsort készitenek a diakok, akkor igy

sorszamozodnak az elkésziilt munkak)

3.1. LEHETSEGES FELADATKESZITESI STRATEGIAK

a) feladatkészités megadott adatok alapjan:
pl: kapnak egy tablazatot egy cukrdszda forgalmardl, vagy egy kosdarcsapat
eredmeényeirol...
b) 1 feladat létrehozasa meglévé problémak alapjan, vagy azokhoz kapcsolodoan
(feladatvaridlas):
pl.:,what-if-not” technika: itt van egy feladat egy szabadlyos haromszaggel, mi lenne,
ha nem szabalyvos lenne, hanem egyenloszaru? ... ezzel a technikaval felfedezhetok uj
problémdk mar meglévd feladatok varidlasaval.
c) feladat készitése valos szitudcié modellezésével
pl.: banki, pénziigyi szituaciok modellezése
d) adott témara készitett feladatok:

pl.: tirhajo, kosarlabda, bevasarlokézpont, kertészkedés, turazas, filmek, buszok...
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3.2. A STRATEGIAK ISMERTETESE, ALKALMAZASA
A diakok tdbbfeleképpen kaphatjak meg az utasitasokat és ismerkedhetnek meg a
problémafelveté stratégiakkal:

1) A csoportok barmilyen stratégiaval készithetnek feladatsort, vagyis maguk donthetnek
arrol, hogy keresgélnek-e feladatokat példatarakbol, tankonyvekbdl, amiket
atalakitanak, vagy ,,sajat katfébol” dolgoznak...
frjék le, hogy hogyan késziilt a feladat (pl hogy megnéztek egy kimyvet, és kicseréltek
adatokat, vagy neten egy témara kezdtek keresgélni, stb) és milyen célt hataroztak meg
a feladatok kitlizésekor.

Kildjenek megoldast is a feladataikhoz.

2) Minden csoport a szaktanar altal valasztott stratégia szerint dolgozik.
(Példaul az 1. csoport a) stratégia szerint, 2. csoport b) stratégia szerint, 3. csoport a ¢)
stratégiaval, ...lehetnek persze ismétlodések is)

Ekkor is irjdk le az egyes csoportok, hogy hogyan kezdtek neki a feladatsor
készitésének, és milyen célt hataroztak meg.
Kiildjenek megoldast is a feladataikhoz.

3) Minden csoportnak elmondja a szaktanar, hogy milyen stratégiakbdl valaszthat (a fent
felsorolt a, b, ¢, d stratégiak). Itt minden csoport kivalaszthatja, hogy melyekkel
dolgozna szivesen. A kiilonbizd feladatokhoz hasznalhatnak kiilénbozo stratégiakat is.
Ekkor is irjdk le az egyes csoportok, hogy hogyan kezdtek neki a feladatsor
készitésének, és milyen célt hataroztak meg.

Kiildjenek megoldast is a feladataikhoz.

4) A csoportokat 2 részre osztjuk (mondjuk egy 30 f6s osztalyban 5-5db 3 f6s csoport). Az
egyik fele kap 2 stratégiat, amibdl valaszthat, a masik fele pedig a masik kettobdl
valaszthat.

Ekkor is irjdk le az egyes csoportok, hogy hogyan kezdtek neki a feladatsor
készitésének, és milyen célt hataroztak meg.

Kildjenek megoldast is a feladataikhoz.

54



Edtvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Kar, Matematikai Intézet
Kutatocsoport vezetd: Dr. Szabé Csaba egyetemi tandr, email: csaba(@cs.elte.hu

4. A FELADATOK ERTEKELESE

Egy feladat vagy feladatsor értekelési szempontjai lehetnek:

- megoldhato (0-1-2p)

- az adott korosztalyhoz/tananyaghoz illé (0-1p)

- értheté a megfogalmazas (0-1p)

- matematikailag helyes (0-1p)

- bedltoztetettsége/valos szitudcidba vald beépitése (ha van) jo, nem rontja el a feladat
matematikajat (0-1p)

- kihivast jelent (0-1-2p)

- mennyire eredeti a feladat? (azaz hasonlé problémat latott-e mar, oldott-e mar meg) (0-1-
2p)

- élvezetes, otletes, figyelemfelkelt6 (nem ,tucatfeladat™) (0-1p)

Ezek mellett a feladatokat megoldé didkok sajat szavaikkal megfogalmazott
véleményére  is  kivancsiak  vagyunk. A didkok  az  értckeléseket  a

https:/forms.gle/TAS8RzhXHbwJ6VXn9 helyen elérheté google form-ba irjak.

A csoportok a feladatkészitésre és a feladatmegoldasra is kaphatnak pontokat. Ezek
alapjan lehet osztalyozni is — persze ahogyan korabban is javasoltuk, joindulatian, hiszen
ilyesmit eddig nem csinaltak a diakok, miért lennének benne rogton nagyon jok? Ha a
feladatkészitésben az elsé hirom szempontra elég jo pontokat kapnak a didkok, az mar kivalo

teljesitmény, ez matematika tanarszakos hallgatoknak sem mindig megy kénnyen!

5.1.A SZAKTANAR TEENDOI A KiSERLET SORAN

1. Irniegy emailt a problemafelvetes.mat(@gmail.com cimre, hogy szeretne részt venni a

kisérletben (feltiintetve az évfolyamot, az utasitasok kiadasanak valasztott modjat (a
3.2. pontban leirtak)).

2. A didkoknak tajékoztatodt kiildeni a projektrdl

3. A csoportokat kialakitani (lehetéleg olyan diakokbdl, akik egyiitt tudnak mikédni). A
csoportoknak legyen egy neve az 1.2, pontban feltiintetett modon.

4. Sorrend kialakitasa a csoportok kozott, igy fogjak tovabbadni az elkésziilt

feladatsorokat (ez a névben szerepel, mint sorszam)
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5. Ellendrizni, hogy az elkészitett feladatok matematikailag helyesek-e, és megfeleld
szintiiek-e

6. Pontozni a feladatokat és megoldasaikat az altalunk Gsszeallitott szempontrendszer
szerint

7. Az elkésziilt feladatsorokat a feladatok kitizéinek megoldasaival egyiitt a

https://forms.gle/2heSZeFfwdYwO9HFv6 helyen elérhet6 feliiletre feltdlteni, valamint

értékelni az ott olvashatd szempontok alapjan. A feladatsorokat javitatlan allapotban is
varjuk, a javitasra foként azért van szikség, hogy a kovetkezo forduloban a tobbi

csoport meg tudja oldani a kitiizott feladatokat.

5.2.A DIAKOK TEENDOI A PROJEKT SORAN

1. Csoportokban a szaktanar éltal kijeldlt stratégiaval egy legalabb 4-5. feladatbol allo
feladatsort késziteni
(hataridd: az egyéb tananyagok és teendék fliggvényében 1-2 hét, ezt a szaktanar
hatarozza meg).

2. A feladatsort megoldasokkal egyiitt elkiildeni a szaktanarnak, aki ellendrzi a
feladatokat. Sziikség esetén kijavitani a feladatokat a szaktanar javaslatai alapjan.

3. A kovetkezd forduldban a csoportok megoldjak egy masik csapat feladatsorat.
Megoldasaikat a https:/forms.gle/TAS8RzhXHbwJ6VXn9 helyen elérhetd feliiletre

feltoltik, valamint értékelik a feladatsort az ott olvashatd szempontok szerint.

8. ELERHETOSEG
A kutatas kapcsolattartoi: Rékasi Anna, Stirling Anna Krisztina

email: problemafelvetes.mat(@gmail.com

Matematika Tanulaselméleti és -Pszichologiai Kutatocsoport,
ELTE TTK, Matematikai Intézet
Kutatocsoport vezetd: Dr. Szabd Csaba egyetemi tanar,

email: csaba(@cs.elte.hu
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2. melléklet

A csoportok szazalékos eredményei
(szakmaisag és élvezetesség szempontjabol, ill. osszesitésben)
Az azonos betiik azonos évfolyamot jelentenek.
A csoportok elnevezése: varos_osztaly csapatsorszam
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Szakmai josag:
azok a feladatok, amik a szakmai részben 6sszesen legalabb 80%-ot elérnek és valamelyik
szakmai szempontbdl is elérik a 80%-ot
Az azonos betiik azonos évfolyamot jelentenek.
A csoportok elnevezése: varos_osztaly csapatsorszam
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Elvezetességi josag:
azok a feladatok, amik az €l égi részben 6 legalabb 75%-ot elémek és valamelyik
élvezetességi szempontbol is elérik a 80%-ot
Az azonos betiik azonos évfolyamot jelentenek.
A csoportok elnevezése: varos_osztaly c
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Josag Osszesitésben: azok a feladatok, amik szakmailag és
élvezetességileg is "jok"
Az azonos betiik azonos évfolyamot jelentenek.
A csoportok elnevezése: varos_osztaly csapatsorszam

100%

90%

80%
S 70%
E 6%
N
2 50%
2
E 40%
T 30%

20%

10%

0%

NS N 5

> 5
b vv%%@%%%«b@@@'f&&&é’é’@
@Q%QQ»Q@Q@Q@Q@Q%Q@Q@Q@Q%Q@Q@Q@Qo"ooooo

csoportok (varos_osztaly csapatsorszam)

58



	 Bevezetés
	75
	Bevezetés
	15  és 75
	Elemi számolási módszerek
	Építkezzünk!
	Házikó alakú konstrukció
	Húrtrapéz alakú konstrukció
	Ötszög alakú konstrukció
	Háromszög alakú konstrukció
	Tizenkétszög

	Nem elemi számolási módszer
	A 24. körosztási polinom gyökei


	Problémafelvetés és feladatkészítés
	Bevezetés
	Rövid történeti áttekintés
	Mi a probléma?

	Stratégiák
	Szempontrendszer
	Kísérletek
	Egyetemi kísérletek
	Középiskolai kísérletek
	Saját tapasztalatok tanórai problémafelvetéssel
	Összefoglalás


	 Irodalomjegyzék
	 Mellékletek

