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1. Célkitiizés

A magyarorszagi matematika oktatas hagyoméanyosan feladatorientéalt. Ezek-
ben a feladatokban folyamatosan megjelennek az élvonalbeli kutatasi témak
is. Az egyik ilyen modern kutatési teriilet a grafelmélet. Az els6 gréafok-
kal foglalkoz6 feladat 1947-ben bukkant fel a Kiirschak Jozsef Matematikai
Tanuléversenyen, azota a grafelmélet jelenléte a kozépiskolai versenyeken fo-
lyamatos. Ez tipikusan olyan témakor, amely a gyengébb didkoknak is segit
a matematizalas élményében, ugyanakkor a legjobbakat 6néll6 matematikai
eredményekhez is vezetheti. A 2002-es kozépiskolai kerettanterv mar 10 6rat
szan grafok oktatasara kombinatorikaval egyiitt. Ennek ellenére az az altalé-
nos tapasztalat, hogy a kozépiskolabol kikeriilg didkok nagy része nem ismeri
a grafokat.

A grafelmélet a matematikatorténetnek is fontos fejezete. A XVIII. szazad
elején Euler foglalkozott elgszor grafokkal (Konigsbergi hidak). A grafelmélet
fejlédése a XX. szdzad elején indult meg. Amint a nemzetkozi kutatasokban
megjelentek a grafok, Magyarorszag vezet6 matematikusai gondoskodtak ar-
rol, hogy hazankban is széleskorben ismertté valjanak. Az egyetemen a mate-
matikus és az alkalmazott matematikus szakirany tobb kurzusa is foglalkozik
grafokkal és alkalmazésaikkal (példaul: véges matematika, operaciokutatas,
jatékelmélet, kombinatorikus algoritmusok stb.).

A jelen kutatasunkban a grafok oktatéasi kérdéseivel foglalkozunk. Elsé
lépésben dttanulmanyoztuk a jelenlegi, valamint a késziilé 2013 6szétsl beve-
zetésre keriils kerettanterveket. Megvizsgaltuk a napjainkban forgalomban
16v6 4 tankdnyvesaladot (Matematika 11., Dr. Vancsé Odén, Racié konyvek;
Matematika 11 — 12. Czapary-Gyapjas, Nemzeti Tankonyvkiado; Sokszind
matematika 11., Mozaik Kiad6; Matematika 11., Hajnal-Szadmado-Békéssy,
Nemzeti Tankonyvkiado). Megnéztiik, hogy milyen szerepet kap (vagy kap-
hatna) a grafelmélet. Majd a grafelmélettel kapcsolatos feladataikat rendsze-
reztiik és elemeztiik a PISA felmérésben szerepl6 kompetencidk szerint. Ezek
ismeretében elGszor grafelmélettel foglalkozéd tudosok, kutatok, majd jelenleg
is aktiv kozépiskolai matematika tanarok véleményét kértiik ki a grafelmélet
oktatasaval kapcsolatban. Az eddigi kutatési eredményeink alapjan célunk
a korabbi felépitések megerdsitése, vagy egy uj felépités kidolgozéasa volt. Az
interjikon szerzett benyomésok alapjan kidolgoztuk a grafok oktatdsdnak
kétféle lehetséges bevezetését, amely egyszerre veszi figyelembe a kerettan-
terv nyujtotta lehet&ségeket, a matematika oktatds szempontrendszerét, a
kompetencidkat (PISA) és a kutatok elképzeléseit. A masodik fejezetben at-
tekintjiik a kerettanterveket, és matematika oktatassal szemben tamasztott
magyarorszagi és europai elvarasokat. A harmadik fejezetben foglaltuk Ossze



a tudosokkal és tanarokkal késziilt interjikat. Ezek a tudosok egytuttal szé-
mos konyv, grafelméleti monografia, és egyetemi jegyzet szerzGi, tapasztalt
egyetmi oktatok. A dolgozat {6 része a negyedik fejezet, amelyben feladat-
sorokat allitottunk Ossze egyrészt internetes kapcsolatok, masrészt Budapest
tervezett metrohalozat-térképének segitségével.

Ez a dolgozat mar terjedelménél fogva sem tartalmazhatja az interjik
és a feladatsorok teljes elemzését, kutatasainknak azt a részét fogalmaztuk
meg, amely kdzvetleniil megmutatja a valtoztatasok sziikségességét és idGsze-
riiségét. A feladatsorokat aktiv iskolai hasznalatra szantuk, néhany tanar és
tankonyvszerzé mér el is kérte ezek munkavaltozatait. A feladatsorainkat fo-
lyamatosan fogjuk frissiteni, és ezt mindenki szadméra elérhetévé tenni mind
dolgozat formajaban, mind elektronikusan.

Itt szeretnénk megragadni az alkalmat, hogy kdszonetet mondjunk okta-
tonknak, témavezeténknek, Szab6 Csabanak. Aki kutatasunk soran folyama-
tosan segitett minket és biztatott a minél szélesebb latokortiségre, valamint
felhivta figyelmiinket a kutatasi modszerek kovetkezetes alkalmazasaira.



2. Magyarorszagi és az europai elvarasok

2.1. PISA felmérés

PISA (Programme for International Student Assesment)

A PISA 1997 6ta miikods felméréssorozat, amit a Gazdasagi Egyilittm-
kodési és Fejlesztési Szervezet (OECD) hozott létre. A tanulok tudasat
méré nemzetkozi program”, mely harom teriileten vizsgalja a 15 éves didkok
teljesitményét. Ezek a szovegértés, matematika és természettudomany. A
méréseket 3 évente végzik, és minden évben kiemelten vizsgaljak a harom
teriilet egyikét. 2003-ban a matematikan volt a hangsuly.[1]

,A PISA szerint az alkalmazott matematikai miiveltség (mathematical li-
teracy) az egyénnek azt a képességét jelenti, amelynek segitségével kifejezi,
alkalmazza és értelmezi a kiilénb6z6 kontextusokban megjelené matematikai
tartalmakat. Idetartozik a matematikai gondolkodas, a matematikai fogal-
mak, eljarasok, tények és eszkoz6k hasznalata annak érdekében, hogy leirjon,
megmagyarazzon vagy megjosoljon egy jelenséget. Az alkalmazott matemati-
kai mifveltség segitséget nyijt az egyénnek abban, hogy felismerje a matema-
tika szerepét a vilagban, és konstruktiv, felel6s és megfontolt allampolgarként
Jjol megalapozott itéleteket és déntéseket hozzon.”

Kompetencia osztalyok:|2]
1. Reprodukcié, definiciok és szamitasok alkalmazasa.

2. A megszerzett tudas felhasznalasa, dsszekapcsolasa a felmeriilé problé-
méval.

3. Matematikai gondolkodas, altalanositas és egy atfogd kép kialakitasa.
A vizsgilt matematikai kompetencidk a kovetkezdk:

1. Matematikai gondolkodés: matematikai kérdések megfogalmazasa, ezekre
a valasz megadasa, matematikai kijelentések (definiciok, tételek, felté-
telezések) megkiilonboztetése és hatarainak felismerése.

2. Matematikai érvelés: a matematikai bizonyitasok lényegének megértése,
ilyen bizonyitasok kiértékelése, megsejtése és elvégzése.

3. Modellezés: a modellezend6 szitudcié matematikaiva alakitidsa, mate-
matikai rendszerek valosagba vald attranszformélasa, matematikai mo-
dellekkel valé foglalkozas, modellek kiértékelése és ismertetése.



4. Problémafelvetés és -megoldéas: matematikai problémak felvetése, meg-
fogalmazasa és megoldésa.

5. Abrazolas: matematikai szituiciok abrazolasa, értelmezése és megkii-
lonboztetése, kiilonb6z6 abrazolasi moédok kézotti valasztas és valtas.

6. Szimbolikus, formalis és technikai készség: szimbolikus és formélis ma-
tematikai kifejezések dekodolasa és értelmezése, a természetes nyelvvel
valo kapcsolat megértése, természetes nyelvrdl formélis nyelvre valo
forditas, szamitésok, formulékat tartalmazo allitdsok és kifejezések, va-
lamint egyenletek kezelése.

7. Kommunikacios készség: matematikai tartalmu kifejezések megértése,
matematikai dolgok lényegének leirésa.

8. Eszkozhaszndalat: a matematikai tevékenységeket segité matematikai
(informatikai) segédeszkozok ismerete és hasznalata.

Kutatasunk soran folyamatosan szem elGtt tartottuk a PISA 4ltal megfogal-
mazott kompetencidkat. A feladatokat ezeknek megfelelGen alakitottuk ki,
odafigyelve arra, hogy segitségiikkel a didkokban kifejlédjenek a fent emlitett
készségek. Ezekrol a feladatok utan egy osszefoglalod tablazatot készitettiink.

2.2. Kerettanterv régen és most

"A matematika: kulturédlis érékség; gondolkodasméd; alkotoé tevékenység; a
gondolkodas 6romének forrasa; a mintakban, struktirakban tapasztalhato
rend és esztétikum megjelenitGje; 6nallo tudomany; mas tudomanyok segi-
tdje; a mindennapi élet része és a szakmak eszkoze."

(Kerettanterv)

Kutatasunk soran attanulmanyoztuk és dsszehasonlitottuk az eddig hataly-
ban 1év6, valamint a 2013 6szét6l bevezetésre keriils kerettanterveket.|3] Ta-
pasztalatainkat az 1. tablazatban foglaltuk Ossze.

A kerettantervek attekintésekor mar els§ olvasasra feltiint, hogy mig a
kordbbiban csupan egy rovid dsszefoglald tablazat, és egy két szavas utalas
talalhato, addig az djban sokkal nagyobb hangsullyal szerepelnek a grafok.
A tablazatbol is lathato, hogy mig az eddigi kerettantervben csupan 11. osz-
talyban jelentek meg, addig az tijban mar a 9 — 10. kétévfolyamos ciklusban



Eddig: kerettanterv

Uj kerettanterv

Hanyadik 0sz-
talyban jelennek
meg eldszor a
grafok?

11.

9-10.

Javasolt 6raszam

10 ora + folyama-
tosan beépiil a tan-
agyagba kombinatori-
kaval egyiitt

9 — 10. évfolyam: 20
ora halmazelmélettel,
logikaval, kombinato-
rikdval egyiitt; 11 —12.
évfolyam: 11 6ra kom-
binatorikival egyiitt

Melyik temati- | Gondolkodasi modsze- | Gondolkodasi és meg-
kus egységben | rek ismerési modszerek
szerepel?

Tovabb haladas | A graf szemléletes fo- | A grafok eszkozjellegii
feltételei/vart galma, egyszert alkal- | hasznalata probléma-
eredmények mazasai megoldasban

1. tablazat. Kerettantervek osszehasonlitasa

talalkozhatunk veliikk. Az 6rakeret egyik esetben sincs szigortian meghata-
rozva, a javaslatok tobb anyagrészre vonatkoznak egyiittesen. Lathato az is,
hogy az 1j kerettanterv tébb lehet&séget kinal.

Az 1j tantervben méar szerepel, hogy mely alapfogalmak elsajatitasa a mi-
nimalis kdvetelmény. Ezek a csiics, az él, a fokszam, a fokszamok Osszege és
az élek szama kozotti Osszefiiggés. Itt mar a grafok alkalmazasi lehet&ségeit is
kiemelik. Az Gsszes anyagrész koziil ez az egyik, amelynek a legtobb kapcso-
lodéasi pontja van a tobbi tantarggyal. Hiszen gondoljunk csak bele, amikor
kémia 6ran a molekuldk térszerkezetét abrazoljuk, tulajdonképpen grafokat
hasznalunk. Az informatikaban szamtalanszor dolgozunk kézvetve, vagy koz-
vetlentiil grafokkal, példaul mar maga a konyvtarszerkezet is egy fagraf. Bar
nem gondolnank, de még a torténelem orén is talalkozhatunk veliik, amikor
példaul csaladfat dbrazolunk. Ezek mellett az 4j kerettanterv mér utal a
grafok mindennapi jelent&ségére is, ehhez a kozlekedést hozza példanak.

Osszességében a kerettantervben torténd valtozasok pozitivan érinthetik
a grafok oktatasat. Hiszen az 1 tanterv mér felhivja a figyelmet az alkalma-
zasi lehet&ségek fontossagara, és tobb draszdmot biztosit ezek elsajatitéséra.
Félg azonban, hogy mivel az 6raszam az egész tematikus egységre kozosen
vonatkozik, igy eltolodhat a hangsily mas anyagrészek felé (pl.: kombinato-
rika).



3. Kutatok és tanarok véleménye

A grafoktatas helyzetének feltérképezésekor természetesen elengedhetetlen
maguknak az oktatoknak a felkeresése. Fontosnak tartottuk a teriilet szak-
értGinek a megkérdezését. Ennek érdekében Magyarorszag legelismertebb
grafelmélettel foglalkoz6 professzoraival beszélgettiink. Kivancsiak voltunk
arra, hogy 6k milyen bevezetési lehet&ségeket tartanak célravezetének a gra-
fok oktatasaban.

3.1. Frank Andras
(egyetemi tanar, ELTE Operaciokutatési Tanszék, a Mate-
matikai Intézet igazgatoja)

Frank Andras elmondta, hogy bar az egyetemen grafelmélet oktatasban rég-
Ota vesz részt, de a teriilet kozépiskolai megjelenitésével sohasem foglalkozott.
Ezért észrevételei, megjegyzései legfeljebb csak vitaindito otleteknek, lehetsé-
ges megkozelitéseknek tekintheték. Benyoméasa szerint nem igazan szerencsés
az olyan alapvetd grafelméleti fogalmak, mint fa, ut, kor, fokszdm mechanikus
bevezetéseivel kezdeni az ismerkedést. CélravezetGbb lehet olyan konkrét,
életszeri probléméakat keresni, és szemiigyre venni, amelyek természetesen
vezetnek el egyes grafelméleti fogalmak megfogalmazasanak igényéhez. Ugy
gondolja, hogy a hatékony algoritmusok vizsgalata az egyetemi oktatasban
ugyan alapvet&en fontos, ezek kozépiskolai targyalasara nem igen van lehe-
toség. Ugyanis mar az is nehéz feladat, hogy egy algoritmusrél eldontsiik,
hogy hatékony-e.

Szamos olyan algoritmus van, amelyek gyakorlati attekintése rengeteg
id6be telne. Tekintsiik példaul azt a feladatot, mely soran egy n ponta graf-
rol kell eldonteni, hogy csticsait ki lehet-e szinezni k szinnel gy, hogy azonos
szinii csicsok kozott ne vezessen él. Ha barmely két pont kozott vezet él,
akkor és csak akkor létezik jo szinezés, ha k > n. Ha van két pont (u és
v), amelyek nem szomszédosak, akkor az u és v csicsok szine vagy meg-
egyezik, vagy kiilonb6z6. Ha egyforma szint a két pontunk, akkor tudjuk
Gket egyesiteni, ha eltérd sziniiek, akkor koztiik hizhatunk egy 0j élt. Mind
a két esetben egy 1j grafot kaptunk. Ezeket a lépéseket ismételgetve 2"
lépés soran juthatunk el a végsd szinezésig. Ez az algoritmus tehat hidba
véges, a lépésszam még igy is nagy, az algoritmus exponencialis nagysagu, és
mér kis (pl.: 30 ponta) grafokra is a gyakorlatban teljesen hasznalhatatlan.
LJAkkor tekintiink hatékonynak egy algoritmust, ha a lépésszama a bemend
adatok méretének egy hatvanyaval korlatozhato. Az ilyen algoritmust poli-
nomidlis futasidejiinek nevezik (szemben az exponencialis vagy még nagyobb
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futasideji algoritmusokkal).” Annak eldontése pedig, hogy melyek azok az
algoritmusok, amelyek polinomialisak, méar b6ven meghaladja a kdzépiskolai
szintet, egyetemen is csak masodévben keriilnek els, és még itt is gondot okoz
a hallgatok szamara.

A gréafelmélet kozépiskolai bevezetése a Konigsbergi hidak problémajaval
kezd6dhetne. Ennél a hires matematikai problémanél Kénigsberg (ma: Kali-
nyingrad) varos hidjainak bejarhatosagat vizsgaljuk. A varost atszels folyon
7 hid ivel at, amelyek a foly6 két szigetét is érintik. Az egyik szigetrsl 2 — 2
hid vezet mind a két parta, a méasiknal 1 —1. A hetedik hid a két szigetet koti
Ossze. A kérdés az, hogy vajon be lehet-e jarni dgy a hidakat, hogy minden
hidon pontosan egyszer haladjunk at. Els6 megkozelitésben ra kell vezetni a
diakokat arra, hogy a lerajzolas alakja nem szamit. Vagyis, a szarazfoldeket
(a két partot és a szigeteket), mint pontokat abrazolhatjuk, koztiik pedig
éleket hiizhatunk a hidaknak megfelel6 modon.

Felmeriilt a kérdés, hogy egy 2 ponta grafban lehet-e a pontok fokszama
2 — 2. Természetesen lehet, tobb esetben is. Itt bevezethetjiik a t6bbszoros
él, valamint a hurokél fogalmat. A hurokél esetén azonnal tisztazni kell azt a
kérdést, hogy mennyivel jarul hozza a fokszamhoz, hiszen ezt tébbféleképpen
lehet értelmezni. Fontos arra iigyelni, hogy meglévs fogalmak kiterjesztésénél
az eddigi alaptulajdonsagok tovabbra is érvényben maradjanak. Igy példaul a
hurokél fokszamok Gsszegéhez 2-vel jarul hozza, hiszen a fokszdmok Gsszegére
vonatkoz6 eddigi szabalyunk csak igy maradhat tovabbra is igaz.

Véleménye szerint vannak olyan, a grafelmélet szempontjabol fontos, el
nem hanyagolhato feladattipusok, amelyeket mindenképp alkalmazni kell.
Ezekhez kell jo keretmesét kitalalnunk, igy érdekesebbé tenni Gket. Ide so-
rolta azokat a feladatokat, ahol megadott sorozatokrol kell eldonteni, hogy
lehet-e az egy egyszerti grafnak, paros grafnak, fanak fokszdmsorozata. To-
vabbéa az olyan kozismert feladatokat, mint példaul bizonyitsuk be, hogy egy
tarsasagban mindig van két olyan ember, akiknek pontosan ugyannyi isme-
r6siik van a tarsasagon beliil.

3.2. Hajnal Péter
(Egyetemi docens, Szegedi Tudomanyegyetem Halmazel-
mélet és Matematikai Logika Tanszék, Tanszékvezets he-
lyettes)

Hajnal Péter elmondta, hogy nagyon szerencsés helyzetben érzi magat, hiszen

hozza csak motivalt, matematika irdnt érdekl6dG didkok keriilnek. Vélemé-

nye szerint a grafelmélet bevezetésekor nagy segitség, hogy az egyszertibb
feladatok lerajzolhatok, ezaltal a didkok konnyebben megértik Gket, el tud-
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1. abra. Hajnal Péter

jak képzelni a problémat. Ugy gondolja, hogy bizonyos fogalmak formalis
bevezetése folosleges. Példaul az izomorfia egy igen nehéz fogalom, fonto-
sabbnak tartja szemléletes feladatok megoldasat, a definici6 pontos kimon-
dasa helyett. A legrévidebb Ut keresését a kozépiskolai szintnél nehezebbnek
tartja. Szerinte is fontos valosagkdzeli, érdekes feladatokat adni a didkok-
nak, azonban szem elGtt kell tartani, hogy a val6sdg mindig bonyolultabb.
Példaul jo 6tletnek tartja orarend-tervezéssel kapcsolatos feladatok megoldé-
sat, figyelembe véve azt, hogy a valosagban sokkal tobb befolyasolo tényezd
van, mint amennyit egy ilyen feladat keretei megengednek. Félelme, hogy
bizonyos didkokat még ezekkel sem lehet elérni, és az érdekesebbnek szant
feladatokat is visszautasitjdk. Szerinte elényos lehet a grafokkal kapcsolatos
tudast, mas tantargyak soran tanultakkal 6sszekdtni. Példaul a kémidban an-
nak kiszamitasakor, hogy egy adott szénhidrogén hany molekulat tartalmaz.
Természetesen itt is felmeriil a kérdés, hogy miért érdekelné ez a didkokat.

3.3. Lovasz Laszl6
(Akadémikus, egyetemi tanar, ELTE Szamitogéptudomé-
nyi Tanszék)

Lovasz Laszlo az eddigi grafelmélet oktatasra szant orakeretet igencsak li-
mitaltnak tartja, éppen ezért szerinte nagyon fontos a rendelkezésre all6 id6
leghatékonyabb kihasznalasa. Ugy gondolja, hogy a fogalmak puszta definia-
lasa nem megfelels, sok id6t vesz el, az anyag igy til szaraz, és a célunkat sem
érjiik el vele. Elmondta, hogy vannak olyan didkok, akiknek a matematikai
szépség, vagy egy szép gondolatmenet még manapsag is elegendd motivacio,
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2. abra. Lovasz Laszlo

ugyanakkor taladlkozhatunk olyanokkal is, akiket igy nem lehet elérni. Veliik
megismertethetjiik a grafelmélet egyes alkalmazasi teriileteit, és igy rajohet-
nek arra, hogy ez a mindennapi életben is hasznos lehet. Ilyen alkalmazéisok
lehetnének egy jatékkal, internettel, vagy GPS-szel foglalkozo feladatok, hi-
szen a GPS is grafok segitségével dolgozik. Hozzatette, hogy a kézfogéssal,
koccintassal kapcsolatos feladatokat nem nevezhetjiik alkalmazasoknak, ezek
csupan atszovegezések. Tovabba jo otletnek tartja, hogy a tanarok grafokkal
kapcsolatos jatékokkal szinesitsék az o6rat. Elmondta még, hogy az alkalma-
zasok id6rol idére valtoznak. A kiilonféle kongresszusokon mindig téma az,
hogy épp az adott id6ben mit tekintiink matematikai alkalmazéasnak. Ezek az
alkalmazasok folyamatosan valtoznak, ezért az oktatasban is allanddan fris-
siteni kellene Gket. Ezt 6 a tanarok rendszeres tovabbképzésének a keretében
tudja elképzelni.

3.4. Sziklai Péter
(egyetemi docens, ELTE Szamitogéptudomanyi Tanszék)

Sziklai Péter izgalmas és szemléletes feladatok bemutatasaval keltené fel a
didkok érdeklsdését a grafelmélet irant. Erdekesnek tartja azokat a példakat,
melyekben a cél a legrovidebb ut megtaldlasa. A grafelméletben az u és
v pontok kozotti legrovidebb dtnak azt az utat nevezziik, mely minimalis
hosszusagin. Amennyiben a graf éleit nem lattuk el salyokkal, akkor ez nem
jelent mést, mint a legkevesebb élszamu utat, ellenkezd esetben azt, amelynek
az élein szerepls stlyok Gsszege a lehets legkevesebb.

Ennek latvanyos bemutatésara két modellt is javasolt. A kett§ kozti
lényeges kiilénbség, hogy mig az els§ két kivalasztott pont kozti minimalis
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3. dbra. Sziklai Péter

utat keresi, addig a masodik segitségével egy tetszGleges ponttdl az Osszes
tobbibe vezetd legrévidebb utat kapjuk meg.

Az els6 esetben tekintsiink egy csatornahéldzatot, melyet szeretnénk viz-
zel feltolteni. A feladat megoldasdhoz a rendszert azonositsuk egy graffal a
kovetkez6 modon: legyenek a graf élei a halozatot alkotd csovek, csticsai pe-
dig ezek talalkozési pontjai. A kérdés az, hogy a graf két kivalasztott pontja
kozott melyik a legrovidebb ut. Ennek megvalaszolasdhoz kezdjiik el feltol-
teni a halozatot az egyik pontndl, és figyeljiik a viz aramlasat. Szamunkra az
az id6pillanat a fontos, amikor a viz elGszor eléri a célpontot. Ekkor lathat-
juk, hogy melyik élen, azaz csévon érkezett. Ezutan megkeressiik az adott él
masik végpontjat, melyre Gjfent elvégezziik a kisérletet. FEzt addig folytatjuk,
amig a kiindulé ponthoz nem ériink. A vizsgalat soran kapott csiucsok és élek
alkotjak a keresett legrovidebb utat.

A masodik javasolt szemléltetési modszer egy fagolyds Dijkstra-modell.
A Dijkstra-algoritmus egy graf adott csticsabdl (legyen ez v) az Gsszes tobbi
csicsba vezet§ legrovidebb utat keresi. Ebben az esetben a graf iranyitott
vagy iranyitatlan élei nemnegativ silyokkal vannak ellatva. Tekintsiik azt az
S részgrafot, mely azokat a cstuicsokat tartalmazza, melyekhez méar megallapi-
tottuk a legkisebb stlyt utat v-bél, és azokat az éleket, amik ezeket az utakat
alkotjak (kiindulaskor ez a részgraf csupan a v kezdGpont). Az algoritmus so-
ran minden lépésben egy csticesal bovitjiik ezt a halmazt, mégpedig gy, hogy
a cstcs hozzéavételével tovabbra is igaz maradjon az S részgrafra vonatkozo
feltétel. Ezt ugy tehetjiik meg, hogy keressiik a kévetkez6 minimumot:

min {p.(u) + c(uv) : uv kiléps él S-bol}

ahol pu.(u) az w csticsba vezeté minimalis Gt sulya, c(uv) pedig az adott
uv él stulya. Azt az élt vessziik hozzd a halmazhoz, melyen ez a minimum
felvétetik.[4]

Az algoritmus bemutatasa soran a graf csicsait azonos nagysagu és sulyi
fagolyokkal, az éleket a hosszuknak (stlyuknak) megfelels fonallal szemléltet-
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jiik. A modellt az asztalra fektetjiik, majd szépen lassan valamely pontjanal
fogva elkezdjiik felemelni. A graf akar egy valodi uthalozat (kicsinyitett)
modellje is lehet, a cstcsokat 0sszekotd fonalak vagy cérnak hosszai pedig
a valodi hosszak. Ha az 0t hossza ketts, akkor a fonél hossza is ketts, ha
m, akkor 7. Lassan kezdjiik el felemelni az egyik golyénal fogva a grafot.
Figyeljiik, hogy a csicsok mikor emlekednek fel az asztalrol. Amikor épp
folemelkedik egy goly6, akkor a keziinkben 1év6 pont pillanatnyi magassaga
épp a két pont tavolsidga a grafban.

Ezeken a modelleken kiviil Sziklai Péter véleménye szerint jol lehetne
hasznalni a kiilénbo6z6 kozdsségi oldalakat, mint példaul a facebookot, illetve
az iwiwet grafos feladatok gyartasara. Igy példaul az iwiw legrévidebb at
keresés funkcioja jol szemléltethetd grafok segitségével.

3.5. Szényi Tamas
(Egyetemi tanar, ELTE Szamitogéptudoményi Tanszék)

4. abra. Szényi Tamas

Szényi Taméas ramutatott arra, hogy a grafelmélet csupéan 1984 6ta szere-
pel a matematika tanari képzés kotelez6 tantargyai kézott, igy akik korabban
szereztek diplomat, még nem tanultak, ezért idegenkednek téle. Elmondta
azt is, hogy tanari tovabbképzéseken gyakran vitatott kérdés, hogy mennyire
fontos a grafelmélet oktatasa. Sokszor felmeriilt mar, hogy nem lenne-e hasz-
nosabb a raforditott id6t més anyagrész, példaul a masodfokt egyenlet meg-
oldoképletének elmélyitésére felhasznalni.

Osszegzésként készitettiink egy tablazatot (2. tablazat), amelyben a graf-
elmélettel foglalkozo egyetemi oktatok véleményét foglaltuk Gssze.

A tablazatbol jol lathatd, hogy valamennyien nagyon fontosnak tartjak
a grafok oktatasat, valamint a modellezési, és valosdgkozeli feladatok alkal-
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Frank Hajnal Lovdsz Sziklai
Andrds | Péter Ldszlo Péter
Fontos + + + +
Fogalmak — — —
Modellezés + + + +
Valésagkozeli | + + + +
feladatok
Alkalmazasi Kémia, GPS, in- | Koz0sségi
lehetGségek orarend ternet oldalak
Legrévidebb | 7 — +
at
Euler + +
Tovabbképzés +

mazésat a témakorben. Az alapfogalmak sulykolasat tobbségiik nem tartja

célravezetonek.

2. tablazat. Egyetemi oktatok véleménye
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Természetesen nem csak az egyetemi oktatokat kérdeztiik meg. Kozépis-
kolai matematika tanarok véleményét is kikértiik a grafok tanitasarol. Arra
voltunk kivancsiak, hogy mennyi id6t szannak a grafok tanitasara, mik azok
a fogalmak, feladatok, amik szerepelnek az 6rédkon, és mennyire szeretik ta-
nitani ezt az anyagrészt.

3.6. Klacsakné Té6th Agota
(Nagy Laszlo Gimnéazium, XX. ker)

5. abra. Klacsakné Toth Agota

Klacsakné Toth Agota a kerettanterv alapjan minden évben megtanitja
a grafelméletet a 11-es didkjai szamara. Azonban ugyanez a kollégairél mar
nem mondhaté el, hiszen 6k ezt a témakort teljes mértékben kihagyjak az
oktatott anyagok koziil. O is csak az alapvets fogalmakat tanitja meg, keve-
sebb, mint 10 6rat szan rajuk. Eppen ezért 6nallo munkéara csupan egysze-
riibb feladatokat adhat fel, hiszen példaul a korrel kapcsolatos feladatok mar
problémét jelentenek a didkoknak.

3.7. Nikhazy Laszl6né

(Kazinczy Ferenc Gimnéazium, Gydr)

Nikhazy Laszloné a grafelméletet altaldban 12. osztalyban vezeti be a didkjai
szamara. Ekkor is csak azokra a részekre koncetralva, amelyek az érettségi-
hez kellenek. Ez maximum 3 — 4 6rat jelent, ennél tobbet id6hidnyban nem
tud ra szanni. Kutatasunk soran atnéztiik az eddigi évek érettségi feladatso-
rait, amelyekben mi magunk is meglepddve tapasztaltuk, hogy valéban alig
jelennek meg graffal kapcsolatos, valamint grafok segitségével megoldhato fel-
adatok. Altalaban egy kozépszinti érettségiben maximum 2 — 3 pontot lehet
grafok ismeretében Osszeszedni, az dsszes 100 pont koziil. Nikhazy Laszloné
hozzatette, hogy 6 személy szerint szereti tanitani ezt az anyagrészt, és éppen
emiatt nagyon sajnélja, hogy nem tud vele t6bb id&t foglalkozni.
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6. abra. Nikhazy Laszloné

3.8. Gerdces Laszlo
(ELTE Trefort Agoston Gyakorlo Gimnazium, Budapest)

7. abra. Ger6es Laszlo

Gerées Laszlo abban a szerencsés helyzetben van, hogy 11-es, 12-es didko-
kat altalaban csak fakultacion tanit. Itt sokkal nagyobb oraszam (11-ben heti
2, 12-ben heti 4 oréaval tobb) all rendelkezésére az egyes anyagok feldolgozé-
sara, igy a grafok oktatasara is. Az alapfogalmakra épiils feladatokon kiviil
nehezebb példéak is elGkeriilnek az 6rdin, példaul az FEuler-sétaval foglalkozo
problémdak. Az anyagrészt egy latvanyos power point bemutatéval vezeti
be, amin szerepelnek az alapfogalmak, fontosabb tételek, valamint néhany
részletesen kidolgozott feladat. A feladataiban szeretné a didkok figyelmét
felhivni a grafok jelentGségére a mindennapokban, ennek érdekében példaul
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szociometriaval kapcsolatos feladatokat dolgoznak fel az 6rain.

3.9. Marton Sandor
(Babits Mihaly Gimnazium, Budapest)

8. abra. Marton Sandor

Marton Sandor elmondta, hogy sajnos ma mar nem gy mennek a dolgok
a matematika tanitasban, mint az ¢ didkkordban. Ma méar csupan az akkori
oraszam 80%-a &all a tanarok rendelkezésére. Ennek kovetkeztében nagyon
feszitett a tempd, de arra mindig nagy hangsulyt fektet, hogy a gyerekek
megtanuljak, hogy a grafok problémamegoldasi eszkézként nagyon jol hasz-
nalhatok. Hozzatette, hogy csak 2 6rat szan ré, a tobbi id6ben a geometriat
potolja. Elmondta, hogy az 6 iskolajuk nem mérvado, hiszen ez egy erés
gimnazium, a Fazekas utan innen mennek a legtobben a BME-re, valamint
a tavalyi Babits-napokon példaul Lovasz Laszlo tartott eladéast. Tovabba a
Tanar Ur elmesélte, hogy 6 maga a grafelméletet konyvekbél tanulta meg,
hiszen az 6 évfolyamanak ez még nem volt kdtelez6 tananyag az ELTE-n.

3.10. Név nélkul

Tobb altalunk megkérdezett kozépiskolai tanar csak név nélkiil vallalta, hogy
mesél nekiink arrol, hogy hogyan oktatja a grafelméletet. Sokan koziiliik csak
az egyszeriibb feladatokig jutnak el, szerintiik a grafok egyéltalan nem fonto-
sak ezen a szinten. Taldlkoztunk olyan véleménnyel is, mely szerint annyira
egyszert a grafelmélet, hogy azt a didkok otthon, egyediil is fel tudjak dol-
gozni. Beszélgettiink t6bb olyan tanarral, akiknél egyéaltalan nem szerepelnek
a grafok.
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Osszegzésként elmondhatjuk tehat, hogy a kozépiskolai tanarok vélemé-
nye igen valtozatos, de néhany pontban tobbségiik egyetért. Ide sorolhato
az id6hidny, valamint az, hogy érettségin alig szerepelnek graffal kapcsolatos
feladatok, igy més tananyagot fontosabbnak tartanak. Mindannyian hang-
stilyoztak, hogy az alapok nem tul nehezek, és ha lenne ra tébb id6, akkor
hasznos lehetne az oktatasuk.
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4. Bevezetési lehetdségek

Az eddigi kutatasi eredményeink figyelembevételével a kozépiskolai grafelmé-
let oktatasdnak egy 1j felépitésére tesziink javaslatot.

Két merdben kiilonboz6 téma segitségével dolgoztuk ki bevezetd feladat-
sorainkat. Ezek kivalasztasakor fontosnak tartottuk, hogy minél koézelebb
alljanak a didkok mindennapjaihoz. Célunk felhivni a didakok figyelmét arra,
hogy a graf nem csak kotelezé tananyag, hanem egy olyan eszkoz is, amit
indirekt modon szinte mindig alkalmazunk a hétkoznapokban. Ennek meg-
felelGen valésdghoz kozeli, gyakorlatias feladatok kidolgozasara torekedtiink.

A két f6 témakor, amik koré a feladataink épiilnek a facebook és a koz-
lekedés, melyekhez kapcsolodd példak nagyon jol szemléltethetsk grafokkal.
Mindkett6 segitségével bevezethetk a grafelméleti alapfogalmak, amiket ér-
dekes és valtozatos feladatokon keresztiil ismerhetnek meg a didkok. Nagy
elényiik az eddigi feladatokhoz képest, hogy kozvetleniil mutatjak meg a gra-
fok alkalmazési lehetGségeit.

A két témakor egyiittes feldolgozasat javasoljuk a kozépiskolaban. A
grafok bevezetését tetszés szerint barmelyikkel elkezdhetjiik. Sok fogalom
mindkét felépitésben szerepel. Ezek segitségével, amikor ratériink a masodik
témara, akkor a mar megtanult fogalmakat ismételhetjiik, a didkok tudasat
elmélyithetjiik, mikézben a még hianyz6 fogalmakat is megtanitjuk nekik.

Most tekintsiik 4t az elkészitett feladatsorokat. Az egyes feladatoknal
megjeloltiik, hogy mely fogalmak bevezetésére, gyakoroltatasara szolgalnak.
A feladatok koziil parat részletesebben is kidolgoztunk, néhany helyen ramu-
tattunk a tovabbfejlesztési lehetGségekre is.

4.1. Facebook

Két ok miatt esett a valasztasunk a facebookra. Az egyik az, hogy népszerii-
sége egyre nagyobb. Hazankban a felhasznalok szama mér kozel négymillio
f6, ezzel a 39. legtobb facebook felhasznaloval rendelkezs orszag vagyunk.
Szinte minden kozépiskolas didk hasznalja nap, mint nap. Ezen keresztiil
ismerkednek, tartjak a kapcsolatot barataikkal, szervezik a programjaikat. A
maésik ok, hogy funkcioi rendkiviil jol alkalmazhatok a grafok bemutatéiséra.

A facebookkal kapcsolatos feladatok feldolgozasa el6tt nagyon fontos tisz-
tazni a hasznalt kifejezéseket. Ebben a fejezetben ismerds, ismeretség alatt
természetesen mindig azt értjiik, hogy az illet6k facebookon egymas isme-
rései. A facebook két funkciojat hasznaltuk a feladatokban. Az egyik a
megosztas. Err6l azt kell tudni, hogy ha egy személy megoszt valamit, akkor
azt kizarolag az ismerdGsei lathatjak, és a feladatokban feltessziik, hogy 6k
latjak is a megosztott tartalmat. A masik a bokés funkcid, mely segitségével
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barmely felhasznal6 virtudlisan megbdékhet egy masikat. Az 3. tablazatban
osszefoglaltuk a facebook funkciok kapcsolatat a grafokkal.

Facebook funkciok Grdffal kapcsolatos alapfogalmak
Személyek csicsok

Ismeretség él

Ismer6sok szama fokszam

Megosztés szomszédos csicsok halmaza

Bokés, bejelolés irdnyitott él

3. tablazat. Facebook-graf megfeleltetés

Ezen alapfunkciok segitségével jutunk el az Osszetettebb fogalmak bevezeté-
séhez.

A feladatokban a 9.a és 9.b osztaly facebookos tevékenységeit vizsgaljuk.
Mindkét osztaly létszama 21. A didkok koziil tobben déluténi szakkorre és
nyelvvizsga elGkészitére jarnak:

angol nyelvvizsga el6készit6: 9 £6

német nyelvvizsga elGkészits: 12 {6

rajzszakkor: 6 {6

médiaszakkor: 8 {6

1. Rajzszakkorre Anna, Betti, Csaba, Dani, Eszter és Fanni jar.

(a) Anna és Csaba ismerdsok facebookon. Csabanak még Eszter és
Dani az ismerGse a csoportbol. Betti rajzszakkoros ismerGsei Fanni
és Eszter. Tobb ismeretség nincs. Rajzoljuk le az ismeretségi
halot.

(b) Rajzoljunk le ketts lehetséges ismeretségi halot, ha csak annyit
tudunk, hogy Annanak 5, Bettinek 4, Csabanak, Daninak és Esz-
ternek 3, Fanninak 2 rajzszakkords ismerdse van a facebookon.

Ez a feladat az alapfogalmakkal val6 megismerkedést szolgalja. A gye-
rekek modellezési készségének fejlédését segiti. Konnyen lehet, hogy
ekkor talalkoznak elGszor a grafokkal, igy mar maga az dbrazolas is ki-
hivast jelent szamukra. A (b) feladatnak izomorfia erejéig két jo megol-
dasa van. Tobb fontos részletre is felhivhatjuk a didkok figyelmét. Az
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egyik, hogy az dbrazolast Annatol érdemes inditani, hiszen az ¢ ismerd-
sei adottak, nincs valasztasi lehet&ség, mindenkit ismer. A tébbiekrdl
ez mar nem mondhaté el, esetiikben mér tébb jo megoldas is létezik.
Erdekessége még a feladatnak, hogy segitségével megismertethetjiik a
didkokkal az izomorfia fogalmat. Ez egy igen nehéz fogalom, de a de-
finici6 pontos kimondésara itt nincs is sziikség. Hajnal Péter példaul
azt javasolta, hogy az atnevezhet&ségre mutassunk ra, azaz arra, hogy
ha adott két izomorf graf, akkor, ha az egyikben a cstucsok jeldléseit a
megfelel6 modon cseréljiik fel, akkor megkaphatjuk a méasikat. Termé-
szetesen a feladatnak erre a részére célszerti kés6bb visszatérni, ha a
diakoknak mar nem okoz gondot a feladatok grafos dbrazolasa.

. A 9 {6s angol csoportban el6fordulhat-e, hogy mindenkinek 3 ismerdse
van a facebookon?

. Az 4j 9.b osztalyban az évnyité utan a didkok elkezdték bejeldlni egy-
méast a facebookon. A hét végén Eszter biiszkén mondta, hogy mig
mindenkinek 20 ismerGse van az osztalybol, addig neki mar 21. Péter
azt allitotta, hogy Eszter rosszul emlékszik. Kinek van igaza?

. Bizonyitsuk be, hogy mindig vannak ketten az osztalyban, akiknek
ugyanannyi ismerdsiik van facebookon az osztélybol.

. A 21 £6s 9.a osztaly tagjai kozdtt 140 ismeretség van facebookon. ElG-
fordulhat -e, hogy ha valaki megoszt valamit, akkor van olyan osztaly-
tarsa, aki ezt nem latja?

. A 9.b osztalyban a lanyok koziil mindenki ismer mindenkit a faceboo-
kon. Tudjuk, hogy a koztiik 1év6 ismeretségek szama 55. Kati is ebbe
az osztalyba jar. Hany lanyismerdse van az osztalybol?

Ez egy Osszetettebb feladat a teljes graf élszamanak gyakoroltatasara.
Annyiban érdekesebb a szokésos teljes grafos feladatoknal, hogy nem a
csticsokbol kell az élek szamat meghatarozni, hanem forditva, az élek
szamanak ismeretében kell a csticsok szaméra kovetkeztetni. Raadasul
nem is kozvetleniil erre kérdeziink ra, ezzel is segitve az absztrakcios
készség fejlodését. A feladatnak talan az a legnehezebb része, hogy a
didkok felismerjék, hogy a kérdés megvalaszolasihoz igazabol csak a
graf csticsainak a szamat kell megadni, ami az el6z6 feladat megoldasa
utan mar nem okoz nagy nehézséget.

. A 8 f6s média szakkor tagjai mindannyian megosztottak a vizsgafilm-
jiiket a facebookon. Tudjuk, hogy van olyan vide6, amit a szakkor
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10.

11.

minden tagja latott. Legalabb hany ismeretség van a csoporton beliil?
Rajzold le!

Legkevesebb hany ismeretség sziikséges a 12 {6s német csoport tagjai
kozott a facebookon ahhoz, hogy ha a tanarnd valakinek elkiildi a héazi
feladatot, akkor az mindenkihez el tudjon jutni?

Az el6z6 feladatokban a konnyebb alapfogalmakat vezettiik be, most
pedig Osszetettebb, egyszerre tobb fogalmat is gyakoroltaté példak ko-
vetkeznek.

Ugyanezen 12 didk kozott legalabb hany ismeretség sziikséges ahhoz,
hogy még akkor is biztosan mindenkihez eljusson a hazi feladat, ha az
ismer6sok koziil ketten Osszevesznek és torlik a kapcsolatukat?

A 9.b osztalyban mindenkinek legalabb egy osztalytarsa ismerdse a
facebookon, és tudjuk, hogy kevesebb ismeretség van az osztalyon beliil,
mint 21.

(a) Bizonyitsuk be, hogy biztosan van olyan, akinek csak egy ismerdse
van az osztalybol.

(b) * Héany ismeretség lehet az osztélyban?

Balazs megosztotta facebookon a londoni kirdndulason késziilt videot.
A 9 £6s angol csoportbol mindenkinek pontosan két ismerdse van a fa-
cebookon. Aki meglatja koziiliik az 0 videot, szintén megosztja azt.
Elsfordulhat-e, hogy valaki nem latja a videot? Rajzoljuk le a lehetd-
ségeket!

Ha mindenkinek két ismerése van, akkor az ismeretségeket abrazolo graf
diszjunkt kérok unidja lehet csak. A didkok els6 gondolata valoszintileg
a 9 ponta kor lesz. A kérdést azért fogalmaztuk meg igy, hogy ezutan
ne alljanak meg, folytassak a gondolkodast: meg lehet-e oldani, hogy
valakihez ne jusson el a vide6? A vélasz természetesen igen, hiszen a
graf 2 vagy 3 kisebb kor unioja is lehet.
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9. abra. Diszjunkt kérok unioja

12. Anna a rajzszakkoron mindenkit megkérdezett, hogy hany baratjukat
bokték mar meg a szakkorrdl, illetve, hogy Gket hanyan bokték meg.
A valaszokat az alabbi tablazatban foglalta Gssze:

A B C D E F
Hany embert |1 0 1 0 3 1
bokott meg?
Hany ember |1 1 2 1 1 1
bokte meg?

4. tablazat. Anna felmérése

Bizonyitsuk be, hogy valaki nem mondott igazat!

Ennek a feladatnak a megoldésa egyéltalain nem nehéz, célunk csu-
pan az iranyitott grafok bemutatasa. A feladat segitségével a didkok
lathatjak, hogy milyen sok lehet&ség rejlik még a grafokban. Termé-
szetesen az iranyitott grafok részletesebb vizsgélata mar nem fér bele a
kerettantervben meghatarozott 6raszamba, legfeljebb fakultacion fog-
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lalkozhatunk veliik mélyrehat6bban.

4.2. Metro

A kozlekedés témakorben Budapest tervezett metrohaldzatanak térképét vet-
tiikk alapul. Mar maguk a metrévonalak és a megallok egy grafot alkotnak.

(Szentendre) | Ujpest-Varoskapu

m Gydngydsi utca
: /
)
M ETRO Forgach utl:al
/ Arpad hid
X ™ ¢
BUDAPEST 7 ] @Mexiksi it [, @Bosnyak e
Gybrgy 0t I @ Széchenyi fird ® Coimini Gt
@ Hosdk tere @ Rona ui
Lehel tér J @ Bazavea e
Nyugati @ Kodaly kirdnd
palyaudvar Vardsmarty ulca @ Hungéria krit
Oktogon

Oper Bajesy- @ Dozsca Gybrgy Ut

~_~ Zsilinszky Gt (wird eventuell umbenannt)

Blaha
Stadionok F‘lllangutca EAOI’SNZér

leti palyaudvar " tere
% @ Népszinhaz utca
\m smarty W Rakbczi tér
Ferenciék &3
7/ \ Qa«“& reP@\ s o >
& Mo F & & & 1
M/&g‘} & ‘@*‘b P -
f; A | & s0m I S e T i
KeTenfoldi Szent ‘ ~ o
palyaudvar Gellén (Csepel/Rickeve)
10. 4bra. Metrotérkép
Térkép objektumazi Grdffal kapcsolatos alapfogalmak
Allomésok csucsok
Metré vonalak élek

Adott Aalloméasrol indulédsi ira- | fokszam

nyok szama
Csomopontok 2-nél nagyobb fokszamu csicsok
Parhuzamos metrovonalak parhuzamos él

5. tablazat. Metro-graf megfeleltetés

Ezen alapfunkciok segitségével jutunk el az Gsszetettebb fogalmak beve-

zetéséhez.

1. Keress olyan megall6t ahonnan
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(a
(b
(c

(d) 4 iranyba tudsz elindulni.

1
2
3

~— N

Melyik megallobol lehet a legtébb iranyba elindulni?

Ez a feladat a grafokkal valo ismerkedést segiti. Az irdnyok szdma
a metrd vonalak grafjaban az egyes csticsok fokszama. A legtobb csics
fokszama 2, ezek azok a megallok, amelyeken egy metr6 vonal halad
at. Az 1 fokszamu csticsok pontosan a végallomasok. 3 fokszamu csu-
csot nem talalunk, érdemes feltenni a kérdést, hogy mikor lehetne ilyen
a grafban. Természetesen ez csak gy lenne lehetséges, ha egy met-
rovonal végallomasa, és egy masik metré koztes dllomasa egy pontba
esne.

A legtobb iranyba a Dedk Ferenc térrdl tudunk elindulni, itt 4 metro
talalkozik, vagyis 8 iranyba indulhatunk.

Ennél a feladatnal a parhuzamos élektél eltekinthetiink.

. Rajzold le azt a grafot, amelynek csiicsai a csomopontok, élei a koztiik
lév6 metrovonalak.

Ez egy bevezets feladat, melynek célja a gyerekek modellezési kész-
ségének a fejlesztése (12. abra). Ehhez egy nagyon hasonlo feladat:
Rajzoljuk le azt a grafot, amelynek csticsai azok a megallok, amik el-
hagyéasaval tovabbra is barmely két allomés kozott vezet at! Itt egy
nagyon hasonlé grafot fogunk megkapni, azzal a kiilonbséggel, hogy az
eredeti feladat élei ebben mar utak. Ilyen formaban természetesen mar
csak az Osszefiiggség bevezetése utan adhatjuk fel a didkoknak.

. Minden metrévonalon kiilonbo6z6 szint pecsétet adnak jegykezeléskor.
Egy jegyen lehet tobb pecsét, de 2 egyforma szint nem. Ossze lehet
gyijteni az 0sszes pecsétet egy jegyre ugy, hogy kézben nem johetiink
fel a metrobol?

Ez egy jatékos feladat, amelyben a didkokat probélkozasokra, rajzo-
lasra Osztonozziik. Az eléz6 feladatban lerajzolt graf nagy segitséget
nydjthat szamukra. Az Osszes szind pecsétet tobb lehetséges tton is
Ossze lehet gytjteni. Az egyik ilyen: Oktogon - Astoria - Keleti palya-
udvar - Kalvin tér - Dedk tér - Oktogon - Ujpest-Varoskozpont.

27



Ujpest-Kozpont Lehel tér

)Oktogon
Deak tér

Astoria

Kelenféldi Kalvin tér
palyaudvar

11. abra. Atrajzolt metrotérkép

. Hany metrot kell még épiteni ahhoz, hogy barmely 2 csomopont kozott
legyen kozvetlen jarat?

. Gergg felszall a metrora. Azt a jatékot taldlja ki, hogy miutdn ment
vele egy Kkicsit, leszall, majd egy masikra felszall, és azzal is elmegy
valameddig. Biztosan vége lesz egyszer ennek a jatéknak?

Elsfordulhat, hogy ennek a jatéknak sosem lesz vége, ha példaul Gergé
koérbe-korbe utazgat a csomopontok kozott.

. Melyek azok a szakaszok, amelyeket ha lezarnak, akkor még mindig el
tudunk jutni barmely allomasrol barmelyikre.

. Mutass 4 kiilonboz6 eljutasi lehetdséget a Kalvin tértsl Ujpest-Kozpontig.

(a) Van-e 2 olyan tt, amelyeknek nincs kozos megalloja?
(b) Ha az Astoriat lezarjak, akkor van-e 2 ilyen ut?

(¢) Minimum hany allomast kell ahhoz lezérni, hogy ne lehessen el-
jutni a Kélvin tértél Ujpest-Kozpontig?

Ennél a feladatnal nagyon kell vigyaznunk arra, hogy a hétkoznapi ér-
telemben hasznalt ut sz6, valamint a grafok esetében az ut fogalma
nem feltétleniil jelenti ugyanazt. Az els§ feladat, miszerint mutassunk
4 kiilénbo6z6 eljutési lehetdséget, a hétkdznapi értelemben utalhat 4 kii-
16nb6z6 ttvonalra, de a grafelméleti fogalomra nem, hiszen a térképen
nem taldlunk 4 olyat, melyeknek se kozos allomasa, se kozos szakasza
nincs. Itt megemlithetjiik a séta fogalmat.

28



10.

2 olyan utat, melynek nincs kozos megélloja még taldlhatunk, azonban
az Astoria lezardsa utan ez mar nem lehetséges, hiszen minden ttvonal
athalad a Deak Ferenc téren. A (c) kérdésre a valasz 1, elég a Deak
Ferenc teret lezarni, barmely masik megall6 lezarasa esetén lesz még it
a két allomas kozott.

Az ebben a feladatban megjelent fogalmak a jelenlegi felépitésben nem
jellemzéek. Mi azért dontottiink amellett, hogy szerepeljenek a feladat-
sorunkban, mert az egyetemi professzorok szinte kivétel nélkiil ajanlot-
tak, emellett nagyon latvanyosak, jol szemléltethet&ek, valamint sok
alkalmazasi teriileten igen fontosak.

. Az l-es (sarga) metro Barack Obama latogatasa miatt le van zarva az

Osszes megallojaval egyiitt. El tudsz-e jutni a Csomori attol a Filator-
igatig metroval?

Uj tarifat vezetnek be a metrovonalakon. Eszerint annyiszor 30 Ft-ot
kell fizetniink, ahany allomést érintiink. Minimum mennyibe keriil el-
jutni Ujpest-Varoskaputol a Ferenc koratig?

Ujpest-Varoskaputél a Ferenc koratig atszallas nélkiil el tudunk jutni a
kék metro vonalan. Azonban fontos észrevenni, hogy ha kdzben a Lehel
téren atszallunk az 5-6s (rézsaszin) metrora, és a Kalvin téren széllunk
vissza a kékre, akkor 60 Ft-ot sporolhatunk. KEzzel a feladattal mar
utalhatunk az élsilyozott grafokra, amelyek mar ugyan meghaladjak a
kozépiskolas szintet, azonban érdekes lehet a didkok szamara. Emelt
szinten akar ehhez kapcsolodo feladatokat is kidolgozhatunk.

A Lehel téren betortek egy bankba. A rendérok iildozbe vették a
bankrablot, aki a metroba menekiilt. Ugy probalta megtéveszteni a
rendéroket, hogy néhanyszor atszallt, és méasik metroval folytatta az
utjat. Ha egy metroszakaszon mar utazott a rablo, akkor azt méar fi-
gyelik a rendérok, igy nem tud djra azon utazni. Amig tudott, lent
maradt a metréban. Amikor mar nem volt més lehetsége, kijott a
metrobol. A renddérék mar a kijaratnal vartak. Hol kaptak el a bank-
rablot?

Az Euler-sétaval, Euler-korrel foglalkozo6 feladatok a kozépiskolai gra-
foktatés talan legérdekesebb része. Ez az a témakor, melyhez a jelenlegi
tankonyvekben is taldlhatunk érdekes feladatokat, és amely leginkabb
felkelti a didkok érdeklsdését. A feladat megoldasa a 12. abran lathato
graf segitségével célszerti. Megoldhatd parhuzamos élekkel, és azok nél-
kiil is. Els6 esetben a valasz az Oktogon, utobbinal a Dedk Ferenc tér.

29



4.3. Gyakoroltatott fogalmak

Készitettiink egy tablazatot, melyben 6sszefoglaltuk, hogy feladatsoraink se-
gitségével mely fogalmakkal ismerkedhetnek meg a didkok.

Fogalmak Facebook Metro
Cstcs 1., 2,3, 4. 1., 2., 3.
El 1., 2,3, 4. 1,2, 3.
Fokszam 1.,2.,3.,4.,10., | 1., 2.

12.
Cstcsok és élek szama ko6zotti | 10.
osszefiiggés
Fokszamok Osszege 2., 3., 12.
Teljes graf 5., 6. 4.
Ut 7,8 1.,2.,7
Séta 7.
Fa 7. (csillag), 8.,

10.
Kor 9., 11. 2., 5., 6.
Osszefiiggdség 9., 11. 2.,6.,7.,8
Komponensek 9., 11. 6., 7., 8.
Elvagé pont(halmaz) 7,8
Diszjunkt 1t 9. 7.
Iranyitott graf 12. a legtobb feladat

atalakitahto

Parhuzamos él 2.
Legrévidebb t 9.
Euler 10.

6. tablazat. A feladatokban fellépd grafelméleti fogalmak

4.4. Kompetenciak

A feladatsor készitése kozben nem csak az volt a célunk, hogy a sziikséges
fogalmakat lefedjiik, hanem az is, hogy a kiilonb6z6 kompetenciak fejlédését
is segitsiik. Ennek alapjaul a PISA felmérésben szereplé kompetenciak szol-
galtak. Készitettiink egy tablazatot, melyben a 2.2. fejezetben ismertetett
kompetencia komponenseket, az azok fejlesztését szolgild feladatokkal paro-
sitottuk.
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Kompetencidk

Feladatok

Gondolkodés F/5,6,9,12, M/2, 3,5, 7,9

Ervelés F/2,3,4,6,10, 11, M/4, 7, 8, 10

Kommunikacié minden feladatban az els§ 1épés a ma-
tematikai tartalom megértése

Modellezés F/1,3,6,7, 11, M/1, 3,9, 10

Problémafelvetés- és megoldasa

F/2, 4,8, M/4, 6, 7, 8

Abréazolas

F/1,7, 11, M/3

Szimbolikus, formalis nyelv és
technikai mtveletek

egyik feladatot sem kozvetleniil a ma-
tematika nyelvén fogalmaztuk meg, igy
ez a didkok feladata

Eszkozhasznalat

szamos eszkozt segitségiil hivhatunk,
pl.: szamitogép

7. tablazat. Kompetenciak a feladatokban

4.5.

Eddigi feladatok lefedése

Feladataink az eddigi tankdnyvek feladatainak jelentGs részét lefedik. Egyes
fogalmakat kevésbé tartottunk fontosnak (példaul: izolalt pont, hurokél),
helyettiik mas fogalmakat vezettiink be (példaul: elvago pont, komponensek

sth.).

Az alabbi tablazatban megmutatjuk, hogy az altalunk megvizsgalt tankényv-
csaladok feladatait hogyan fedik le a feladatsoraink. A kovetkezd jeloléseket

hasznaltuk:

e V: Matematika 11., Dr. Vancso Odon, Racié kényvek

e (Cz: Matematika 11 — 12., Czapary-Gyapjas, Nemzeti Tankonyvkiado

e S: Sokszint matematika 11., Mozaik Kiado

e H: Matematika 11., Hajnal-Szamado-Békéssy, Nemzeti Tankonyvkiado
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Feladataink Eddigi feladatok a tankonyvekben

Facebook/1 V /48, 5/45/5, H/188

Facebook/2 S/45/2, H/185

Facebook/3 H/185

Facebook/4 V/68,S/45/7, H/186

Facebook/5 S/61/1, V/53,55,56,57, 71,74,
/182, 183

Facebook /6 V /53,54, 58,72, 73, /182, 183

Facebook /7 Cz/13,S/61/2

Facebook/8 Cz/13,416, S/61/2

Facebook/10 Cz/12, H/184

Metro,/4 S/61/1, H/182, 183, V/53

Metro6/6 Cz/11

Metro,7 H/190

Metro,/10 S/55/1,2,3,4, H/192, Cz/4

8. tablazat. Atfedések a feladatokban
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