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1. Bevezetés

,»A tanulok matematikai fejlddése €s a tanulasi folyamat soran alapvetd, hogy ki tudjak
valasztani ¢és alkalmazni tudjdk a természeti és tarsadalmi jelenségekhez illeszkedé modelleket,
gondolkoddsmodokat (analdgias, heurisztikus, becslésen alapuld, matematikai logikai,
axiomatikus, valoésziniiségi, konstruktiv, kreativ stb.), modszereket (aritmetikai, algebrai,
geometriai, fiiggvénytani, statisztikai stb.) és leirasokat. Ugyanakkor fontos a modellek
érvényességi korének és gyakorlati alkalmazhatdsdganak eldontését segitd készségek
kialakitasa, valamint az ezeket megalapozo képességek fejlesztése.” (NAT, 2012)

Dolgozatunk témaja a matematikatanar szakos hallgatok probléma-felvetési, probléma-
alkotasi képességének vizsgalata. A problémafelvetés, ahogy lattuk, mint kompetencia
megjelenik a Nemzeti Alaptanterv kovetelményei kozott, elsésorban, mint a valos életben
megjelend probléma egyszertisitése egy megoldhatd formara, amihez hozz4 tartozik még annak
ellendrzése, hogy az igy kapott eredmény alkalmazhato-e a valodi feladat/probléma
megoldasara. Ha ez egy didktol elvarando, akkor még inkabb elvarandd egy matematika
tanartol. Kiilondsen igaz ez amiatt, hogy a magyarorszdgi matematikaoktatas koztudottan
problémakozpontd, az altalanos- és kozépiskolai matematikaoktatds egyik kozponti célja a
probléma-megoldési képesség fejlesztése.

A 2018-ban az EU altal els6dlegesen megjelolt (Niss, 2015) (és a NAT-ban is szerepl0)

8 matematikai kompetencia koziil kettét emelnénk ki, melyek a mi kutatasunk szempontjabol a

leginkabb lényegesek. Ezek a kompetencidk a kovetkezok:



(3) A matematikai problémamegoldas: felismerni, megfogalmazni és osztalyozni a
problémakat; Onalléan alkotni problémékat; ellendrizni, értékelni a probléma-megoldasi
folyamatot; stratégiakat/sejtéseket alkotni; megoldani kiilonb6z6 fajta problémakat (valtozatos
kontextusban, a matematikan kiviilieket is, nyilt végiieket is)

(4) A matematikai modellalkotas: leforditani a matematika nyelvére a kiilonb6z6
teriiletekrdl vett problémakat; a modellen beliil dolgozni; az eredményeket visszaforditani az
eredeti kontextusba; megmutatni a kiilonbséget az adott problémaszituacié és a matematikai

modellje kozott.

A modellezési feladatok mind szoveges feladatok és a legtobb szoveges feladatnak is van
modellezési jellege. Ebben a cikkben problémafelvetésen elsdsorban szdveges probléma-
felvetést és modellezéshez kozel allo probléma felvetést értiink. A szoveges feladatoknak
Kiterjedt szakirodalma van (Blum & Niss 1991; Boaler 1993; Cooper & Dunne 2000, Palm
2006). Ezek a kutatasok szoveges feladatokat tobbféle szempont alapjan osztalyozzak, pl.
nyitottsag, Osszetettség, szovegezés, Dbeoltoztetettség, érdeklddés, valdsagtartalom,
sztereotipidk, iskolan kiviili tartalom, kognitiv tevékenység, megoldhatdsag, kiilonb6zé nemek
feladatban elért eredményessége, fejlesztett kompetenciateriiletek. (BereczKy-Zambo,
Muzsnay, Szeibert 2017). Mi ebben a kutatasban az Osszes ilyen szempontnak megfeleld

feladatot figyelembe vessziik.

Egy fontos szempontja a problémafelvetésnek az, hogy 0j problémak keletkezzenek. (Singer,
2011.) A régi problémak, bar akkoriban megfeleltek a kovetelményeknek, elavulhatnak.
Elavulhatnak a témaik miatt, elavulhatnak a matematikai tartalmuk miatt, és az is lehet, hogy
bizonyos feladatok eleve nem jo feladatok voltak. Gyakran emlegetik Palm pékséges feladatat
(Palm, 2006), amiben piskotatekercs térfogatara illetve eladasi gyakorisagara kérdez ra. Ha
belegondolunk, mennyire senkit nem érdekel az elsé feladat és senkinek nincs kedve
kiszamolni...vagy esziinkbe jut a vicc, hogy csak egy matekfeladatban fordulhat eld, hogy
valaki vesz 89 db gorogdinnyét... Napjainkban valik elavulttd az a feladat, hogy
hanyféleképpen lehet kilyukasztani egy BKV — vonaljegyet, hiszen alig van mar néhany
villamosvonal, ahol hagyomanyos 3x3-as lyukaszto miikodik. Problémakra tehat sziikség van,

és 1) probléma csak gy sziiletik, ha azt valaki felveti.

A problémafelvetés vizsgalata és gyakorlata 0j lendiiletet kapott, amikor 1994-ben Silver
(Silver, 1994) osszefoglalta a problémafelvetéssel foglalkozo6 addigi kutatasokat. Ezek alapjan

¢és segitségével tobbféleképpen osztilyozza a problémafelvetés lehetséges modjait. Ezutan a



cikk utan szamtalan olyan munka jelent meg, amelyeknek 6 célja kiillonb6z6 taxondémidk,
szempontrendszerek felallitaisa a problémafelvetés leirasara, illetve a sztenderdizalhato

elnevezések bevezetésére valo torekvés.

Ilyen példaul Silvertél magatol az a cikk (Silver, 1995), amelyben az alapjan osztalyozza a
probléma-felvetést, hogy probléma-megoldas eldtt, alatt, vagy azt kdvetden megy e végbe.
Stoyanova (1998) harom kategodriat kiilonbozet meg az alapjan a szempont alapjan, hogy
mennyi ¢s milyen jellegli megkotés van a kitlizendd problémat illetéen. Az elsd kategoria: 1j
probléma felvetése egy mar megoldott problémara alapozva, a masodik: kérdések feltevése
megadott torténet vagy feltételek alapjan, a harmadik, legtagabb kategoria: probléma kitlizése
tartalmi megkotés nélkiil, a célkdzonségre fokuszalva, azaz gy, hogy problémamegoldok egy

bizonyos kore szamara legyen érdekes az adott feladat.

Leendd tanarok é€s tanitok probléma-felvetési képességét is tobben vizsgaltak Péld4ul Patdkova
(2013) a matematikatanarokat, mint problémakitizoket harom tipusba sorolja: ujonc, szakértd
¢s specialista. A mi szemszogiinkb6l a szakért6 a legfontosabb kategoria. Azokat sorolja ide,
akik gyakorlott problémafelvetdk, de nem rendszeresen gyakoroljak ezt a tevékenységet. A
cikkbdl kideriil, hogy ilyet keveset taldlunk, pedig optimalis esetben a tandrok tobbségének
(legalabb) ebbe a kategoriaba kellene tartoznia. A szakértok legfobb jellemzdje ugyanis, hogy
tevékenységiik minden szempontbol tudatos. Altalaban tudjak elére, hogy kell kinéznie egy
problémanak, nagyon széles az eszkdztaruk, magas mércéket allitanak maguk elé és azokat el
is érik. Ezért kézenfekvd, hogy szakértd szintli feladatkészitok képzése lenne a cél a matematika
tanarképzés soran. A tanarok ¢€s leendd tanarok korében a probléma-felvetés képességét
elsésorban tanitok és altalanos iskolai tanarok korében vizsgaltak. Olsana & Pelczer (2015) az
1990 és 2012 kozott, tanitd szakosok matematika moddszertan oOrdin torténd probléma-
felvetésével kapcsolatos kutatdsokrol nyujt attekintést. Ok példaul harom kategériaba soroltak
az altaluk vizsgalt cikkeket: problémafelvetés, mint a tanitasi tevékenység szerves része, mint
attol fiiggetlen tevékenység ¢€s mint kutatdsi eszkdoz a tanitd szakosok tudasdnak é&s
elképzeléseinek vizsgalatdhoz. Az altaldnos iskolai tanarnak késziild hallgatok probléma-
felvetési képességeit targyalja Leung (1994). Ugynevezett probléma-lancok segitségével arra a
megallapitasra jutottak, hogy azok, akik magasabb pontszamot értek el a kisérlet soran kitoltott
matematika tudasméro teszten, sokkal strukturaltabb, rendszerezettebb folyamat soran alkottak
feladatokat, mint matematikabol gyengén teljesitd tarsaik. Olvashatunk elemzéseket arrdl is,
hogy kiilonb6zd, feladatmegoldasban ¢és —kitlizésben rutinos matematikusok és tanarok

feladatkészitési technologiai mennyire kiilonboznek, illetve hogy milyen mértékli €s jellegii



kreativitast kivain meg a versenyfeladatok megalkotasa. Kontorovich ¢és Koichu (2012) tobb
esettanulmanya azt vizsgalja, hogy ezekben a feladatkitlizOkben milyen, egymadssal
0sszefon6do kognitiv és érzelmi folyamatok jatszanak iranyit6 szerepet a feladatkitiizés soran,
példaul min mulik, hogy egy feladatkitiizOben egy feladat kitlizésekor megjelenik-e a felfedezés
vagy az Ujdonsag érzése. Egyik esettanulmanyukban az interju soran azt mondja a tanulmany
alanya, hogy ha kérnek téle egy kitlizott feladatot, akkor az egyik kedvenc tételét felidézi és
annak alkalmazasara ir egy feladatot. Jo lenne, ha minden matematikatanar és feladatkitliz6 ezt
ilyen konnyedséggel tudna csinalni, amihez elengedhetetlen a biztos szakmai tudas. A
szaktargyi tudds ugyanis erdsen Osszefligg a tandri hatékonysaggal. A szamos lehetséges
szempont koziil Poulos (2017) a feladatkésziték pedagdgiai célkitlizéseit vizsgalja kutatasai
soran. Eredménye szerint négy, szorosan 0sszefliggd pontban fogalmazhatok meg ezek a célok:
Az els6: lehet6séget adni a didkoknak igazi, mély matematika tanulasara. A masodik:
megerdsiteni a diakok pozitiv hozzaallasat a matematikahoz. A harmadik: szellemi kihivast

allitani a tanulok elé. A negyedik: meglepni a hallgatokat.

Christou et al (2005) a korabbi szakirodalmi szempontok Osszefésiilésével, a
problémamegoldas és problémafelvetés kozben végzett tevékenységek osztalyozasa és
vizsgalata alapjan dolgozta ki empirikus taxonomiajat. A taxondémia magaba foglalta a
kovetkezOket: mennyiségekre vonatkoz6 informéciok kivalasztasa és kezelése, mennyiségekre
vonatkozo6 informaciok megértése jelentés tarsitdsdval, mennyiségre vonatkozé informaciok

mas formara valo ,,forditasa".

Kognitiv szempontbol is tobbféleképpen osztalyoztdk a problémafelvetést, példaul a
felhasznalandé matematikai szamolasok mélysége szerint (Cai,1995), illetve a tanar altal
megadandd reprezentaciok szerint. (Cai, 2005). Ide tartozik még a problémafelvetés
orszagonkeént kiillonb6zd kulturalis hattere, amelyet vizsgaltak Kindban és Amerikaban (Cai &
Lester, 2005), Japanban (Hashimototo & Sawada, 1984) és Finnorszagban (Pehkonen, 1995).
(Singer et al, 2011) Torokorszagi kutatasok példaul azt mutatjak, hogy a leendd tanarok
altaldban szokvanyos problémakat tiiznek ki. Ujitani nem mernek és attol is tartanak, hogy nem

tudjak megoldani a sajat maguk altal kitlizott problémakat. (Lavy & Shriki, 2007)

Lathato, hogy sokan foglalkoztak a problémafelvetéssel, és ahanyan voltak, annyiféleképpen
tették ezt. Mas-mas szempontokat vettek figyelembe, amik nehezen flizhetdk 6ssze egy nagy,
Osszefoglald képpé és rendszerré. Egy egységes nyelvezet megfogalmazasat tlizi ki célul

(Kontorovich & Koichu, 2012) ahol arra dolgoznak ki egy szempontrendszert, hogy milyen



alapon lehetne kidolgozni a problémafelvetés mdodszertanat. Mi ehhez a kutatashoz szeretnénk

hozzajarulni egy 01j megkdzelitéssel.

A magyarorszagi feladatkultiira magas és szertedgazo, a matematikatanitas problémakdzpontu.
A magyarorszagi feladatkultira erésségét jelzi a szamtalan matematika-verseny, amelyeken
évente tobb ezer diak vesz részt. Nem csoda tehat, hogy a magyarorszagi problémafelvetésre a
fenti osztalyozasok egyike sem megfeleld, mert vagy til egyoldald, vagy tal altalanos. Mi azt
probaltuk megvizsgalni, hogy (Kontorovich & Koichu, 2009)-hoz hasonld erés szakmai
hattérrel (Patakova, 2013) szerinti kategoriak alapjan legalabb szakért6 kategoriaban (Poulos,
2017) szempontjait tekintetbe véve képesek-¢ a magyarorszagi tanarszakos hallgatok problémat

felvetni, figyelembe véve a magyarorszagi viszonyokat. A kovetelményrendszer elég erds.

Kisérletiinkben az egyik 6 vizsgélt szempont az egyetemi tudas alkalmazasa volt: tudnak-e az
egyetemi tudas felhasznalasaval feladatot késziteni. (Kontorovich & Koichu, 2012)-vel
Osszhangban a problémafelvetést, mint a probléma-megoldas egy specidlis fajtajat is
vizsgalhatjuk, igy az a kérdés, hogy a kordbban megszerzett tudast erre a specialis tipust
feladatra tudjak-e alkalmazni. A masodik vizsgalt szempont az volt, hogy tudnak-e feladatot
késziteni rogzitett témakorben, amelyet a kurzuson elhangzott feladatok ¢s elméleti anyag adott
meg ¢és alapozott meg. A vizsgalat harmadik szempontja az volt, hogy tudnak-e kiilonb6z6
szintli feladatokat késziteni, ahol a szint mind korosztalybeli eltérést, mind a korosztalyon beliili
tudas- és képesség szerinti differencialast jelenthetett. Roviden 6sszegezve tehat kisérletiinkben
azt vizsgaltuk, hogy a magyarorszagi tanarszakos hallgatok és doktoranduszok képesek-e

rogzitett hattérrel, rogzitett témakorben kiilonbozo szintli feladatokat késziteni.

A feladat a kovetkez6 volt: készitslink egy feladatsort az alabbiak alapjan:

e rogzitett elméleti tudas: az egyetemi kurzusok algebra és szamelmélet anyaga

e rogzitett témakor: lehetdleg kombinatorikai jellegli feladatok

e Ot-hat valaszthatd kiillonboz6é szint 5. osztalyos gyakorlo feladattol a 12. osztalyos
versenyfeladatig.



2. Kisérlet

A kutatas megvalositasanak eszkoze egy 0j kurzus meghirdetése volt a 2016/2017-es tanév
tavaszi félévében ,,Az algebra alkalmazasai kdzépiskolai feladatokban™ cimmel. A résztvevok
koz¢ elsésorban elit harmad- és negyedéves hallgatokat vartunk, illetve a Matematika Doktori

Iskola Didaktikai Programjanak doktoranduszait.

A kurzusnak, mint tanegységnek két fo célja volt. Az egyik a feladatmegoldasrol, a masik a

feladatkészitésrol szolt.

Cél volt, hogy a résztvevok képessé valjanak annak eldontésére, hogy egy adott kozépiskolai
feladat — kiilonos tekintettel az orszagos és nemzetk6zi versenyek nehéz feladataira —
megoldhat6-e magasabb szintli algebrai eszk6zokkel. Amennyiben ilyen megoldés létezik,
akkor azt meg is talaljak és a benne szerepld absztrakt algebrai gondolatokat le tudjak forditani
,,ko0zépiskolai nyelvre”. A kurzus masodik f6 célja az volt, hogy a hallgatok maguk is tudjanak
absztrakt algebrai eszk6zok segitségével olyan altalanos- és kozépiskolai problémakat felvetni,
amelyek megoldasanak hatterében absztrakt algebra all, de megfelelden ,,leforditva” anélkiil is

megoldhat6 a feladat. Ez utobbi volt a kisérletiink f6 célja.

Irdnyitott tematikaju feladatok készitését szerettiik volna latni a résztvevéktél. igy maganak a
kurzusnak a kutatds szempontjabol tovabbi fontos szerepe volt, hogy a tematikat megadja, és a
diakok talalkozzanak inspiracioként és etalonként szolgald feladatokkal. Emellett (foként
versenyfeladatokbol) helyben megoldando feladatok €s beadando leckék is szerepeltek a kurzus

anyagaban.
A Kurzus orait harom tipusba sorolhatjuk.

1) tisztan szakmai orak, ahol a hatteret és tematikat megadd egyetemi tananyag leadasa
tortént meg.

2) szakmai alapokkal megoldhatd feladatok megoldasaval toltott orak. Itt altalaban
iranyitott feladatmegoldas tortént, azaz adott volt a didkok szdmara, hogy milyen
eszkoztarat kell hasznalniuk.

3) Versenyfeladatok megoldasa

A kurzus az Algebra és Szamelmélet 1-4. kurzusok anyagara épiilt. (Ld.: Fiiggelék.). A kurzus

szempontjabol az Algebra és Szamelmélet 1 és 3 kurzusok témakorei, illetve az Algebra és



Szamelmélet 4 utolsé néhany témakore voltak a legfontosabbak. A fébb témak, fogalmak,
amelyek ismeretére a kurzus épitett: dimenzidé fogalma, generator és fiiggetlen vektorrendszer,
bazis, foként véges (prim) elemszamu test felett, tobbvaltozds polinomok, szamelméleti
fliggvények, rend; és természetesen a linedris egyenletrendszerek megoldéasa, a megoldasok
szdma ¢s az egyenletrendszer matrixdnak rangja kozotti kapcsolat, a megoldashalmaz
jellemzdi. Fontos megjegyezni, hogy a bilinearis és kvadratikus alakok és a skalarszorzat nem

szerepelnek a matematikatanar szak tematikajaban.

A kurzust végiil két PhD hallgat6, 6t negyedéves €s négy harmadéves tanarszakos vette fel és
egy Erasmus hallgaté Ujvidékrdl, Vajdasagbol. Ez azért fontos, mert a PhD hallgatok mér
régebben végezték az egyetemet, a szakmai anyagot fel kellett frissiteniiik. A szakmai anyag
elsO- és harmadév elején szerepel, azaz a harmadéves hallgatoknak az algebrai rész a frissen
szerzett tananyag, a negyedévesek pedig egy éve tanultak. A szamelmélet és klasszikus algebra
tananyagot a harmadévesek egy éve tanultak, a negyedévesek régebben. A tanulas ota eltelt 1d6
jelenthet akar felejtést, akar iilepedést. A kurzus elsGsorban a kisérlet céljait szolgalta, ezért a
kurzus tematikajara a nagymértékli rugalmassag volt jellemz6. A kurzus eldadodja kérésre

barmilyen elméleti vagy gyakorlati kérdés, szakmai anyagot vagy feladatot ujra elmagyarazott.

Kiindulasul a sor-és oszloptiindéres feladat (Palotay & Pozsonyi, 2013), illetve a brazil

matematikai olimpiai csapat egyik szamelméleti feladatsora szolgalt.

Mivel a kurzus célja eléggé Osszetett volt €s 1) feladatok megalkotésa is szerepelt a feladatok
kozott, az osztalyzasi rendszert alaposan 4t kellett gondolni. Altaldban a magyar egyetemeken
vagy két zarthelyi dolgozat, vagy egy vizsgajegy alapjan kapnak jegyet a hallgatok. Egyik sem
volt igazan jol alkalmazhatd a mi kurzusunk esetében: Nem lehet elvarni, hogy megadott id6
alatt legyenek képesek a didkok feladatot alkotni, problémat felvetni. Az adott 1d6 alatt lezajlo
vizsgék, dolgozatok magas szintre fejlesztett modszereket és begyakorlast kovetelnek. Egy
otthon megirando ,,zarthelyi” tint a legjobb megoldasnak, a kovetkezd: ahhoz, hogy jegyet
szerezzen, a hallgaténak be kell adnia egy 4-7 feladatbol all6 feladatsort, amelyre az alabbiak

koziil az egyik igaz:

- minden feladat megold4sa ugyanazon az otleten alapul és minden feladat kiillonb6z6
szintli. P1. altalanos iskola, gimnazium 9-10. o., gimnazium 11-12. o., gyakorlofeladat,
versenyfeladat iskolai valogatora, versenyfeladat orszdgos verseny dontdjére.

- egy nehéz célfeladat (tetszOleges, de a feladatsort bead6 hallgatdé altal megadott

korosztalynak), egy ravezetdé feladatsorral. Itt megengedtik egy létez6 nehéz



versenyfeladat hasznalatat, ravezetéként pedig konnyebb vagy a probléma egy részét
lefedo6 feladatokat kellett késziteni, amelyek megoldésai vagy a benniik szerepld otletek

segitenek a célfeladat megoldasaban.

Mindkét tipust feladatsoron legalabb harom olyan feladatnak kellett szerepelnie, amit a szerzo
talalt ki, nem mas forrasbodl valogatta. Az utolsé opciora azért volt sziikség, mert a kisérlet eldtt
nem tudhattuk, hogy a kurzus résztvevéi képesek-e egy megfeleld nehézségii feladat

elkészitésére.

Mi most a fenti két tipusba tartozd, nagyobb Iélegzetvételli beadott feladatsorokkal
foglalkozunk részletesebben.

,INehéz lenne formalizalni, hogy mitdl j6 egy feladat. De ha mar elkésziilt egy feladat, akkor az

besz¢él magaért. Vagy maga ellen.” (Konstantinov, 1977).

Igaz ez a feladatsorokra is. amelyek kozott kiemelkedd a Fliggelék 2. feladatsora. Most mi
mégis megmagyarazzuk, mitdl jok ezek a feladatok. Nem csak azért jok, mert hasonlé oGtletet
igényelnek, mint az 6rdn elhangzott vezéranyag, hanem emellett fokozatosan nehezednek ¢és
1épésrol 1épésre vezetnek ra a célfeladatra. A kurzus tematikajaba beilleszkedik a feladatsor,
abbol a szempontbol is, hogy invariansokat kell hasznélni a megoldashoz. S6t, nem csak a
megoldashoz, hanem a feladat elkészitéséhez is — a kurzus célkitlizéseinek megfeleléen. Ezek
az invaridnsok hasonloak a kurzuson elhangzott invaridnsokhoz, de készitésiik tilmutat a
kurzuson bemutatott technikdkon. A finom torténelmi-irodalmi utalas valdsziniileg azért van

jelen a célfeladatban, mert a szerzéje matematika-torténelem szakos hallgato.

Most megmutatunk két olyan feladatsort, amik nem feleltek meg a kovetelményeknek. A
harmadévesek altal beadott elsé beadott feladatsorok mind ilyenek voltak, de a kurzus
hangulata és 1égkore annyira barati és kreativ volt, hogy mindenki pozitiv segitségnek fogta fel,
Fiiggelékben talalhato 3. feladatsor példaul egy ilyen feladatsor, amely egy jol ismert feladatra
épiil, a ,,szultan és bortondr, meg a 100 rab” problémara. Ez valéban kdzépiskolas szamelméleti
feladat, megoldhat6 egyetemi tudas nélkiil is. S6t, a legelegansabb a legegyszeriibb altalanos-
vagy kozépiskolai eszkozokkel (osztok parositasa) adhatdo megoldas. Sokkal elegansabb, mint
a szamelméleti fiiggvényeket hasznalé6 modszer, a feladatsor viszont az utdbbira vezet ra, ami
felesleges €s erdltetett. A hallgato altal masodikként beadott feladatsor més témarol szolt és mar

minden kdvetelménynek megfelelt.



A Fiiggelék 1. feladatsora egy nehéz versenyfeladat megoldasara vezet ra. Ezt a feladatsort egy
doktorandusz adta be. A feladatsornak az a hianyossaga, hogy az 1-2. feladatoknak csak
szovegezésében van koze a célfeladathoz, a mogottes matematikai tartalomban nem, mig az
utolsod elotti feladatok olyan mértékben vezetnek ra a célfeladatra, hogy mar nem jelent plusz
1épést annak megoldasa — azaz nem segitenek a megoldasban annak, aki nem tudja megoldani

a célfeladatot magat. Aki pedig meg tudja oldani, annak nem lennének sziikségesek.

Mind az orai tevékenységgel, mind az otthoni feladatsor-készitéssel kapcsolatban azt
tapasztaltuk, hogy 0Osszefiiggés van a hallgatok évfolyama és a teljesitményiik kozott. Az
otodéves hallgatok, akik mind az 5 félév Algebra és Szamelmélet kurzust teljesitették, az
Algebra és Szamelmélet 3-at mar egy évvel koribban befejezték. Igy az ¢ tudasuk sokat
kophatott — masrészt viszont iilepedhetett is. A negyedévesek, akik frissen fejezték be az
Algebra és Szamelmélet 3-at, még friss tudassal érkeztek — de nem is volt id0 arra, hogy

elmélyiiljon, igazan sszeélljon a fejiikben a tanultak rendszere.

A tapasztalat az, hogy ha felejtettek is az oOtodévesek, késziiléssel ezt konnyen tudtak
ellensulyozni, igy az eltelt egy év inkabb eldny6sen hatott. Ugyanis akik frissen tanultak az
Algebra és Szamelmélet 3 targy anyagat, azok nem tudtak ahhoz kapcsolodo feladatot feladni,
s6t megoldani sem. Ezek szerint az eltelt id6 rovidségének negativ hatdsa volt er6sebb, nem

érkeztek még el a Gestalt allapotba, igy nem tudtdk alkalmazni a tanultakat.

A doktoranduszok nem teljesitettek sem jobban, sem rosszabbul, mint a tobbi hallgato.
Erdsségiik volt a forraskutatds, jo érzékkel talaltak nehéz feladatokat, de példaul a fentebb
emlitett 3. feladatsor is egy doktorandusz elsé (gyenge) probalkozasa, amit tobbszori javitas

kovetett.

3. Osszefoglalas

Kutatdsunkban a matematikatanar szakos hallgatok és doktoranduszok feladatkészitési,
probléma-felvetési képességeit vizsgaltuk. A szakirodalom szellemének megteleléen
kidolgoztunk egy szempontrendszert, ami a fels6bb szakmai hattérre, a kiilonb6z6 szintli
feladatokra, a témakozpontusagra és a magyar feladatkultirara alapul. A kisérlethez
meghirdettiink egy kurzust az ELTE TTK felsObbéves €s doktorandusz hallgatdi részére,

amelynek végsé célja a problémafelvetés ezen szempontok szerinti vizsgalata volt. A
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kisérletben 11 elit hallgatd vett részt. Megallapithatd, hogy a szakmai hattérnek le kell
iilepednie, miel6tt valaki annak a segitségével feladatot tud kitlizni. Az elkészitett feladatok
minden esetben az egy-masfél évvel azeldtt tanult tananyagra alapultak. Megallapithato, hogy
a harmadévesek altal benyujtott feladatsorok elsd probalkozasra nem feleltek meg a kurzus
kovetelményeinek, a masodik alkalommal azonban mar igen. A felsébbéves hallgatok
feladatsorai minden szempont szerint jobban helyt alltak. A doktoranduszok inkabb 1étezd
feladatokhoz készitettek ravezetd feladatsort, amelyek tobb szempontbdl teljesitették, néhany

szempontbol nem teljesitették a feltételeket.

Azt gondoljuk, hogy a frissen szerzett tudds még nem elég alapos ahhoz, hogy egybdl
alkalmazzuk mas kornyezetben, mig a lelilepedett tudas hasznalhatonak bizonyult. A
doktoranduszok teljesitményére is probaltunk magyarazatot keresni. Az egyik lehetdség az,
hogy a tanari munkajuk alatt annyira kiestek az egyetemi matematikédbdl, hogy a felsébb
tananyag segitségével nem tudtak 0j, nehéz feladatot kitalalni. Egy masik lehetséges eset az,
hogy munkéjuk soran taldlkoztak olyan nehéz versenyfeladatokkal, amik megfeleltek a kurzus
kovetelményeinek, igy kényelmesen adodott nekik, hogy a kurzus kdvetelményeihez
gyartsanak egy ravezeto feladatsort. A bevezetdben felsorolt eredmények alapjan azonban az a
legvalosziniibb, hogy eddigi tanari munkajuk soran nem készitettek elég sok feladatot, nem

valtak szakértové a Patakova-féle értelemben.

A negyedévesek altal beadott feladatok azt jelzik, hogy a probléma-felvetési képesség
valamikor megvan a leendd tanidrokban. Ahhoz, hogy ezt a képességet megtartsuk, szinten
tartsuk, ahhoz az eddigi kutatasok alapjan az sziikséges, hogy a gyakorld tanarok, ha nem is
gyakran, de rendszeresen készitsenek 6nalloan feladatot. Mind a harmad-, mind a negyedévesek
altal beadott feladatsor azt mutatja, hogy az egy éves tavlatban felfrissitett szakmai anyaggal
mar tudnak mit kezdeni a hallgatok. Az 6rai munka alapjan megallapitottuk, hogy a
doktoranduszok hétrél hétre képesek felfrissiteni az elhalvanyult tudasukat. Minden
alkalommal, amikor valami hianyossag kideriilt egy oran, a kdvetkez6 alkalomra 6k mar fel
tudtak idézni a régen tanultakat. Az, hogy mégsem ilyen feladatsort kiildtek be, annak praktikus

okai vannak, ilyen modon kdnnyebben tudtak a kurzust teljesiteni.

Osszegzésiil elmondhatjuk, hogy a kurzus keretében tapasztaltak alapjn a hallgatok feladat-
kitlizési képességeinek fejlesztése lehetséges, de nehéz feladat, emellett mindenképpen
sziikséges. Emellett fontos tanulsag, hogy nem realis elvaras, hogy a hallgat6 feladatot tudjon

frissen tanult egyetemi tudas alkalmazéséaval, annak tilepednie kell.
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3.1.  Aszerzék részvétele a kutatasban.

A szerzok a kutatas teljes egészében részt vettek, tobbek kézt maguk is résztvevoi voltak a

kurzusnak. A témabdl eldadast tartottak a MIDK 2018 konferencian.
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International Group for the Psychology of Mathematics Education (Eds: Woo, J.; Lew,
H.; Park, K.; Seo, D.) 129-136 2007.

e Leung, Shuk-kwan S., On analyzing problem-posing processes: A study of prospective
elementary teachers differing in mathematics knowledge. In J. P. Ponte, J. F. Matos.
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5. Fiiggelék

5.1.  Algebra kurzusok tematikaja

forras: www.cs.elte.hu/~csaba/bboard

o Algebra és Szamelmélet 1., 1. félév: Oszthatosag az egészek korében, irreducibilis és
primszamok, dsszetett szamok, paros szdmok szdmelmélete. Maradékos osztas,
Euklideszi algoritmus, kitiintetett kozos 0szto és legkisebb k6zos 0sztd, primek és
felbonthatatlanok kozotti 0sszefiiggés. A Szamelmélet Alaptétele, kanonikus alak.
Kongruencidk, maradékosztalyok, teljes és redukalt maradékrendszerek. Szamelméleti
fliggvények: osztok szdma, osztok sszege, Euler-fv. Multiplikativitas, formulak.
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Linearis kongruenciak és —kongruencia-rendszerek.Linearis diofantikus egyenletek,
oszthatosagi szabalyok (2,4,8,3,9,5,25,11). Euler-Fermat-tétel, Wilson-tétel.
Nevezetes azonossagok (0sszegek ¢€s kiilonbségek hatvanyai). Mersenne- ¢s Fermat-
szamok. Tokéletes szamok, Dirichlet-tétel (bizonyitas nélkiil), végtelen sok 4k-1 alaku
prim van. Fermat-sejtés. Rend, tulajdonsagai, osztok, hatvany rendje. Mersenne- és
Fermat-szamok osztoi. A szamelmélet hires problémai. Oszlopvektorok, matrixok,
Osszeglik, szorzasuk, transzpozicio. Eldjeles aldetermindns, kifejtés sor és oszlop
szerint, inverz matrix, bal- és jobb inverz.

Algebra és Szamelmélet 2., 2. félév: Komplex szamok, polinomok. (A témak nem

jatszanak kiemelt szerepet a kisérletben, igy nem fejtjiik ki dket részletesen.)
Algebra és Szamelmélet 3, 5. félév: Permutaciok. Szorzas, Inverz, parités, eldjel,
felbontés ciklusokra. A rend és a paritas megallapithato a ciklusszerkezetbdl. Elgjelek

szorozhatosdga. Determindns: definicid, tulajdonsagok (linaritas, oszlopcsere,
transzpozicio). Kiszamitas eliminalassal. Vandermonde-determinans, determinansok
szorzéstétele. Vektortér, altér, linedris fiiggetlenség, bazis, dimenzid. Alterek
Osszegének dimenzioja, direkt szorzat. Vektorok koordinatai adott bazis felett.
Linearis leképezések, transzformaciok és miiveletek leképezésekkel, linearis leképezés
matrixa. Bazistranszformacio. Kép, mag, ezek dimneziodja, rang, determinans. Térfogat
¢és determinans kapcsolata. Linedris transzformaciok invertalhatosaga, ekvivalens
leirasok. Nullosztok. Sor- €és oszloprang egyenldsége. Szorzat rangja. Linearis
egyenldségrendszerek és a rang. Cramer-szabaly.

Polinomosztas, euklideszi algoritmus és szamelmélet alaptétele, irreduclulis
polinomok . test felett. Kapcsolat a gyokok és a polinomok irreducibilitdsa kozott
masod- harmad és magasabb fokll polinomokra. Irreducibilis polinomok leirasa valos
¢s komplex szamtest felett. Sajatérték, sajatvektor, karakterisztikus polinom,
diagonalizalhatdsag, transzformacié minimalpolinomja, Cayley-Hamilton-tétel.
Jordan- féle normalalak (bizonyitas nélkiil).

Csoport fogalma, példak: matrixok, szimmetriacsoport,kvaterniok. Hatvanyozas €s
tulajdonsagai. Rend, ciklikus csoport, izomorfizmus. Részcsoport, mellékosztaly,
Lagrange-tétel. Permutacidcsoportok. Orbit, stabilizator, szamolasok. Cayley-tétel.
Algebra és Szamelmeélet 4. , 6. félév: Testbdvités, hanyadostest. Szerkeszthetdség. A
fontosabb témakordket a dolgozat szovegtorzsében felsoroltuk.

Algebra és Szamelmélet 5. , 7. félév: Gylirlielmélet, véges testek.
A 2. félévi kurzushoz hasonl6an most nem részletezziik.
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5.2. : 1. feladatsor
1.1. Aladar és Boglarka kavicsokkal jatszanak. 2017 kavicsot tesznek egy kupacba, ezutan ebbol
felvaltva elvesznek 1-3 kavicsot. Az nyer, aki az utols6 kavicsot elveszi. Kinek van nyer6 stratégidja,

ha Aladar kezd? Mi a nyer0 stratégia?

1.2. Aladar és Boglarka valtoztatnak a szabalyokon. Ezttal a kezdo” jatékos (Aladar) mondhatja meg
a kezd6lépés el6tt, hogy hany kavicsot vehetnek el az adott jaték-ban maximum. (A minimum
tovabbra is 1 kavics, nem mondhat 2016-nal nagyobb szamot.) Milyen szamokra lehet Aladarnak

nyero stratégiaja?

1.3.Van-e 3 olyan négyzetszam, amelyek Gsszege 8-cal oszthatd, ha koziiliik a) legfeljebb 2, b)
legfeljebb 1, c) egyik sem oszthat6 8-cal.

1.4. Bizonyitsd be, hogy 6|(n? + 5) n, ha n pozitiv egész.

1.5. Adottak a szamok 1-t6l n-ig, ahol n oszthat6 8-cal. Bizonyitsd be, hogy 1étezik olyan parositas,

amelyben minden par 0sszege négyzetszam!

1.6. Az 1; 2;...; 2014?°* szamok koziil Aladar és Boglarka felvéltva térolnek le egy szamot (Aladéar
kezd), amig csak két szam marad. Ha a megmarado két szam Osszege négyzetszam,akkor Boglarka

nyer, egyébként Aladar. Kinek van nyer6 stratégiaja?

(OKTV III. kategoria /"spec. mat."/ dont6 2014.)

5.3.: 2. feladatsor

1. Egy négyzet négy sarkara szamokat irok. Ezeket ugy valtoztathatom, hogy két szomszédos csticshoz
ugyanannyit adhatok hozza (vagy vonhatok ki). Elérhetd-e, hogy a négy cstcsban ugyanaz a szam
legyen, ha kiindulasként rendre

a,1,0,0,0,

b, 1,0, 1, 0 szerepeltek?

2. a, (Allapotfiiggvény feladatsor, dsszedllitotta Surdanyi LdszI6) Egy asztal koriil hatan tilnek, koziiliik
kett6 el6tt egy-egy tanyér van. A tobbiek el6tt nincs tAnyér. A két ,,tanyéros” ember kozott egy ember
il. Egy lépésben két szomszédos személy elé egy-egy ujabb tanyért helyeziink. Elérheté-e néhany
1épéssel, hogy mindenki el6tt ugyanannyi tanyér legyen?

b, Mi a helyzet hét ember esetén? (A kiosztas €s a szabalyok nem valtoznak)
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3. (Elemi matematika 1 feladatgyiijtemény) Most egy haromszog csticsaihoz irok szamokat.
Megengedett 1épés, hogy az egyikbdl elveszek néhanyat és a masik kettohoz hozzaadok kétszer ennyit.
Elérhetd-e, hogy a harom szam egyenl6 legyen, ha kiindulasként az

a, 5, 11, 14,

b, 11, 9, 5 szerepeltek?

4. Odon, Richard és Jend zsetonokért kartyaznak. Minden kor vesztese ad 2 zsetont a téle balra, 1
zsetont a téle jobbra tildnek. A jaték kezdetén (hogy az esélyek nagyjabdl egyenléek legyenek), a
legfiatalabb Jendnek 7, a kozépsd Richardnak 5, mig Odonnek 3 zsetonja volt. Lehetséges-€, hogy a

jaték végén rendre 7, 4 és 4 zsetonnal alltak?

5. Odon, Richard és Jené megvaltoztatjak a szabalyokat. Minden kor végén a gydztes kap 2 zsetont a
t6le jobbra 1il6tdl, a tdle balra 1il6 pedig a bankbol kap egyet. Ha kezdetben mindenkinek 20 zsetonja

volt, elérhet6-e, hogy néhany kor utan 25, 29 és 33 zsetonjuk legyen?
Megoldas otletek:

1. a, Paritas miatt nem lehetséges
b, Atlok 6sszege

2. a, Valdjaban ez az 1/a feladat (a meréleges vektora (1, -1, 1, -1, 1, -1)
b, megoldhato

3. a, megoldhat6
b, mod 3, merdleges az (1, 1, 1), kozépiskoldsan: az 6sszeg harommal vald oszthatosaga nem
valtozik

4. Nem, mert bar az 6sszeg 7-tel vett maradéka nem valtozott, de a 4A+2B+C maradéka igen (és
a (4, 2, 1) is merdleges vektor)

5. Az A-4B+3C 13-mal vett maradéka nem valtozik, ezért nem érhetd el.

5.4.: 3. feladatsor
Azért valasztottam ezt a feladatot, mert altalanos iskolaban is megoldhato altalanos iskolai

modszerekkel viszont ott egy nehezebb feladatnak szamit.

Feladat: A Héttoronyban 100 rab sinylddik, cellaik szép rendben sorakoznak egymas utan. A szultan

egy ¢éjszaka elkiildi egyik bortonérét, hogy minden egyes cellan forditsa el a zarat.

Csakhamar meggondolja magat, és megparancsolja, hogy minden masodik cella ajtajan ujfent
forditsak el a zarat. Rogtén ezutan egy harmadik 6rt is elkiild, hogy most minden harmadik cella

zarjan forditson. Ez megy egészen hajnalig. Miutan a szazadik bortondrnek is parancsba adta, hogy a
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szazadik cella ajtajan forditsa el a zarat, a szultan végre alomba meriil. Azok a rabok pedig, akik

reggel cellajuk ajtajat nyitva talaljak, békében elmehetnek. Hanyan is vannak 6k?
Megoldas:

Mindegyik zar annyiszor fordul, ahany osztdja van a cella sorszamanak.

Azok fognak kiszabadulni, akik cellasorszdmanak paratlan szamu osztoja van.

Legyen n a cella sorszama. n kanonikus alakja: n = [] pf‘ ' n osztoinak szama: [[(a; + 1) Ez akkor
lesz paratlan, ha a szorzat minden tényezéje paratlan, azaz ha minden a;péros. igy pont a

négyzetszamokat kapjuk.

Tehat azok fognak kiszabadulni, akiknek a cellasorszama négyzetszam. 1 és 100 kdzott a

négyzetszamok: 1,4,9,16, 25,36,49,64,81, 100

Azaz 10 rab mehet el.

Ravezeto feladatok

frd fel a kovetkezé szamok kanonikus alakjat (Vagy primtényezds felbontasat, attél fiigg, hogy éppen
hanyadikosok és hogy tanultak.)! 8, 26, 58, 100, 150

Igazak-e a kovetkez6 allitasok? Valaszodat indokold!
a. 2|65 b. 3|129 c. 6288 d. 15|95
Hany osztdja van a kovetkez6 szamoknak? 7, 16, 28, 242 Sorold fel mindet!

Kati mamanak van 20 db cukorkdja, melyet szétosztott az unokai kozott. Sikeriilt Ggy szétosztania az

0sszes cukorkat, hogy minden unoka ugyanannyi cukrot kapott. Hany unokéja lehet Kati mamanak?

Mond meg 1 és 100 ko6zott a legkisebb olyan szamot, aminek 3 db osztdja van és a legkisebbet,

aminek 10 db osztdja van!

Van 10 db korongom, melyeket az asztalon egymas mellé letettem egy sorba és megszamoztam éket
1-t61 10-ig. A korongok egyik oldala piros, a masik kék és most épp mindegyik piros oldalaval felfele
van az asztalon. Fogadtam a testvéremmel, hogyha mindegyiket annyiszor forditom meg, ahany

osztdja van a sorszamanak, akkor kevesebb, mint 3 db korong lesz kék oldalaval felfele. Nyertem?
Megoldasok

1.8=23,26=2-13, 58 =229, 100 =22-5%, 150 =2-3-52
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2. Nem, mert 65 nem paros / primtényezds felbontasaban nem szerepel a ketto.

Igen, mert 142+9 = 12 és a 12 oszthatd 3-mal, azaz a 129 szamjegyeinek sszege oszthatd 3-mal / 129

primtényezés felbontasaban szerepel a 3.
Igen, mert 2-vel és 3-mal is oszthato / primtényez0s felbontasaban szerepel a 2 és a 3 is.

Nem, mert 3-mal nem oszthat6 / primtényez6s felbontasaban nem szerepel a 3.

Szam 7 16 28 242
0sztok szama 2 5 6 6
0sztok 1,7 1,2,4,8,16 1,2,4,7,14,28 1,2,11,22,121,242

Unokainak szama lehet: 1,2,4,5,10,20. (Ezek pont a 20 oszt6i.)

A legkisebb, aminek 3 db osztdja van: 4, mert neki 3 osztdja van és eldtte mindenkinek kevesebb vagy

mert 0 az els0 négyzetszam az 1-t kovetden.

A legkisebb, aminek 10 db osztdja van: 10 osztoi: 1,2,5,10 ebbdl a 10 kétféleképpen bonthato
szorzatta: 2-5 vagy 1-10. Az elso esetben a keresett szam kanonikus alakjaban 2 primszam szerepel
nem nulla hatvanyon, amibdl az egyik elsé a masodik pedig negyedik hatvanyon szerepel: n = p} - p]‘-}
Ez a szam akkor lesz a legkisebb, hap; = 2 és p; = 3 . Tehdt a keresett szam: 48. A mésodik esetben
a keresett szam kanonikus alakjaban egy primszam szerepel nem nulla hatvanyon. Azaz a keresett
szam:p®. Ez a szam akkor lesz a legkisebb, ha p = 2. Azaz a keresett szam: 512. Viszont a keresett

szamnak 1 és 100 kozé kell esnie és a legkisebb ilyen szamot keressiik, ezért a keresett szam: 48.

Azok lesznek a végén kék oldalukkal felfele, amelyeket paratlan sokszor forditottam meg. Ezek azok a
korongok lesznek, ahol a korong sorszamanak paratlan szami osztoja van. Ezek a négyzetszamok. 1-
t6l 10-ig a négyzetszamok: 1,4,9. Tehat 3 db korong lesz kék oldalaval felfele. Vesztettem @ (Tobb

szamelméletet kellene tanulnom... © )
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