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2. Bevezeto

A dolgozat azzal foglalkozik, hogy a magyarorszagi altalanos- és kozépiskolas diakok
sajat bevallasuk szerint mit tudnak, illetve mire emlékeznek a szamelméleti alapfogalmakbol
(Csanyi — Pozsonyi — Szabd 2014). A szerzok dolgozatukban elészor a kerettantervet
vizsgaltdk meg. Megkeresték benne az §sszes olyan pontot, ahol a szamelmélet tanitasarol szo
esik. Ezutan interjukat készitettek tanarokkal az orszadg tobb pontjan, majd megnézték a
gyerekek flizeteit is, hogy kideriiljon, mi az, ami valéban nem hangzik el az 6rdkon, és mi az,
amit a hallgatok csak letagadnak/elfelejtenek. Ezek utan arra a megéllapitasra jutottak, hogy
sajat bevallasuk szerint a didkok altalaban még a szamelmélet alapjait sem sajatitottak el.

Ebben a dolgozatban azt vizsgaljuk, hogy a didkok sajat tudasukrdl alkotott véleménye
helytallo-e, és mit takar az altaluk bevallott tudds illetve nemtudds. Ehhez az el6zd
dolgozatban leirt diagnosztikus értékelést is figyelembe véve dolgozatokat allitottunk Gssze.
Az els6 tapasztalatok utdn a dolgozatokbodl elkészitettiink egy javitott, masodik verzidt, és a
tovabbiakban ezeket irattuk meg a diakokkal.

A dolgozatok eredményeit tobb Szempontbol kielemeztiik. Tobbfajta statisztikat
készitettiink, kigytjtottilk a tipushibakat és a megoldasi modszereket. Ezeket elemezve a kép
tragikus. Kideriil, hogy a magyar kozépiskolasok szamelmélet tudidsa megfelel az el6zo
dolgozatban alkotott képnek. Ahogy Kanadaban az egyetemeken (Zazkis — Campbell 1996a),
a magyar kozépiskoldkban is valtoztatdsra van sziikség. Ezért vizsgalni kezdtiik, hogy hogyan
lehetne az iskolai szamelmélet oktatast hatékonyabba tenni.

Emiatt elmentiink megkérdezni a Debreceni Egyetem szamelmélet oktatoit (Pintér
Akos, Gaal Istvan, Hajdu Lajos), hogy szerintiik mit lenne fontos megtanitani szamelméletbél
az iskoldban. Budapesten Karolyi Gyulat és Gyarmati Katalint kérdeztiik ugyanerrdl. A
kutatok valaszaira timaszkodva vizsgalni kezdtiik, hogy mire jo a szamelmélet, azaz milyen
szerepet jatszik a szamelmélet a mindennapi é€letben és a matematikan beliil. Két f6 iranyt
tudtunk megkiilonboztetni: az egyik a szamelmélet alkalmazasa a tudomanyban (titkosirés,
titkositds, kodolas, véletlen modszerek), illetve a mindennapi életben (naptar, Ora,
bankkartyak stb.). A masik a szamelmélet Osszetett gondolkodésfejleszté hatasa. Ahogy a
szamelmélettel foglalkozd oktatok is hangstulyoztak, fontos a spiralitds elvét szem el6tt tartva
tanitani. Ennek megfeleléen olyan feladatokat készitettiink, amelyekhez korabban tanult
fogalmakat kell feleleveniteni a szamelmélet tanulasa kdzben, illetve amelyek a szamelméleti

fogalmak atismétlését igénylik mas anyagrészek tanulasa kozben. Az algoritmusok, titkosiras



irdnyaba mutat6 feladatokat is megfogalmaztunk. Dolgozatunkban ezekbdl is bemutatunk
néhanyat.

Dolgozatunk egy nagyobb munka része. A dolgozat fizikai kereteit figyelembe véve
eredményeinket nem teljes terjedelmiikben kozoljiik. Bizonyos részekrdl csak emlitést
tesziink, hogy a kutatas legfobb vonulata jol 1athatd maradjon.

Ahhoz, hogy a magyarorszagi helyzetet és eredményeket értékelni tudjuk, sziikségiink
volt arra, hogy utanajarjunk: mas orszagokban milyen kdvetelményeket tdmaszt a kerettanterv
erre a témakorre vonatkozoan. Az angol kerettantervben (1) hasonld kulcsszavakat talaltunk,
mint a magyarorszagiban, 4m ott csak a 100-nal kisebb szamokat kell tudni faktorizalni, és
csak a 20-nal kisebb primeket kell ismerni. A kozépiskolas kovetelményben szerepel még a
legnagyobb kozos osztd, a legkisebb kozos tobbszords, a prim és a primfelbontas kifejezések
szokincsszerli hasznalata (2). A német kerettanterv csak iranyado (3, 4, 5), de nem szerepel
benne a szamelmélet kifejezés. Baden-Wiirttemberg tartomany tematikdjaban példaul
semmilyen szamelméleti vonatkozds nincs. Ha rakeresiink a szamelmélet cimszéra az
Amerikai Matematikatanarok Kozosségének honlapjan (6), akkor csupa problémamegoldd
konferenciat és workshopot talalunk. Az elsd igazan szdmelméletinek is nevezhetd
moédszertani kutatasi eredmény a 80-as évek végén jelent meg (Ball 1990). Ebben kideriil,
hogy a tortek osztasdban mutatkozoé hianyossdgok visszavezethetdek a szadmelméleti alapok
hidnyossdgaira. Azt, hogy a szadmelmélet milyen széles spektrumban tiikr6zi az ember
matematikai gondolkodédsat, mar tobb helyen kimutattdk: primszamokra vonatkoz6 tételek
megértése kapcsan vizsgaltdk, hogy az emberi agy mennyire fogadja be a paradoxon szerepét
a bizonyitasokban (Movshovitz — Hadar 1990) illetve hogyan fedezi fol a konstruktiv
bizonyitas 1ényegét (Leron 1985). A fenti kisérletek ¢s kutatdsok altalanos iskolai
tanarjelolteket céloztak meg, csakigy, mint az eddigi legattekintobb felmérések (Zazkis —
Campbell 1996b, 1996a). Ezek a kutatasok abbol a megallapitasbol indultak ki, hogy a
matematika oktatasa a tanarok sajat tudasanak fejlesztésére és elmélyitésére alapul (Steffe
1990). A cikk kovetkeztetése meglehetdsen egyszertisitett: a leendd tanarok nem értik a
szamelméletet, valamit tenni kell. Egyetemistakon végzett szamelmélet tudassal kapcsolatos
vizsgalatokat (Zazkis — Campbell 2006) gyijteményben talalhatdak. Ez a valogatas az elsd
szamelmélet oktatasrol szol6 konferencia anyaganak megjelentetett valtozata. Kozépiskolasok
korében végzett hasonld, szamelméleti kutatasokrol azonban nincsen tudomasunk.

A memoria és az agy mikodését korszakvaltban 0j szemszogbdl elemzd cikk
(Banikowski 1999) és David Tall eziranyu tobbévtizedes kutatasait f616lelé monografia (Tall
2012) szamunkra ramutatnak arra, hogy a tudas felmérésének technikajan is valtoztatni kell.



Mig eddig sokan Polya altalanos sikeri fejtegetéseit (Polya 2000) joggal tekintették a
gondolkodas miikodését leiré alapminek, ma mar ugy gondoljuk, hogy az 1945-ben
megjelent klasszikus tehetséges gyerekek egy lehetséges gondolkodasmodjat elemzd mi.
Ezzel nem csorbitani szeretnénk Polya munkassaganak jelentdségét, csak jelezni, hogy a kor
elérehaladtaval a gondolkodas modszertananak tudomanya is sokat fejlodott.

Tall munkai nyoman tudjuk, hogy a gondolkodas és a befogadas minden embernél
mas és mas. Bar a tesztekkel elsdsorban a lexikai tudast kivantuk felmérni, matematikaban ez
mindig a megértés valamely fokanak elérésével kell, hogy jarjon. A tanulasi folyamat szintjeit
altalanosan a Bloom-féle taxonomia (Falus 2003: 151) alapjan szintezik. Matematikaban ezt
finomitjak a van Hiele szintek (Hiele 1986). Bar van Hiele eredetileg a matematika teljes
befogaddsara épitette fel szintjeit, azok elsdsorban a geometriai gondolkodas szintjeinek
szimbolumaként terjedtek a koztudatban. Tall (Tall 2012) elemzi is, mennyire nem
alkalmazhaté ez az algebrara, a (Colignatus 2014)-ben pedig kritizaljak Tall ezen nézeteit, €s
kiemelik, hogy a van Hiele munkdssaganak f6 érdeme a szintekben valdé gondolkodas
felvetése, nem pedig a szintek pontos meghatarozasa. Van Hiele (Hiele 2002) atfogalmazza
elméletét: a legtobb tudomanyagnak megvannak a kiilonb6z6 gondolkodasi szintjei: a lathato,
a leir6 és az elméleti szintek. Ugyanitt nyilatkozik a szdmelmélet és az algebra kapcsolatarol:
az aritmetikibol az algebraba valdo atmenet nem tekinthet6 1j szintnek. A betlik
mennyiségeket jelolnek, igy ebben nincs semmi uj. Erre Tall (Tall 2013: 105) valasza az,
hogy a didkok sokkal nagyobb sikereket érnek el az olyan egyenletek megoldasanal, ahol csak
az egyik oldalon van valtozo.

Mindezek alapjan ~ megalapozottnak  tlinik  egy  szamelméleti-algebrali
gondolkoddsmodell felallitdisa. Ez a dolgozat magyar nyelven irddik, magyar emberek
olvassdk. Ennek a jelentdsége akkor jott eld, amikor idegen nyelvre kezdtiik forditani a
munkat. A kifejezések angol forditdsai egészen biztosan nem fogjak teljes mértékben kovetni
a magyar jelentést. Ugyanez a helyzet allt el6, amikor Freudenthal ,,zich realiseren”
kifejezése angolul ,realistic” majd magyarul realisztikus lett, holott a zich elétag a
hollandban a visszahatd igeel6tag (mos-mosdik), igy a magyar durva forditasa ,,sajat
maganak elképzelheté matematika oktatas” lenne a most haszndlatos ¢és sokak altal
félreértelmezett |, realisztikus matematika oktatasnak”. igy az olvasdnak sokkal inkdbb a
szintek tartalmara, mint az elnevezésre kell Osszpontositania. Mieldtt tovabbfliznénk a
gondolatot, nem allhatjuk meg, hogy ne idézziik Bessenyei idevagd gondolatat, amely
dolgozatunk mottojat is adja: ,,Minden nemzet a maga nyelvén lett tudos, de idegenen

sohasem.”



3. Dolgozatok osszeallitasa

A bevezetdben leirtak szellemében két dolgozatot allitottunk Ossze. (1. melléklet:

Dolgozat A valtozatl. melléklet és 2. melléklet) Harom szempontot figyelembe véve.

NEHEZSEG TiPUS TEMAKOR
o konnyi e fogalom nevével o legnagyobb kézis oszté
o alkalmazdssal kapcsolatos o legkisebb kozis tébbszoros
széveges feladat , ;
e maradékos osztds

o szamelmélet alaptétele
o osztok, osztok szama

o relativ primség

o oszthatoésdgi szabalyok

Elészor is a dolgozat legyen konnyili. A dolgozatban elsdsorban nem logikai- és
feladatmegoldasi képességeket, hanem szdmelméleti targyi tuddst akartunk felmérni. Arra
koncentraltunk, hogy megallapithassuk, hogy a tanulok milyen szinten sajatitottdk el a
kérdéses fogalmakat. A legegyszeriibb szamelméleti fogalmakra és modszerekre kérdeztlink
ra feladatok formajaban gy, hogy a feladatok megoldasa az alapvetd szamelméleti tudason
kiviil ne kivanjon meg semmi mast. Ne legyenek benne nehezebb logikai 1épések, lehetdleg
csak egyfajta modszert kelljen egy-egy feladatban alkalmazni és azt is a legegyszeriibb
formaban. Ennek megfelelden a dolgozatot barmilyen korosztaly nehézségek nélkiil kitoltheti,
ha mar tanulta a szamelmélettel kapcsolatos alapfogalmakat.

A dolgozat Osszeallitdsanal elészor az idokeretet allapitottuk meg. Amig egy didk
pillanatok alatt megvalaszol 15 tesztkérdést, az egy huzamban megoldhat6 feladatok szama
ennél korlatozottabb. Figyelembe kellett venniink a didkok koncentracidképességeinek idobeli
kapacitasat. Azt mar tobb kutatds sordn kimutattak, hogy a didkok 20-25 percnél tovabb nem
tudnak teljes Osszpontositassal dolgozni, ez az id6 azonban teljesithetd.

Réadéasul ez nem egy olyan dolgozat, amire elére felkészitette a didkokat a tanar.
Minden osztaly vératlanul kapja meg ezeket a feladatokat. Ezért azt gondoltuk, hogy nem
toltjlik ki a teljes 45 perces tandraidot, amely két ilyen ciklust tartalmaz, hanem 6sszeallitunk
egy 15-25 perc alatt megoldhatdo feladatlapot. A masodik szempont az volt, hogy
kiilonvalasszuk a fogalmakat alkalmazo és a fogalmakra rdkérdezd feladatokat. Ezzel azt



akartuk vizsgalni, hogy az adott fogalmakkal tudnak-e dolgozni, meg tudjak-e oldani az ezzel
kapcsolatos feladatokat. Illetve, hogy tudnak-e ugy dolgozni, ha a feladatok szovegét csak a
fogalmak nevével fogalmazzuk meg. Példdul a 3-mal valdé oszthatosdgi szabalyra
rakérdeztiink konkrétan is, és kiilon rakérdeztiink az alkalmazasara is.

Ird le az alabbi oszthatésdgi szabdlyokat!

3-mal:

Karikdzd be azokat a szamokat, amik oszthatok 3-mall
283, 96, 1176

Minden témakorhoz két feladatot allitottunk 0ssze. Az egyik a fogalomra rakérdezo, a
masik a fogalmat alkalmaz6 vagy szoveges tipusu. A harmadik szempont a témakorok szerinti
csoportositas volt. Mivel szamelméletbdl rengeteg feladat van és anndl kevesebb alapfogalom,
ezért nehéz dolgunk volt a feladatlap Osszeallitasanal. Osszegyiijtottiik azokat a fogalmakat,
amelyek a késobbi matematikatanulds ¢€és a késébbi alkalmazdsok szempontjabol a
legfontosabbak. Ehhez mar némi utmutatast adott az el6z6 munkankban GOsszegy(ijtott
tesztkérdések tematikdja. A témakdroket persze redukalni kellett.

Elsé kompromisszumként az algebrahoz kapcsoldédd kérdéseket teljesen kihagytuk a
dolgozatbol. fgy nem keriiltek bele az a? — b?-hez, illetve az a™ — b"-hez kapcsolodd
kérdések, és nem keriilt bele a /2 irracionalitisara vonatkozd feladat sem. Mivel tobb
korosztallyal irattuk meg ugyanazt a dolgozatot, ezért f4j6 szivvel elhagytuk az olyan
érdekesebb kérdéseket, mint példaul a négyzetszamok 3-mal vett maradékira vagy az n!
szamjegyeire vonatkozd kérdések.

Végiil az alabbi hét t¢makdr maradt:

o legnagyobb kozés oszté: Alapfogalom, sziikséges a tortek egyszeriisitéséhez,
alapvetd diofantikus egyenletek megoldasahoz.

e legkisebb kozos tobbszoros: Alapfogalom, sziikséges a tortek 0Osszeadasahoz,
periodikussaghoz kapcsolddo szoveges feladatokhoz.

e maradékos osztas: A legalapvetobb eszkéz, mar harmadik osztalyban tanitjak. Erre
alapul a szamelmélet alaptétele, a kongruencia fogalma és kés6bb a szamitdgépes

algoritmusok jelentds része.



o szamelmélet alaptétele: Szamok felbontasa felbonthatatlanok szorzatara, eszkoz
szinte minden szamelmélet feladat megoldasdhoz. Ez egy klasszikus 1étezik és
egyértelmiiségi tétel. Minden szamelméletben valdé munka kiindulési alapja.

e osztok, osztok szama: Az oszthatosdg fogalmanak teljes megértéséhez
elengedhetetlen ennek ismerete. Akar listdzassal, probalkozassal, akar kanonikus
alakbol szamolhato.

e relativ primség: A legfontosabb technikai fogalom, kotddik a legnagyobb kozos
osztohoz, hisz csak annyit mond, hogy két szdm legnagyobb kozds osztdja egy. A
késdébbi bizonyitadsokban alapvetd szerepet jatszik.

o oszthatésagi szabalyok: A kisebb szdmokkal valo legegyszeriibb oszthatdsagi
tesztek, amelyek megkdnnyitik a primfelbontast.

Minden témakorhoz két kérdést fogalmaztunk meg. Az egyik minden esetben a
konkrét fogalom ismeretét koveteli meg, mig a masik a fogalom alkalmazasaval vagy a
fogalommal kapcsolatos szoveges feladat. Két szoveges feladat kivételével az Gsszes sajat
készitési. A nem sajat feladatok azért keriiltek bele a dolgozatba, mert elég meggydzonek ¢€s
frappansnak talaltuk oket, megfeleltek a céljainknak. A hét témakoérhoz az alabbi
kérdésparokat fogalmaztuk meg;

Legnagyobb kozos oszto:

e Mennyi 1320 és 504 legnagyobb kozds osztdja?

e Az iskolai évkonyvbe a végzds osztalyok minden tanuldjardl raknak egy képet. Az
egyes osztalyok tanuldinak képei kiilon oldalra keriilnek. A képeket egymas mellé,
sorokba rendezve ragasztjdk az évkonyvbe. Maximum hany képet rakhatunk egy
sorba, ha azt szeretnénk, hogy minden oldalon mindegyik sorban ugyanannyi kép

legyen és a végzds osztalyokba 30, 24, illetve 36 tanuld jar?

A fogalommal kérdezd kérdésnél olyan szamokat vélasztottunk, amik legnagyobb
kozos osztdja nem allapithatd meg ranézésre ¢és tobb kiillonbozé primtényezobdl all.
Figyeltiink arra is, hogy mindkét szamban legyen olyan primtényezd, ami a masik szamban
nem szerepel. Ugy valasztottuk a szamokat, hogy legyen olyan kozos primtényez6jiik is,
amely kiilonboz6 hatvanyon szerepel a két szamban. Igy a legnagyobb kozos osztd
képzésének az Osszes lehetséges hatuliitjére rakérdeztiink.

A szamunkra megfeleld szoveges feladat kivalasztasa, kitaldldsa nem volt konnytl.

Végiil emellett a (Pintér: 10)-beli feladat mellett dontottiink. Olyan feladatot kerestiink, ami



nem rugaszkodik el a hétkoznapi élettdl, és konnyen atfogalmazhatd a szamelmélet nyelvére.
Feltétel volt az is, hogy az atfogalmazis utdn mar ne igényeljen logikai 1épéseket a feladat
megoldasa. Nem szerettiik volna, hogy erdltetettnek tiinjon a feladat, azaz, hogy tigy nézzen
ki, hogy ezt szdndékosan a legnagyobb kozGs osztéra gyartottdk le. Nagy hangsulyt
forditottunk arra, hogy a feladat lehetdleg elsd olvasasra érthetd €és egyértelmiien értelmezhetd
legyen.

Legkisebb kozos tobbszoros:

e Mennyi 8 és 12 legkisebb kdzos tobbszorose?
e Zsoltinak az els6 5 éves érettségi talalkozoja 2012-ben volt, ami szok6év. Ha 5 évente
talalkoznak, mikor lesz legkdzelebb szokdévben érettségi talalkozo? (Négyévente van

szO0k6év.)

Itt a konkrét fogalommal dolgozd feladatnil olyan szdmokat valasztottunk, amikkel
konnyli szamolni. Nem csak arra voltunk kivancsiak, hogy meg tudjak-e oldani a feladatot,
hanem arra is, hogy ilyen kis szdmok esetében milyen modszerrel keresik meg a legkisebb
koz0s tobbszorost a tanulok. Azt gondoltuk, hogy els6 ranézésre sokak fejében megfordulhat,
hogy a szdmok szorzata lesz a megoldas.

A szokvanyos legkisebb kozos tobbszordsre rakérdezd villanyoszlopos vagy hajos
feladatokat kissé erGltetettnek tartottuk, ezért azoknal élethiibb feladatot kerestiink. Ugy
gondoltuk, hogy ha szokvanyos feladatot tennénk bele a dolgozatba, akkor a didkok
mechanikusan oldandk meg, hiszen ezek a feladatok mas-mas szdmokkal, de gyakran
eldkeriilnek tanulmanyaik soran. Kevesebbszer, de eléfordulnak olimpiahoz kothetd feladatok
is a témakdr kapcesan. Az ilyen jellegliekhez hasonld, a mindennapi élethez kozel allo kérdést
fogalmaztunk meg a legkisebb k6zos tobbszorost alkalmazo feladatként.

Maradékos osztas:

e Milyen maradékot ad 25-tel osztva a 12345?
e Egy szerdai matekoran a tanarnd bejelentette, hogy 30 nap mulva dolgozatiras lesz.
Julcsi jelentkezett, hogy 30 nap malva szombat lesz. Igaza van-e Julcsinak? Milyen

napon lesz a dolgozatiras?

Az els6 feladatot kétféleképpen is meg lehet oldani: akar maradékos osztassal, akar az
utolso két szamjegy vizsgalatdval. A 25-tel vald osztds abbdl a szempontbdl is érdekes, hogy
bar ezt az oszthatdsagi szabalyt is tanitjdk a tobbivel egyiitt, késébb viszont nem igazan jon

elo és szamonkérésekbe is csak ritkdn kerul bele. A masodik feladat kivalasztasanal



koriilbeliil azokat a szempontokat vettilk figyelembe, mint a legnagyobb kozO0s o0sztos
feladatnal. A maradékos osztds az egész életiinket behal6zza. Gondoljunk csak a naptérra és
az Orara. Mi egy naptaros feladat mellett dontottiink.

Szamelmélet alaptétele:

o Készitsd el a 280 primtényezds felbontasat!

e Bontsd fel primek szorzatara a kovetkez6 szamot:

420

A primtényezds felbontast nehéz volt két részre vagni. Mindkét feladatban direkt
modon kérdeztiink rd. Az egyikben berajzoltuk a segédvonalat. A legtobb tankonyvben
ugyanis egy fliggdleges vonal mentén faktorizaljak a szdmokat.

Osztok, osztok szama:

e Sorold fel az 54 6sszes osztojat!

e Csilla talalt egy 180 cm hosszi, 1 cm széles szalagot. Olyan 1 cm sz€lességli,
egyforma téglalapokra akarja szétdarabolni, amelyek masik oldala is egész cm
hosszisagu. Sorold fel az Osszes lehetdséget (beleértve azt is, hogy Csilla mégsem

darabolja fel a szalagot)!

Itt is a szokasos szempontrendszerbdl indultunk ki. Az itteni szoveges feladat a masik,
amit nem mi készitettiink, hanem egy kilencedik osztalyos tankonyvbol (Tothné 2014: 28)
vettiink. Ennél a feladatnal a gyerekeknek egy kicsit értelmezniiik kellett, hogy pontosan mit
varunk el.

Relativ primség:
e Az alabbi szamok koziil melyek relativ primek?
21, 45, 32

e Vilaszd ki az aldbbi szamok koziil azokat a szadmparokat, amelyeknek a legnagyobb

kozos osztoja 1.
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36, 49, 32

Errdl a feladatrdl eldre tudtuk, hogy kritikus lesz. A kérdéivekbdl ugyanis az deriilt ki,
hogy a jo ¢és rossz valaszokat add gyerekek kozotti kiilonbséget alapvetden a fogalmak
ismerete vagy épp a fogalmak ismeretének hidnya jelentette. A relativ prim is egy ilyen
fogalom volt. A diakok tobbsége a legnagyobb kozos osztd fogalmat ismeri, de azt mar nem
tudja, hogy a relativ primség egy specialis esete a legnagyobb kozOs osztonak, amikor két
szam legnagyobb kozos osztoja egy. A szamokat gy valasztottuk ki, hogy konnyen lehessen
szamolni veliik, és ne azon maljon a sikeres megoldas, hogy elszamoljak-e a feladatot.

Oszthatdsagi szabalyok:

e frdle az alabbi oszthatosagi szabélyokat!

1. 8-cal:
2. 12-vel:
3. 3-mal:
e Karikazd be azokat a szamokat, amik oszthatok
a) 3-mal
283, 96, 1176
b) 6-tal
72,76, 84
c) 4-gyel
48, 154, 228

A szamelmélet feladatok nagy részénél megoldas kozben sziikség van az oszthatdsagi
szabalyok alkalmazisara. Mindkét feladatndl harom egymastdl eltérd tipusu oszthatdsagi
szabalyt valasztottunk. Az egyik a szam végzddésével, mig egy masik a szamjegyek
Osszegével kapcsolatos, harmadiknak pedig egy Osszetett oszthatosagi szabalyt valasztottunk.
A konkrét fogalomra kérdezd feladatnal a szabalyok leirasara kértiik a didkokat, mig az
alkalmazassal kapcsolatos feladatnal néhany szamrdl kellett eldonteni bekarikazassal, hogy

oszthato-e a megadott szammal vagy sem.

4. AKitoltés megszervezése

Az eddigi eredmények és tapasztalatok alapjan az alabbi hipotézisekkel kezdtiik el a
dolgozatok kitoltetését:
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o A gyermekek szamelmélet tudasa korosztily és szakfiiggd.

o A gyermekek szamelmélet tudasa iskola és tanarfliggd.

e Virhatéan a 9-10. osztalyosok és a fakultacidsok eredményei hasonldak lesznek.

e Varhatéan a matematikdt normal szinten tanulé 12. osztdlyosok eredményei
elmaradnak majd a 9-10. osztalyosokétol.

e A szovegesen megfogalmazott feladatokat jobban fogjdk tudni megoldani a didkok,
mint az explicit fogalmakat tartalmazo feladatokat.

A Kkérdoives felmérés sordn szerzett tapasztalatok oOvatossagra intettek benniinket.
Tudtuk, hogy fenndll az a lehetdéség, hogy nem sikeriil elsore Osszedllitanunk a tokéletes
dolgozatot. Hiszen akdrmilyen gondosan is tervezi az ember a kisérletet, késdbb
felmeriilhetnek olyan szempontok, amelyeket eddig nem vett figyelembe. Ezért eldszor egy
sziikebb korrel toltettiik ki a dolgozatokat.

Els6sorban a tudasra és a tipushibdkra voltunk kivancsiak. A tudas felméréséhez
idedlis esetben elegendd lett volna osztalyonként egy-egy tanuloval kitdlteni a dolgozatot, de
ez naiv abrand. A tipushibak kiszlirése nagyobb létszamu kitdltést igényel, mert fennall a
lehetdség, hogy mindenki — véletlenszeriien vagy tudatosan — ugyanazt a hibat koveti el. A
véletlenszerliség elkeriiléséhez nagy létszdmi mintara van sziikségiink, a tudatos hiba
elkeriiléséhez pedig kiilonbozé iskolakban tanuld diakok megoldasaira. fgy bar tudtuk, hogy
ez még nem a végleges dolgozat, mégis nagy mintara volt sziikségiink.

Harom kiilonbozé szinti és jellegli iskoldba vittik el a dolgozatokat: egy
gimnaziumba (Kaposvari Egyetem Gyakorlo Altaldnos Iskola és Gimnazium), egy
matematika  orientaltsdga = szakkdzépiskolaba  (Noszlopy — Gaspar  Kozgazdasagi
Szakkozépiskola) és egy Aaltalanos szakkdzépiskolaba (Eotvos Lorand Miszaki
Szakkozépiskola, Szakiskola és Kollégium).

Az 512 db dolgozat kijavitdsa utdn ugy dontottiink, hogy néhany helyen valdban
célszerli atfogalmaznunk a feladatokat. A modositasok egyik részét a feladatok szovegének
félreérhetdsége tette indokoltta. A valtoztatdsok masik részre pedig azért volt sziikség, mert
olyan nem vart megoldasi stratégidk keriiltek eld, amik leegyszertsitették a feladatmegoldast,
¢és ezzel kikeriilhetové valt a vizsgalni kivant fogalmak alkalmazasa.

A legnagyobb kozds osztohoz ¢és a szamelmélet alaptételéhez kapcsolddo feladatokon
nem valtoztattunk.

A maradékos osztas alkalmazasahoz tartozd feladaton valtoztattunk. Ezt azért éreztiik

sziikségesnek, mert azt, hogy milyen nap lesz 30 nap mulva sokan az ujjukon szamoltdk
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végig, mig masok felirtdk a szadmokat 30-ig, és a szamok fol¢ irtdk a napok kezddbettiit,
tobben még naptdrat is rajzoltak hozza. A 30 napot 100 napra, a dolgozatirast pedig utolso
tanitasi napra cseréltiik. {gy a feladat szovege a kovetkezd lett:
e Egy szerdai matekdran a tandrné bejelentette, hogy 100 nap mulva lesz az utolsé
tanorajuk egyiitt. Julcsi jelentkezett, hogy 100 nap mulva szombat lesz. lgaza van-e

Julcsinak? Milyen napon lesz az utols6 matekora?

Az osztok, osztok szdma témakor szoveges feladatdban a 180-at egy kisebb szamra
cseréltiik, mert a 180-nak sok osztdja van és csak keveseknek sikeriilt az 6sszeset felsorolniuk
hidnytalanul. A gondolatmenetek nehezen kdvethetdek voltak, tobben Ossze-vissza irogattak
az osztokat, mindenféle szisztéma nélkiil, Szdmunkra az Osszes osztd hidnytalan
felsorolasanal fontosabb szempont volt az, hogy a tanulok a feladat olvasasa utan tudjak, hogy
a szam osztoit kell megkeresniiik. A 180-at olyan szdmra akartuk kicserélni, aminek két
primosztdja van és az egyik masodik hatvanyon szerepel a primtényezds felbontisban. Igy a
szamnak hat osztoja lesz, ami lényegesen kevesebb, mint a 180 tizennyolc osztoja, de a
felsorolasukhoz azért at kell gondolni a dolgokat. A leirtak alapjan a 45-6t valasztottuk, mert
a 12-t és a 20-at til kicsinek talaltuk. A feladat szovegét is atfogalmaztuk, mert tobben nem
értették vagy félreértették. Ez lett a modositott feladat:

e Egy 45 cm hosszii szalagot szeretnénk feldarabolni kisebb, egyforma, egész cm
hossziisaglh szalagokra. Milyen hossza darabokat kaphatunk? Sorold fel az Osszes
lehetdséget beleértve azt is, hogy nem daraboljuk fel a szalagot.

A legkisebb k6z0s tobbszoros témakoréhez tartozd szoveges feladatot teljes egészében
lecseréltiik. Azért dontottiink igy, mert sokan oldottak meg ugy a feladatot, hogy elkezdték az
évszamokat sorolni és melléirtdk, ha az adott évben osztalytalalkozd vagy szokéév volt.
Addig soroltdk az évszamokat, ameddig nem talaltak olyat, ami megfelel mindkét feltételnek.
Azt gondoltuk, hogy ha nagyobb szamokkal tesziink fel hasonldé kérdést ugy, hogy a
tobbszorosok felsoroldsaval ne lehessen gyorsan megtaldlni a megoldast, akkor tobbeknek jut
majd eszébe, hogy legkisebb kozds tobbszorost kellene szamolni. A modositott feladat a
kovetkezo:

e Egy uszodaban két medence van. Az egyikben 24 naponta, a masikban 28 naponta
cserélik le a vizet. Az uszoda zarva van azon a napon, amikor mindkettében vizet kell

cserélni. Ma zarva van az uszoda. Mikor lesz zarva legkozelebb?
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A relativ primséggel kapcsolatos feladatokat kicsit atfogalmaztuk, egyértelmiibbé
tettiik. Eredetileg a konkrét fogalomra rakérdezd feladat szovegébdl nem deriilt ki, hogy
szamparokat kereslink. Az atfogalmazds soran ez is belekeriilt a feladat szovegébe, mert
tobben egy-egy szamra irtdk, hogy relativ prim, néhanyan pedig csak a harom szam
legnagyobb kozos osztdjat vizsgaltak. Igy egy kis segitséget adtunk a feladat megoldasahoz,
de tovabbra is a fogalom nevével tettiik fel a kérdést. A fogalomhoz kdt6dé mindkét feladatot
kiegészitettiik azzal, hogy az 0sszes relativ prim szampart keressiik, mert sokan megelégedtek
egyetlen jo szampar megtalalasaval. Igy néznek ki a témahoz tartozo atfogalmazott feladatok:

e Az alabbi szamok koziil mely parok relativ primek? Soroljuk fel az 6sszes lehetdséget!

21, 45, 32

e Adjuk meg az aldbbi szadmok koziil azokat a szamparokat, amelyek legnagyobb kozos
osztdja 1. Sorold fel az 6sszes ilyen szampart!

36, 49, 32

Az oszthatosagi szabalyok témakoréhez tartozd, a szabalyok alkalmazisaval
kapcsolatos feladaton annyit valtoztattunk, hogy mindharom részfeladatnal tobb szamrol kell
eldonteni, hogy oszthatdo-e a megjeldlt szammal vagy sem. A kis szdmokat nagyobb szdmokra
cseréltiik, hogy fejben szamolas helyett a szabalyok alkalmazisara keriiljon a hangstly. Ugy
gondoljuk, hogy a tobb és nagyobb szdmoknak kdszonhetden jobban kideriil, hogy a diakok
csak rahibaztak a j6 megoldasra vagy valdban jol alkalmazzak a szabdlyokat. A feladat a
modositas utan:

o Karikazd be azokat a szamokat, amik oszthatok
a) 3-mal
283,9672, 1176, 111111, 111112
b) 6-tal
283,9672, 1176, 111111, 111112
c) 4-gyel
2345, 1234, 48148, 32100, 76432

A dolgozatok médositott, masodik véltozatai a 3. és 4. mellékletben talalhatoak. Ezen
valtozatoknak a kitdltésében a kovetkezd iskolak voltak segitséglinkre: Babits Mihaly
Altalanos Iskola és Gimnazium, Budapest; Bajza Jozsef Altalanos TIskola, Budapest;
Budapesti Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimnazium, Budapest; Magyar Laszlé
Gimnazium, Dunafoldvar; Nagy Laszl6 Altalanos Iskola és Gimnazium, Budapest;
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Varosmajori Gimnazium, Budapest. Osszesen 715 tanuld toltotte ki a dolgozatok javitott,

masodik valtozatat.

5. Javitas

A dolgozatok javitdsa természetesen nem tOrténhetett a megszokott modon, hiszen
nem osztalyozni szerettilk volna d&ket. Megprobaltunk egy olyan pontrendszert 1étrehozni,
amely tiikrozi a szdmunkra fontos kiilonbségeket az egyes megoldasok kozott. Ezért hét
kategoriat hoztunk 1étre a kovetkezoképpen:

e 6 - hibatlan megoldas

e 5-j0l kezdte, de nem fejezte be vagy nem teljes a megoldas

o 4 -elvilegjo, de szamolasi hibat kovetett el

e 3 -jol kezdte, de késObb elvi hiba

o 2 - elkezdte, de rosszul kezdte el

e 1 - irt valami kezdetlegeset, olvasta a feladatot, de nem tudta megoldani (pl. lerajzolta
a szalagot)

e 0 -hozza sem kezdett

Ezek a kategoridk altalanos megfogalmazisai. Természetesen az egyes feladatoknal
eltérhet az értelmezése, adott feladatokhoz sokkal pontosabb és konnyebben értelmezhetd
leirast is készitettlink, de a kategoériak 1ényegét az elobb felsorolt tulajdonsagok adjak.

Fontosnak tartottuk azt, hogy kiilon kategdridba tartozzon a szamolasi és az elvi hiba,
hiszen egyik sem helyes megoldas, de teljesen mast jelentenek. Mas kategoridba soroltuk
azokat az eseteket is, amikor a tanuldk iiresen hagytdk a feladatot és azokat, amelyeknél
barmilyen tollvonast, firkdt felfedeztiink, hiszen akkor mar biztos, hogy foglalkozott a
feladattal és nem csak atsiklott felette. Természetesen minden megoldas mas €s mas. Példaul
az 5. kategoriaba azok a megoldasok tartoznak, amelyek helyesek, de nem teljes megoldasok.
Ennek a kategorianak példaul az osztok felsorolasandl van jelentdsége. Nyilvan itt is
kiilonbség van akozott, hogy a tanulod egy vagy két osztot sorolt fel €s akozott, hogy egy vagy
két osztdt hagyott csak ki. Ezek olyan kiilonbségek, amelyeket egy dolgozat osztalyozasakor
nem hagyhatunk figyelmen kiviil, de jelen kutatasunknak nem mérvadd elemei. Mi sokkal
inkabb a hibak feltarasara, megértésére és kikiiszobolésére szeretnénk a helyezni a hangsulyt.

Nem elégedtink meg azzal, hogy az egyes megoldasokat kategorizaltuk, hiszen a

fejlesztés lehetdsége a megoldasok elemzésében rejlik. Ezért a pontozis mellett az Osszes
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feladathoz gytjtottik a jo és rossz tipusmegoldasokat egyarant, hiszen ebbdl lathatjuk azt,
hogy hogyan gondolkodott a kit61td diak.

A kovetkezOkben az egyes feladatokat kiilon elemezziik el6szor szamszerlsitve, majd
a tipikus — foként hibas — megoldasokat elemezzik. Az egyes feladatokhoz tartozod
kordiagramok az 5. mellékletben taldlhatdbak meg. Ahogyan azt mar emlitettik a
dolgozatokban szereplé hét témakor mindegyikét kétféle — szoveges, illetve konkrét — feladat
formajaban érintjiik. Igy az egyes feladatparokat egyszerre elemezziik.

A statisztikat a dolgozatok C és D valtozatai alapjan késztettiik, mivel az A és B
valtozatok egyes feladatai pontatlanul, a tanulok szdmara félreérthetden voltak
megfogalmazva, igy nem lett volna jo, ha azok alapjan az eredmények alapjan vontuk volna le
a kovetkeztetéseket. Ahol nem valtoztattunk a feladatokon és tigy gondoltuk, hogy érdemes,
illetve érdekes, ott természetesen az A és B valtozatok eredményeit is figyelembe vettiik. (Az

ilyen részeknél ezt jelezni is fogjuk.)

5.1. Primtényezdsfelbontas

Ahogy a dolgozatok Osszeallitdsanal emlitettiik a C csoportnak valtozatot kit6ltd
tanuloknak a 280 primtényezds felbontasat kellett elkésziteniiik, a D valtozatban pedig a 420-
at kellett primek szorzatara bontaniuk a didkoknak. F6 kiilonbség a két feladat kozott a feladat
szovegének megfogalmazasa volt és az, hogy a D csoportban mar elére meghuztuk a vonalat
— ami mellett a primtényezés felbontast tobben késziteni szoktdk —, sugallva ezzel a
primfelbontas egyik lehetséges megoldésat.

Kivancsiak vontunk arra, hogy a vonal segit-e a feladat megoldasaban, illetve arra,
hogy van-e kiilonbség a két feladat megoldottsaga kozott. Az 1. abra a kordiagramjain lathato,
hogy hogyan sikeriilt megoldaniuk a primtényezds felbontassal kapcsolatos feladatot a

dolgozat C illetve a D valtozatat kit61td tanuldknak.
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C primtényez6s felbontas konkrétan D primtényez6s felbontas vonallal
1 1
2 2

1%19 1%,

9% 5
0%

8%

6 68% 2%
77%

1. abra: Primtényezos felbontdsos feladatokhoz tartozo kordiagramok

Mindkét csoportban a kitoltok 5%-a hagyta liresen ezt a feladatot, 1-1%-uk pedig nem
foglalkozott érdemben a feladattal vagy atfirkdlt mindent, amit leirt. {gy megallapithatjuk,
hogy nem befolyasolta az elére behuzott vonal azt, hogy nekidllnak-e a didkok a feladatnak.
Szintén nem jelentds az eltérés a két csoport kozott abban, hogy milyen megoldast
alkalmaztak — D valtozatbeli — vonalas és a — C valtozatbeli — nem vonalas feladat esetében. A
hagyomanyos ,,vonalas” megoldas mellett a ,, bindris fas” megoldas jelent még meg. (Errdl
még késébb részletesebben beszéliink.) Ott ahol elére megrajzoltuk a vonalat (D valtozat)
0,5%, mig ott ahol nem volt vonal (C valtozat) 1,2% oldotta meg a feladatot a fas modszerrel.
Ezt a megoldast két iskola tanuld alkalmaztdk. Az egyik iskolaban ugyanannyian oldottak
meg a feladatot fasan a C és D valtozatot kitoltdk koziil. Volt olyan tanulo, aki athuzta a
vonalat €s mellette megoldotta a fas modszerrel, és volt olyan didk is, aki mindkét megoldést
leirta. A masik iskoldban csak abban az esetben alkalmaztak a fAs megoldast, amikor nem volt
eldre berajzolva a vonal. Valoszini, hogy a didkok mindkét megoldasi modszert ismerték, igy
a vonal ebben az esetben befolyasolta 6ket abban, hogy melyikkel oldjak meg a feladatot.

Lathato az 1. dbra diagramjain, hogy a két csoport megoldasai hasonl6an oszlanak el.
Mivel a két feladat kdzott a megoldasok tekintetében nincs jelentds kiilonbég, ezért ezentil
egylitt kezeljiik Oket.

Foként a 7. osztadlyosok voltak azok, akik iiresen hagytak ezt a feladatot. Ez
valdszinlileg ezért fordulhatott eld, mert a 6. osztalyos tananyag csak kiegészitésként emliti a
primtényez0s felbontast. Ezt sok helyen csak 7. osztalyban tanuljak, igy lehetséges, hogy a
dolgozat kitoltésekor a korosztily egy része még nem hallott rola. Ezért érdekes lehet az,
hogy milyen eredményeket kapunk, ha az 6 eredményeiket figyelmen kiviil hagyjuk, amikor a

megoldasok eloszlasat vizsgaljuk.
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A megoldok 23%-a nem tudta hibatlanul megoldani a feladatot, ami azt mutatja, hogy
a didkok jelent6s részének komoly gondot okoz a primtényezds felbontas elkészitése és a jo
megoldoknal sem lehetiink biztosan abban, hogy értik is, hogy mit csindlnak. (Erre a dolgozat
késObbi részében még visszatériink.) A hibas megoldasok szama nem monoton valtozik a
korral. Aranyaiban a 8. osztalyosok koziil oldottak meg a legkevesebben hibatlanul ezt a
feladatot. Oket a 11., a 9. és a 13. osztalyos norméalosok kovetik. A 10. és 12. osztilyos
normalosok, a fakultacidosok és a matematika szakos egyetemistak kozott pedig 20% alatti a
hibas megoldok aranya. Azt figyelembe véve, hogy ezek a ,,jol” teljesit6 korosztalyok késobb
mar nem foglalkoznak a primtényezds felbontdssal, ez az ardny még igy is rossznak
mondhato.

A kitoltok 1,43%-a teljesen rosszul allt neki a feladat megoldasanak. Egy részik
osztok, illetve osztoparok felsorolasaba kezdett a primtényezds felbontas elkészitése helyett.
Ez a feladat mindkét valtozatanal eléfordult, ott is ahol sugalltuk a vonal segitségével, hogy
mit kell csindlni. Mig masok tujfajta felbontast taldltak ki, ami legtobbszor annyiban
hasonlitott az eredetihez, hogy egyarant kertiltek szamok a vonal mindkét oldalara.

Voltak olyan tanulok is (0,95%), akik bar — valdszinlleg — tudtak, hogy mit kell
csinalniuk, de megakadtak a felbontds kozben, nem fejezték be, mert — mellékszamitasaik
alapjan — nem tudtdk eldonteni, hogy az a szdm, aminél tartanak prim-e vagy sem, mert nem
talaltak olyan szamot, amivel oszthatd lenne. Ez legtdbbszor egy korabbi elszamolds miatt
alakult igy.

Emlitésre méltoak az elvi és a szamolasi hibak is, hiszen a didkok megoldasainak
9,87% ¢és 8,98%-a ebbe a két kategoridba keriilt. Megdobbentd, hogy mar egy ilyen egyszerii
szamolasi feladatnal is a tanuldk 8,98%-a szamolasi hibat kovet el.

Az elvi hibas megoldasokat féleg a 8., a 9., a 11. és a 13. osztdlyos normalosok irtak.
Az egyik tipikusan eléforduld elvi hiba az volt, amikor Osszetett szam keriilt a primtényezok
kozé. Ezt a hibat a kitoltok 2,39%-a kovette el. EbbdOl arra kovetkeztethetiink, hogy nem
tudtak, hogy mit kell csinalniuk, vagy primnek gondoltak a 4-et, 6-ot, 9-et, 10-et, 21-et, 35-6t,
42-t, 50-et és a 210-et is. Raadasul ezek olyan Osszetett szamok, amiknél mar a 2-vel, 3-mal
¢és 5-tel vald oszthatosag ellendrzésével kideriil, hogy nem lehet prim, ezeket ismerete pedig
mar 5-6. osztalyban elvaras a kerettanterv (7) szerint.

A Kkitoltok 2,39%-a az 1-ct is primtényezének vette, 0,95%-a pedig két vagy harom
egyessel zarta le a felbontast, igy:
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A kitoltd 4,3%-a nullaval zarta le a primtényezds felbontast, néhanyan koziiliik a fent
emlitettekhez hasonléan 1-1-0-val. Az, hogy nulla keriilt a felbontas végére, az azt jelzi, hogy
a didkok nem értik az algoritmus mikodését €s nem értik a primtényezOs felbontast.
Alapvetden a szorzassal kapcsolatos tudasuk kérddjelezheté meg. Ra kellett jonniink, hogy
nem is értik, hogy mit csindlnak, csak mechanikusan végrehajtanak egy begyakorolt
1épéssorozatot, amire mar nem emlékeznek pontosan. Ezt erdsiti az is, hogy a kit61tdk 0,47%-
a a jo felbontas elvégzése utdn ehhez hasonloan irta fel a megoldasat: 420 =22 +3 + 5+ 7.

Meg kell jegyezniink azt is, hogy a feladatot jol megoldok 2%-a sem teljesen ugy
készitette el a primtényezOs felbontast, ahogyan azt elvarnank, de szorzatalakban jol irta fel a
szamot, ezért a 6-os kategériaba soroltuk. Voltak olyanok, akik nem zartdk le egyessel a
felbontast és olyanok is, akik nem hagytak abba a primtényezds felbontast akkor, amikor
eldszor jelent meg egyes a vonal bal oldalan, hanem annak jobb oldaléra is irtak még egy
egyest, de ez az egyes a szorzatalakba mar nem keriilt bele.

Sz6t kell még ejteniink a tandrok korében egyre népszeriibb bindris fas felbontasrol is.
Azt gondoljuk, hogy ez a fajta felbontds azért valik egyre gyakrabban alkalmazottd és
tanitottd, mert ennél elegendé a szamot két tetszéleges szam szorzatdra bontani és csak akkor
kell eldonteniiik a tanuloknak azt, hogy primszam-e az adott szam, amikor ugy érzik, hogy

nem tudjak szorzatra bontani. A 2. dbran lathatd egy példa erre a felbontasra.

420

5 00 ®
& ©

2. abra: A 420 primtényezds felbontdsa a bindris fas modszerrel
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5.2. Osztokmeghatarozasa

A dolgozat C és D valtozataban a 2. feladatban egy-egy szam osztoira kérdeztiink ra.
Mig a D csoportban ezt konkrétan kimondtuk, addig a C csoportban szoveges feladatként
megfogalmazva tettiik fel a kérdést és nem mondtuk ki konkrétan, hogy a szam osztdira
vagyunk kivéancsiak.

A 3. abra kordiagramjair6l leolvashatd, hogy a dolgozat C, illetve a D valtozatat

kitolté tanuloknak hogyan sikeriilt megoldaniuk az osztok meghatarozasaval kapcsolatos

feladatot.
C osztok meghatdrozdsa - szOveges D oszték meghatarozasa konkrét
0%3%0% 3%
4
7%
6 6
43% 40%

47%

3. dbra: Osztok meghatdrozdsdval kapcsolatos feladatokhoz tartozo kordiagramok

Itt mar kozel sem olyan hasonloak a két valtozatot kitoltd tanulok megoldasainak
ardnyai. F6 kiillonbég a 0-val jelolt kategoridban van, vagyis abban, hogy hanyan hagytak
tiresen a feladatot. Amikor konkrétan rakérdeztiink egy szam osztoira, akkor szinte senki sem
hagyta iiresen a feladatot (0%), de amikor szdveges tettiik fel a kérdést a diakok kozel 11%-a
hozza sem kezdett a feladat megolddsahoz. A hibatlan megoldok aranya kozel azonos a
szoveges ¢és a konkrét feladatndl. Ha azonban a jO megoldasokat annak fliggvényében
szamoljuk, hogy hanyan kezdtek hozza a feladathoz, akkor a hibatlan megoldok aranya 48%.
Megallapithatjuk tehat, hogy a hosszu szoveg elriasztja a didkokat, de akik belekezdenek,
azok sokkal nagyobb aranyban oldjdk meg a feladatot.

A feladat konkrét (D) valtozatdval foglalkozd tanuldk 1,97%-anak azért volt rossz a
megoldasa, mert csak a szam primtényezds felbontasat készitették el. Ezeket a megoldasokat
az l-es kategoriaba soroltuk, mert a primtényez0s felbontasbol ugyan konnyen fel lehetett
volna irni a szam osztdit, de a didkoknal ennek nyoma sem volt. Lehetséges, hogy emlékeztek
rd, hogy korabban igy — vagy igy is — oldottak meg az ilyen jellegl feladatokat, de a konkrét

mechanizmust mar nem tudtak felidézni.
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A hidnyos megoldasok szamaban (5-0ssel jelolt kategoria) jelentds eltérés van a
kétféle feladat esetén. Ennél a feladatndl azok a megoldasok keriiltek ebbe a kategoriaba,
amikor a tanulok hidnyosan soroltdk fel a kérdéses szam osztoit. A didkok egy részének a
szoveges feladat esetén azért volt hidnyos a megolddsa, mert csupan a szdm osztdit soroltak
fel osztoparok forméajaban, de megoldasukat nem vezették vissza a feladat szovegére.

A hidanyos megoldasok esetén kiilon foglalkoztunk azokkal, ahol az 1 vagy maga a
szam (a 45 vagy az 54) hianyzott az osztok koziil. A D valtozat konkrét feladatanal a kito1tok
tobb mint 10%-a hagyta ki az 54-et az osztok koziil, mig a C valtozat szoveges feladatanal a
tanulok koriilbeliil 5%-a hagyta ki a 45-6t annak ellenére, hogy a feladat szovegében szerepelt
az, hogy ,,Sorold fel az oOsszes lehetdséget beleértve azt is, hogy nem daraboljuk fel a
szalagot.”. A kitoltok tobb mint 7%-andl nem szerepelt az 1 az osztok kozott. Ezt azért tartjuk
emlitésre méltonak, mert Ggy gondoljuk, hogy azt, hogy minden szamnak osztdja az egy €s
onmaga minden tanulonak tudnia kellene, hiszen ennek ismerete mar 5-6. osztdlyban elvaras.
()

Ennél a feladatndl az elvi hibas megoldasok szdma nem olyan magas, mint a
primtényez0s felbontas esetén, mégis meglepd és emlitésre méltd dolgokkal szembesiiltiink.
A kitoltok 1,54%-a a nulldt is az osztok kozé sorolta. (Ilyen hiba a szovegesen
megfogalmazott feladat esetén is el6fordult) Annak ellenére, hogy a feladat szovegében
szerepelt, hogy egész megoldasokat keresiink, a C valtozatot kitolto tanulok 4,32%-a gondolja
ugy, hogy tizedestort (példaul 22,5 cm-es, 11,25 cm-es, 4,5 cm-es vagy 0,75 cm-es szalag) is

lehet megoldas.

5.3. Legnagyobbko6zos oszto

Ennél a feladatnal a dolgozat C valtozataban a didkoknak két szam (az 1320 ¢€s az 504)
legnagyobb kozds osztojat kellett kiszdmolniuk, mig a D valtozatban egy szoveges feladat
keretében (fényképek rendezése egy évkonyvben) kellett meghatarozni harom szam (a 24, a

30 és a 36) legnagyobb kdzos osztojat.
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Clegnagyobb kdz06s 0szto - konkrét D legnagyobb koz6s oszté -szoveges

2
3%

14%

2%
4, abra: Legnagyobb kozos osztos feladatokhoz tartozo kordiagramok

Ahogy azt az 4. abra kordiagramjai is mutatjak, ezt a feladatot is meglehetdsen rosszul
sikeriilt megoldaniuk a tanuloknak. Még ha a szdmolasi hibaktol (4-essel jelolt kategoria) el is
tekintlink — bar nem a feladatok megolddsa soran nem volt sziikség bonyolult szdmitdsok
elvégzésére —, akkor is a tanulok 53%, illetve 41%-a oldotta meg rosszul ezt a feladatot, pedig
a legnagyobb k6z0s oszt6 kiszamolasa alapvetd ismeretnek szamit a szamelmélet témakorben.
Erdekes, hogy bar hiarom sziam legnagyobb kozos osztojanak kiszamitds nehezebb, vagy
inkdbb szokatlanabb a didkok szamara — mivel altaldban csak két szam legnagyobb k6z6s
osztdjanak kiszamitasat varjak el t6lik — mégis erre a feladatra adtak kevesebb hibas
megoldast. Ugy véljiik, hogy ez annak koszonhetd, hogy ezt a feladatot szoveges formaban
adtuk fel, viszont valdszinlileg szintén ebbdl kifolyolag kevesebben alltak neki a D véltozat
feladatanak.

A feladat konkrét valtozatdnidl a tanulok 8,07%-4dnak a primtényezds felbontés
elkészitése jelentette a problémat. Ok ugyanazokat a tipushibékat kovették el, mint amiket a
primtényezds felbontassal foglalkozd feladat tipushibainak elemzésekor leirtunk. A
primtényez0s felbontas elkészitését a kitoltdk 1,24%-a az osztok felsorolasdval probalta
kikeriilni, de még a legnagyobb kozOs osztdé megtaldldsa elétt meguntdk, abbahagytdk az
osztok felsoroldsat. A szoveges feladat eseté¢ben ezek a szazalékok kisebbek, mivel ott
legtobben — ez valdszinlileg a kis szamoknak is betudhaté — nem is alkalmaztiak a legnagyobb
k6z0s osztd szamolasdnak modszerét. A feladat szoveges valtozatdndl a hibatlan megoldok
mindossze 14,91%-a szamolt ténylegesen legnagyobb kozos osztot. A tanulok 3,61%-a pedig
teljesen félreértette a szoveges feladatot, és a 90 képpel (ennyi fénykép van Gsszesen)

szamolgatott valamit.

22



A primtényez0s felbontds sikeres elkészitése utan a didkoknak a kdvetkezd problémat
az jelentette, hogy nem tudtdk, hogy melyik primtényezOket kell belevenniiik a legnagyobb
k6z0s osztoba. A C valtozatot kitoltd tanulok 3,11%-a legkisebb kozos tobbszordst szamolt,
néhanyan még a jeldléseket is Osszekeverték. Tovabbi 4,04% a két szdm legnagyobb kozos
primosztdjat nevezte meg legnagyobb kozos osztoként. A kitoltok 1%-a pedig a szamok
legkisebb kozos primosztojat irta megoldasként, mig tovabbi 1% a legtobbszor eléforduld
primszdmot a megfeleld hatvanyon. A feladat szoveges valtozatandl a tanulok 3,61%-a
kovette el ezen hibdk valamelyikét.

A relativ prim szamparokat keres6é feladatnal el6forduld elvi hibak egy része is a
legnagyobb k6z0s osztoval kapcsolatos problémakbol ered. Ott ismét megjelenik az, amit mar
az osztok meghatarozasaval kapcsolatos feladatndl mar emlitettiink, hogy a nullat a tanuldk
egy része osztonak gondolja.

Az itteni, elvi hibads megoldasok visszavezethetdek arra, hogy a tanulok nem értik a
faktorizalast. Megprobaltak felidézni a korabban betanult és begyakorolt mechanizmust, de ez

a felidézés a tanulok jelentds részénél nem volt sikeres.

5.4. Legkisebb kozos tobbszoros

A legkisebb kozos tobbszorossel kapcsolatos feladatok megoldasai a legnagyobb
k6z0s osztos feladatokéhoz hasonldan alakultak. (Az 5. mellékletben talalhatok a megoldasok
kategoridk szerinti aranyait szemléltetd kordiagramok.) Ennél a feladatparnal is jelentds
szami hibas megoldés sziiletett. A két feladatnal Osszesen a hibatlan megoldast add tanulok
5,26%-a a tobbszorosok felsorolasaval jutott j6 eredményre. A didkok koriilbeliil 5%-a a két
szam szorzatat nevezte meg legkisebb kozos tobbszorosként, mig 5,5%-uk legnagyobb koz0s
osztot szamolt. Itt is komoly gondot okozott a tanuldk korében a primtényezds felbontdsok

elkészitése és a megfeleld primtényezOk kivalasztasa is (6,7%).

5.5. Maradékos osztas

A maradékos osztassal kapcsolatos konkrét feladat (C valtozat) a 25-tel vald
oszthatdsagi szabaly alkalmazasat vagy egy 25-tel vald osztas elvégzését, és a maradéek
megallapitasat varta el a tanuloktol. Szoveges feladat formajaban (D valtozat) egy naptarral
kapcsolatos feladatot adtunk fel a diakoknak. Itt azt kellett kiszamolniuk, hogy 7-tel osztva a

30 milyen maradékot ad.
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5. dbra: Maradékos osztasos feladatokhoz tartozo kordiagramok

A C valtozatbeli konkrét feladat esetén meglepd volt szamunkra az, hogy a tanulok
12,73%-a neki sem allt a feladatnak vagy egyaltalan nem tudta megoldani azt, vagyis az elso
harom kategoéria valamelyikébe sorolhatdé megoldast adott. Az ezekbe a kategoridkba
sorolhatd megoldasok szama a feladat szOoveges valtozata esetén is magas, itt tobben (a
kit61ték 4,26%-a) csak rossz végeredményt kozoltek.

Ennél a feladatparnal is jelent6s szamban fordultak el6 elvi hibak. A feladat D-beli,
szOveges valtozatanal a kitoltok 4,26%-a a szerdat szamolta elsé napnak, ami a dolgozat
bejelentésének napja volt, vagyis a nulladik, mig olyan tanulok is voltak, akik 6t vagy
hatnapos héttel szamoltak. A C valtozatbeli konkrét feladat esetén kozel kétszerannyi volt az
elvi hibas megoldas (13,35%), mint a szovegesen megfogalmazott feladat esetén (7,54%). A
dolgozat C valtozatat kitoltd tanulok 5,28%-a a nulla maradékig végezte el az osztast irdsban,
majd azt mondta, hogy 25-tel osztva a 12345 nulla maradékot ad. A kit61tok tovabbi 3,42%-a
pedig az osztds elvégzése utan azt irta megoldasként, hogy 0,8 vagy 8 vagy 493,8 az osztas
maradéka. Ez onnan eredt, hogy miutan elvégezték az osztast a nulla maradékig 493,8 lett a
hanyados. Voltak olyan tanulok is (1,86%), akik a 25: 12345 kiszamitasaval foglalkoztak.

Ahogyan azt korabban mar emlitettiik, a feladat szoveges, D-beli valtozata az eredeti
B-beli valtozatdhoz képest modositasra keriilt, mert a tanulok a 30-at még elég kicsi szamnak
tartottak ahhoz, hogy egyesével szamoljak ki, hogy milyen nap lesz 30 nap mulva. A
modositott feladatba, mar szazig kellett szamolniuk, de a megoldasok alapjan ugy latszik,
hogy ezzel sem tudtuk elvenni minden tanul6 kedvét attdl, hogy egyesével, vagy jobb esetben
hetesével szamoljon el szdzig. A kitdlték 2,95%-a még igy is emellett a megoldas mellett

dontott, néhanyan el is szamoltak.
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Emlitésre méltd még az is, hogy a konkrét feladattal (C valtozat) foglalkozd, hibatlan
valaszt add tanulok mindossze 25,49%-a oldotta meg a feladatot a 25-tel valo oszthatosagi
szabaly segitségével.

A maradék két feladatot — a relativ primséggel és az oszthatdsagi szabalyokkal

kapcsolatosokat — a bevezetében mar emlitett okokbodl kifolydlag nem részletezziik.

6. Mélyinterjuk a kutat6 oktatokkal

Amint az a korabbi munkankban (Csanyi — Pozsonyi — Szabd 2014) leirt tanarokkal
készitett interjukbol kideriilt, ha idOhidny miatt valtoztatni kell a tematikdn, akkor a
szamelmélet az egyik olyan anyagrész, amire a tervezettnél kevesebb i1dé jut vagy teljes
egészében kimarad. Kivancsiak voltunk arra, hogy a szamelmélettel foglalkoz6 szakemberek
mit gondolnak a szamelmélet oktatasanak fontossagarol.

Mélyinterjut készitettink azon magyarorszagi oktatokkal, akik MTA fokozattal
rendelkeznek szamelméletbdl (dr. Gaal Istvan, Gyarmati Katalin, Hajdu Lajos, Kérolyi Gyula,
Pintér Akos). Megkérdeztiik ket arrél, hogy mit gondolnak a szamelmélet fejlddésérdl és
arrdl, hogy szerintilk mit kellene tanitani kozépiskoldban a szamelmélet témakorén beliil.
Sokféle valaszt kaptunk t6liik, de pedagdgiai koncepciojuk alapvetden kétfajta iranyzatot
kovetett. Az egyik irany az alkalmazhatosag felé vezetett, mig a masik a szamelméleti

gondolatmenetek fejlesztd hatasat helyezte a kdzéppontba.

6.1. Pintér Akos egyetemitanar,a Debreceni Egyetem

Természettudomanyi és Technoldgiai Karanak dékanja, MTA doktora

Pintér Akos szerint a szamelmélet az egyik legkdnnyebben megértheté témakor a
matematikdban, ezért fontosnak tartja, hogy a didkok megismerkedjenek vele. Hangstlyozta,
hogy ebben a témaban a fogalmak egyszerliek, sok a konnyil feladat, ezért mindenképpen
érdemes 1d6t szanni ra.

Pintér Akos gy gondolja, hogy a szamelmélet jol kapcsolodik sok mas anyagrészhez.
Példaul a halmazelmélethez, az analizishez és a bizonyitdsi modszerekhez. Vegyiik mondjuk
az oszthatosagi relaciot. Ez nagysagrendi relaciot von maga utan, tehat j6 példa a reflexiv, a
tranzitiv és az antiszimmetrikus tulajdonsag bemutatdsara. A primszamok kapcsan pedig
eldjon a primszamok végtelensége, igy a végtelen halmaz fogalma is. Ez mind j6 atvezetés a

halmazelmélet témakoréhez.
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A szamelmélet ¢€s az analizis kapcsolatara jo példak a diofantikus egyenletek. Pintér
Akos fontosnak tartja ennek tanitasat kozépiskolaban is, am csak az egyszerti modszerekkel
megoldhatéakat tanitand. gy a lokalizalassal és a legnagyobb kozds osztoval vald
megoldasokat bevenné a tananyagba, de a Baker-tételt mar nyilvan nem. A diofantikus
egyenletek kapcsan megjelenhet a fliggvényvizsgalat és a nagysagrendi becslés — pl. a x* +
y* = 97 tipust egyenleteknél —, ami az analizis felé mutat.

Ezek mellett a szamelmélet fontos szerepet jatszik a bizonyitdsi modszerek
tanitasakor. Az iskolaban tanult két f0 bizonyitdsi modszer — a teljes indukcioé és az indirekt
bizonyitas — mindegyikére nagyon jo példak talalhatok ebben a témakorben.

A szamelmélet mindennapi fogalmakkal dolgozik, melyeket mindenki konnyen
elsajatithat. EzEért els6sorban gondolkodni tanit. A feladatok nagy részének tobb, 1ényegesen
eltér6 megoldasa van. Feladatmegoldas kozben kiilonb6zd gondolatmeneteket sajatithatunk
el, igy a szamelmélet segithet kitorni a mechanizmusokbol. Altalanossagban tigy fogalmazott,
hogy ,,a szamelmélet szintetizal, gondolkodni tanit, jéra nevel”.

A dékdn Ur felhivta a figyelmet arra, hogy a szamelmélet témakoréhez tartozod
feladatanyag nem folytonos nehézségii, a feladatok kozott foként a két véglet talalhatdo meg: a
nagyon konnyli feladatok €s a nagyon nehéz kérdések. Ennek tudataban kiemelt figyelmet
kell forditani annak meggondolasara, hogy a kiilonb6z0 szinten tanuld didkokkal milyen
részletességgel targyaljuk az anyagrészt.

Kihangstlyozta azonban, hogy az orszagban mar a gimnaziumok szinvonala is nagyon
szétszorodott, ezért az anyagot mindenképpen a kozeghez kell igazitani. Mivel 6 maga is évek
Ota rendszeresen tart szakkoroket kozépiskoldban, igy tisztiba van azzal, hogy mi az, amit
még be tudnak fogadni a gyerekek a témakorbol és mi az, amit mar nem. A beszélgetésiink
soran harom kiillonb6zd szint targyaldsara tértiink ki: a hagyomanyos, a matematikat emelt
szinten tanulo és a specialis matematika tagozatos osztalyokra.

Pintér Akos az iskolai matematikatanitis soran hagyomanyos (nem tagozatos)
osztdlyban az alapok tanitisara szoritkozna. A szamelmélet témakdrben az oszthatosaggal
kapcsolatos feladatok koziil csak a konnyebbekkel foglalkozna, és az a™ — b™-re vonatkozd
azonossag tanitdsakor csak a harmadik hatvany ismertetéséig menne el. Az anyag
mennyiségének gyarapitdsa helyett a megértést helyezné a kozéppontba. Fontosnak tartja azt
is, hogy amellett, hogy a gyerekek tudnak legnagyobb kozos osztot és legkisebb kozos
tobbszorost meghatarozni, értsék is az eljards lényegét. Szerinte ezek mellett a didkok

nyitottsdganak fliggvényében még a kongruenciakat is be lehetne vezetni.
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Vannak olyan feladatok, amelyek megoldasakor hamar felismerhetéek a jobb
matematikai  érzékkel rendelkezd tanulok. Ilyenek példdul a ,milyen szdmjegyre
végzOdik ’tipust kérdések és azok a feladatok, ahol két szam legnagyobb koz0s osztdja és
legkisebb kozos tobbszordse adott, de a két szam nem.

Emelt szinten elvarnd, hogy a gyerekek tisztdban legyenek a részletekkel. Az elmélet
mellett érdekesebb, nehezebb feladatokat is bevinne a matekordkra, példaul a (p + 1)!+ 1 =
p™ tétel témakorét. Ugy gondolja, hogy fel lehet adni Erdés-lemmahoz, illetve ikerprimekhez
kapcsolodo feladatokat. Olyan kérdéseket is szivesen feltenne, mint hogy a 100! hany nullara
végzOdik. A tananyag mélyebb feldolgozasakor nagyobb szabadsidgot adna a tanaroknak a
feladatok 0sszevalogatasaban, tobb lehetdséget adva nekik arra, hogy a témakoron beliil olyan
anyagrésszel foglalkozzanak, amit szivesen tanitanak.

Ezeken kiviil beszélne még titkositasrol és egyéb alkalmazisokrdl is szakkdrdn és
specidlis matematika tagozatos osztalyokban. Ahogy arr6l mar kordbban is sz6 esett, nem
folytonos a feladatok nehézsége, ezért versenyfeladatok kitizésekor is nehéz eltalalni a
megfeleld szintet. Am a nehezebb érveléseket még szakkoron se vinné be az anyagba.

Pintér Akos szerint alkalmazni kell a matematika oktatisa soran a spiralitas elvét,
vagyis azt, hogy mas témakorokkel valo foglalkozas kdzben is eld kell venni a szamelmélet
(vagy mas, kordbban tanult anyagrész) feladatait, ezzel felfrissitve a korabban megszerzett
tudast. Felsobb években is jo lenne eldvenni a régebbi anyagot, és lehetne prébalkozni
nehezebb feladatokkal is.

A kerettanterv erre nem mindig ad lehetdséget, és a gyerekek sem terhelhetok tul, de
lehet valtozatosabb szdmelmélet feladatsorokat késziteni, akar mas témakorokkel vegyitve is.
Alapvetd, hogy ezt az anyagrészt nagyobb Oraszamban kellene tanitani. Az iskolakban példaul
rengeteget foglalkoznak egyenletekkel €s ujabban valoszinliség-szamitassal, statisztikaval is,
de szamelmélettel nem, pedig az a tanar ur szerint fontosabb lenne. Ugy gondolja, hogy két
hét alatt nem lehet szamelméletet tanitani. Régen kevesebb anyagot akartak megtanitani az
iskoldban, és igy tobb 1d0 jutott az egyes anyagrészekre.

Osszegzésként elmondhatd, hogy Pintér Akos a szamelméletet alkalmas eszkoznek
tartja a matematikai gondolkodas fejlesztésére, ezért nagyobb figyelmet forditana annak

tanitasara kozépiskolaban.
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6.2. Gaal Istvanegyetemitanar,a Debreceni Egyetem rektorhelyettese, a
Debreceni Egyetem Algebra és Szamelmélet Tanszék vezetdje, MTA

doktora

Gaal Istvan el6szor megmutatta nekiink az egylk grazi egyetem matematika
kurzusainak listajat. A lista tartalmazta példdul a gazdasagi matematika, a pénziigyi
matematika ¢és az alkalmazott matematika targyakat. Csupa olyan kifejezés, kurzuscim keriilt
a listara, ami a gyakorlati munkira vagyd embereket vonzza, szemben a magyarorszagi
kurzuskinalattal. Szerinte fontos lenne vonzobba tenni a hazai egyetemi matematikaoktatast
hasonl6 kurzusokkal. Emellett Gigy gondolja, hogy a kozépiskolai oktatast is gyakorlatiasabba
kellene tenni, hogy felkészitse, rdhangolja didkokat az egyetemi tananyagra.

Gaal Istvan utdna arrél beszélt, hogy az egyetemre — még matematika szakra is —
sokszor gyenge matekosok keriilnek. Ez szerinte azért lehetséges, mert sokan ugy gondoljak,
hogy matematikus diplomaval mindossze kétféle lehetésége van az embereknek, ha a
végzettségiiknek megfeleléen szeretnének elhelyezkedni. Az egyik az, hogy az egyetemeken
maradnak ¢s kutatnak, de erre csak keveseknek van lehetségiik. A masik pedig az, hogy
bankokhoz vagy biztositokhoz mennek dolgozni, ez azonban nem eléggé vonzo.

O ugyan nem tanit kozépiskolaban, am matematikatanar felesége igen. Altala jo
ralatasa van a kozépiskolai matematikaoktatas helyzetére, érzé€keli az Gjra és ujra felmeriild
nehézségeit. Szerinte olyan kozépiskolai oktatasra lenne sziikség, ami az egyetemre vonzza a
legjobbakat. Felhivta a figyelmet arra, hogy ma a matematika szakra vald bekeriilésnek nem
feltétele az emelt szintli matematika érettségi, a kozépszintii pedig nevetséges. fgy a diakok
tudasa felszines marad. Meg kellene értetni a gyerekekkel, hogy a matematikai
problémamegold6d képességre sziikség van az életben, ezért a sz€ép matematikan kiviil
hasznalhato matematikat is kell tanitani. Ehhez viszont sziikkség van pedagogus
tovabbképzésekre, és arra, hogy a pedagdgus szakma jol meg legyen fizetve. Véleménye
szerint fontos az iskoldban a fogalmak, illetve az alapvetd bizonyitdsi modszerek tanitasa,
ugyanakkor mar a kdzépiskolai matematikadrakon is algoritmikus iranyba kellene elmenni.

A grafelméleti algoritmusokat hozza lehet kapcsolni a szamelmélethez, ezért az
iskoldban a grafelméletet, kombinatorikdt, szamelméletet egy kalap ald lehetne venni.
Egyszerli programcsomagok hasznalata is segithetné a didkokat. Osztonzé erdként az
alkalmazott szamelméletet, a jatékelméletet és a kodelméletet emlegette. Szerinte ezeket a
reguléris tantervbe is bele kellene épiteni, ehhez viszont sziikséges a valdszinliség-szamitas €s

a statisztika ismerete.
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Gaal Istvan szerint a kozépiskolanak feladata lenne, hogy alddolgozzon az
egyetemnek, illetve hogy elhitesse a matematikai gondolkodasmod fontossagat, és
megmutassa annak hasznalhatosagat. Ugy gondolja, hogy az elméleti matematika jelentds
része is a szamelméleten alapul, ezért el kellene mélyiteni az iskoldkban a szamelmélet
oktatasat. Ehhez viszont az kell, hogy tobb ilyen témaju érettségi feladat legyen, mert amig
nem keriil az érettségibe nagyobb hangsullyal, addig nem is fogja senki ezt komolyan venni.

Gaal Istvan az iskolaban szamelméletbdl az alapfogalmak megtanulasa mellett
megtanittatnd az euklideszi algoritmust és az Euler-Fermat tételt, ami elemi dolog, és be is
lehetne bizonyitani. Ezek mellett még hasznosnak tartand, ha a titkosirdsrol is szd lenne, mert
ez rédadasul egy olyan dolog, ami altaldban tetszik is a gyerekeknek. A tandr ur szerint a
legfontosabb fogalmak az oszthatosag, az osztd, a maradék, a legnagyobb kozds osztd és a
legkisebb kozos tobbszords. Ugy gondolja, hogy kezdetben ezeket kell kiépiteni és stabilla
tenni. Ha ezek megvannak, utdna mar van mibe kapaszkodni.

Osszefoglalva Gaal Istvan szerint a tanitott matematikat alkalmazottabba és
alkalmazhatobba kellene tenni. A kozép- ¢és felsOfoki oktatads tananyagat a matematika

minden terliletén az alkalmazott, és a valddi életben hasznalt matematikdhoz kellene igazitani.

6.3. HajduLajos egyetemi tanar,a Debreceni Egyetem Matematikai

Intézetének intézetigazgatoja, MTA doktora

Hajdu Lajos a vele készitett interjii soran elmondta, hogy szerinte kétfé¢le ember van:
aki kozépiskola utdn nem tanul tobb matematikat, és igy a matematika tanulmanyait az
érettségivel befejezi, illetve aki matematikai irdnyba megy tovabb egyetemre.

Ugy véli, hogy a kozépiskolai szamelmélet egyes teriiletei: a primek, a faktorizacio, a
legnagyobb kdzds osztd és a legkisebb kozos tobbszords az altaldnos miiveltség részei, de
sokkal tobb figyelmet kellene forditani arra, hogy alkalmazasi teriileteket mutassunk a
didkoknak, valamint szép, izgalmas, figyelemfelkeltd, kedvcsinald dolgokkal ismertessiik
meg Oket. Ugy gondolja, hogy érdemes lenne komolyabb, akir megoldatlan problémékat
megemliteni a gyerekeknek, példaul a primeknél tovabbmenni a Goldbach-sejtés felé. Abban
viszont mar nem biztos, hogy van értelme mélyebb szamelméletet tanitani a didkoknak.

Szamelméletbdl nagyon konnyli nehezet kérdezni. Hajdu Lajos ugy véli, hogy
érdemes lenne azzal a jelenséggel is szembesiteni a didkokat, hogy a feladatgy(ijteményekben
talalhato feladatok nagy része nagyon konnyii. Amde a kérdéseken picit valtoztatva, az adott

probléman picit tovabblépve mar egy olyan nehéz kérdéssel talalhatjuk szemben magunkat,
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ami olyan nehézségii lehet, hogy mar senki sem tud ra valaszolni. Ezért, és mas okokbol
Hajdu Lajos egy olyan kozéputat javasol, ahol bizonyos keretek kozott nagyobb szabadsagot
kapnanak a tanarok. Ajéanlott példak kozil 6k maguk valaszthatndk ki a tanuldknak
megfeleldt, ezzel alkalmazkodva a csoport sajatossagaihoz.

Hajdu Lajos gy fogalmazott, hogy ,,A matematika é16 dolog.”. Ugy gondolja, hogy ez
a didkok szempontjabol érdekes, akdr meglepd lehet. EzErt érdemes lenne a tandrdkon idot
forditani arra is, hogy megmutassuk a didkoknak, hogy a matematika nem egy lezart dolog,
nincs vége, sok még a nyitott kérdés. A matematikan beliil a szdmelmélet is egy ilyen, nem
lezart tudomanyteriilet: szdmos probléma létezik, amit 100, vagy akar 1000 éve senki sem tud
megoldani, de ma is keresik a megoldast.

Hajdu Lajos igen meglepddott, mikor elmondtuk neki a kérddivekbdl és a kitoltott
feladatlapokbdl lesziirt eredményeket. Beismerte, hogy szomoru a helyzet, de kordbban nem
gondolta, hogy ennyire. Allaspontja szerint elsésorban ezen kellene véltoztatni. A tanitis célja
nem az kell legyen, hogy bizonyos feladatokat a didkok meg tudjanak oldani, hanem sokkal
inkabb az, hogy lassak az 0sszefliggéseket.

6.4. GyarmatiKatalinegyetemidocens, MTA doktora

Gyarmati Katalin a vele készitett interjuban a szamelmélet tanitisanak hatarait kereste.
Két csoportot kiilonitett el aszerint, hogy milyen nehézségii feladatokat adna fel. Az egyik a
mezei matematika orak, a masik pedig a szakkorok voltak.

Gyarmati Katalin 10gy gondolja, hogy matematika oOrakon a legalapvet6bb
szamelméleti fogalmakat kellene tisztdzni. Els6sorban az oszthatdsagi szabalyokat (példaul 3 -
mal, 9-cel, 5-tel, 11-gyel) és az azokkal kapcsolatos feladatokat hangstlyozna. Azt mondta,
hogy sok elemi szamelmélet feladat van, és ezek kozott sok olyan van, ami oszthatdosagra
épiil, igy van mibdl vélogatni. Az oszthatosdg mellett fontosnak tartja a prim fogalmanak
ismertetését és annak megértését, valamint ehhez kapcsoloddan a szamelmélet alaptételének
bemutatasat. A tételt természetesen nem bizonyitana matematika o6ran, de mesélne arrdl, hogy

a bizonyitds nehéz. 12. osztidlyosoknal érdekességként elmondand, hogy @ darab primszam

van Xx-ig. 12. osztalyos fakultaciésoknal akar olyan feladattal is foglalkozna, amelyben
kongruencia nélkiill mondanank meg, hogy mi a maradéka egy nagy szamnak valamilyen
hatvanyon.

Gyarmati Katalin szerint amikor szakkorrdl beszéliink, akkor pontosabb informéacidkra
van sziikségiink ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, hogy milyen szintli és jellegli feladatokat

kellene bevinni. Lehet, hogy a szakkoron specialis matematika tagozatos, fakultacios vagy
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épp a matematikdt normal szinten tanulé gyerekek iilnek, és ez természetesen nagyban
befolyasolja a feladatok megvalasztasat. Ugy véli, hogy a felsoroltak barmelyikén feladhat6
lenne példaul az a feladat, hogy Mikor oszthato négy egymast kévetd szam szorzata harommal
vagy nyolccal?. Gyarmati Katalin hozzatette, hogy az ilyen jellegi feladatok koziil az
egyszeriibbeket matematika orakon is feladhatonak gondolja.

Gyarmati Katalin azt is elmondta, hogy szakkoron — a didkok érdeklddésétdl fiiggden
— foglalkozna  primszamelmélettel, kongruencidkkal ¢és diofantikus egyenletekkel.
Bebizonyitand a Wilson-tételt, kimondand ¢s szakkortdl fliggden akar be is bizonyitana az
Euler-Fermat tételt. Ugy véli, hogy a titkosiras alapjainak bemutatasat is be lehetne vinni a
szakkorokre, beszélne az egyszer haszndlatos kulcsokrol, és kiilonosen érdeklddOknek az
RSA-16l is bovebben mesélne.

Gyarmati Katalin arrél is beszEélt, hogy szerinte emelt szintli érettségin lehetnének
olyan egyszerli oszthatosagi feladatok, mint példaul az, hogy milyen n-ekre teljesiil, hogy
6|n® —n.

A teljes indukcids bizonyitasok Gyarmati Katalin tudomasa szerint tobbnyire csak
fakultacion szerepelnek. Ugy véli, hogy ezen véltoztatni kellene, hogy normal osztalyokba is
eljusson ez a fontos gondolatmenet és ennek mikodése. A bizonyitasi modszerek konnyen
Osszekapcsolhatdéak szamelméleti feladatokkal, igy fontosnak tartand ennek bemutatasat a
szamelmélet témakorén beliil.

Az interji soran Gyarmati Katalin két példatart is emlitett. Az egyik Roka Sandor:
1000 feladat a matematikabol cimii konyve, amit egyarant ajanl matematika oOrakra és
szakkorokre is. Az ebben szerepld feladatok kozott vannak egészen egyszertiek, amikkel
matematika orakon lehetne foglalkozni és bonyolultak is, amik a szakkorokon hasznalhatoak
fel. A példatarban a feladatok pontozva vannak, igy a megfeleld szintli feladatok kivalasztasa
nem nehéz a tanarok szamara. A masik feladatgy(ijtemény, ami szoba keriilt a Jaglom példatar
volt.

Osszegzésként elmondhatd, hogy Gyarmati Katalin fontosnak tartja a szamelmélet
oktatasat altalanos- €s kozépiskolaban. A tananyagot a gyerekekhez mérten, differenciédltan
hataroznd meg. A matematikdval kés6bb nem foglalkozoknak csak az alapokat tanitana, a
matematikai iranyultsagl tanulokhoz viszont mélyebb matematikat is bevinne, irdnyt mutatva
a modern kutatdsi teriiletek vildga felé. Véleménye szerint a matematika érdekességeit,

szépségeit is lehetne szamelmélettel szemléltetni.
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6.5. KarolyiGyula egyetemitanar, MTA doktora

Karolyi Gyula az interji elején azt mondta, hogy nem igazin koveti a jelenlegi
kozépiskolai tananyagot, igy a beszélgetés soran a jelenlegi tananyagtol teljesen fliggetleniil
mondta el, hogy mi az, ami szerinte fontos lenne a kozépiskolaban szamelméletbdl.

Fontosnak tartja a gyokos és logaritmusos kifejezések irracionalitasanak bizonyitasat.
Ennél a feladattipusnal tipikusan a v2 szokott elSkeriilni, amit meglehetdsen félrevezetdnek

tart, av/3, a V24, vagy a log,, 78 jobban szemléltetné az elméletet.

Karolyi Gyula nagyon nagy hangsulyt fektetne a szamelmélet alaptételének
megtanitasdra. Természetesen a bizonyitdsara nem térne ki, de a tételt a lehetd legmélyebben
tanitana sok példan és feladaton keresztiil. Ugy gondolja, hogy a primek primtulajdonsagaval
ennél az anyagrésznél nagyon sokat kellene foglalkozni.

Kiemelte a legnagyobb ko6z0s oszt6 és a legkisebb kozds tObbszords tanitasanak
fontossagat. Nyomatékositotta, hogy ezeket tigy kell megtanitani, hogy a gyerekek teljesen
megértsék, ne csak egy mechanikus, jol betanult sémaval oldjdk meg a feladatot. Ehhez
kapcsolddoan ravilagitana arra is, hogy a tortek egyszerlisitésénél miért jutunk ugyanahhoz a
végeredményhez, ha mas-mas sorrendben kezdiink el leosztani a szamlalo és a nevezd kozos
osztoival. Kihangstlyozna tovabba azt is, hogy hogyan lehet, illetve kell a torteket egy
1épésben a lehetd legegyszeriibb alakra hozni.

Karolyi Gyula egyértelmiien kijelentette, hogy a nagy hatvanyon 1évé szamok
maradékdnak megallapitdsat, vagyis a modularis hatvdnyozast nem vezetné be
kozépiskolaban. Ugy véli, hogy ez tal nehéz lenne, de a maradékokkal vald szamolassal
mindenképpen foglalkozna az 6rdkon. Emellett az oszthatosaggal kapcsolatos feladatokat sem
hagyna ki a kozépiskolai szamelmélet anyagrészbol.

Karolyi Gyula szerint fontos lenne az is, hogy kozépiskolaban a kiillonb6zd
szamrendszerek kozotti atvaltassal is sokat foglalkozzanak matematika orakon. Kiemelte a
kettes szdmrendszert, amire a szamitogépek vilagaban igen nagy sziikség van. Ennek
tanitasakor nem sajnalnd az idot és az energidt, alaposan megtanitanad. Megismertetné a
didkokat a kettes szdmrendszerbeli Osszeadéassal és szorzassal, melyet tizes szamrendszerbe
valo atvaltas nélkill végeztetne a tanulokkal. Ezt azért tarja fontosnak, mert ugy gondolja,
hogy csak akkor tudjuk jol megérteni és hasznalni a mindennapi szamrendszeriinket, ha mar
lattunk masik szdmrendszert.

Karolyi Gyula a szerinte fontos szdmelméleti anyagrészek utdn a becslések

fontossagarol besz€lt. Véleménye szerint fontos lenne, hogy a becslésekkel is sokat
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foglalkozzanak a tanulok kozépiskoldban. Tanitana példaul azt, hogy két szam szorzata
koriilbeliil mennyi lehet, vagy egyaltalan hany jegyli lesz az eredmény, amit varunk. Azt
mondta, hogy az ilyen jellegli feladatok nagyban hozzajarulnak a gyerekek szamolasi
érz¢kének fejlodéséhez.

Osszegzésként elmondhatd, hogy Karolyi Gyula - annak ellenére, hogy nem kiséri
figyelemmel a kozépiskolai matematikaoktatast - tobb olyan anyagrészt is kiemelt a
szamelmélet témakorébol, amivel foglalkoznak a matematika oOrdkon. Véleménye és a
jelenlegi kozépiskolai tananyag kozotti kiilonbség foként a témakorok feldolgozdsanak
mélységében van. Fontosnak tartja, hogy a szamelméletet is alaposan megértve, ne csak
feliiletesen targyaljak az iskoldban. Ehhez a kettes szamrendszer és a maradékokkal valo

szamolas is szerepet jatszhat, igy ezek oktatasat is jobban hangstilyozna.

7. Spiralitas

Vizsgalni kezdtiik, hogy hogyan lehetne az iskolai szdmelmélet oktatast hatékonyabba
tenni. Ahogy a szdmelmélettel foglalkozd oktatok is hangsulyoztdk, fontos a spiralitas elvét
szem elott tartva tanitani. Ennek megfeleléen olyan feladatokat készitettiink, amelyekhez
korabban tanult fogalmakat kell feleleveniteni a szdmelmélet tanuldsa kozben, illetve amelyek
a szamelméleti fogalmak atismétlését igénylik mas anyagrészek tanuldsa kozben. Az
algoritmusok, titkosirds irdnyaba mutatd feladatokat is megfogalmaztunk.

Spiralisan felépitett tantervben rendszeresen ismétlddnek azok a struktarak (alapelvek,
kulcsfogalmak, Osszefliggések), amelyek a tananyag legfobb mondanivalojat hordozzak. Ezek
a struktirak az a tanulmanyok elérehaladtaval egyre magasabb szinten, egyre gazdagabb
tartalommal ismétlédnek. (Az ilyen alapokon Osszeallitott spiralis tanterv fogalma Bruner
nevéhez fiizédik.) Ez a fajta tanterv nem alternativaja a linearisan vagy modularisan felépitett
tantervnek, inkdbb annak egy masfajta, mélyebb atgondolasa. Spirdlis szerkesztés esetén
ugyanis nem elegendd pusztan a témakorok egymasutinjat megtervezni, hanem azt is
figyelembe kell venni, hogy melyik témakorben mely alapvetd strukturdk keriilhetnek eld
felelevenités vagy eldkészités szempontjabol. (Knausz 2001, 121)

Ambrus Andras a kovetkezOképp fogalmaz a spiralitasrol:

A spiralitas elvének lényege az, hogy bizonyos oktatasi téemak kiilonbozo
életkorokban, kiilonbozo feldolgozasi szinteken ujra és ujra eldfordulnak. Bruner szerint
kiilonbozd szinteknek kiilonbozd reprezentaciomodok felelnek meg. (enaktiv — ikonikus —

szimbolikus).” (Ambrus 2004, 135)
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A spirdlis felépités fontossagardl a Kerettantervben is szo6 esik:

A fogalmak, osszefiiggések érlelése és a matematikai gondolkoddasmod kialakitasa
egyre emelked?d szintii spirdlis felépitést indokol — az életkori, egyéni fejlodési és érdeklodési
sajatossagoknak, a bonyolodo ismereteknek, a fejlodo absztrakcios képességnek megfelelden.
Ez a felépités egyarant lehetové teszi a lassabban haladokkal valo foglalkozast és a tehetség
kibontakoztatasat.” (7)

Megnéztiik, hogy hogyan valdésul meg a spiralis felépités a jelenleg hasznalatos
kozépiskolai tankonyvekben. Természetesen a megvizsgalt tankdnyvekben taldltunk olyan
feladatokat, amik a spiralis felépités szellemében késziiltek, de azt gondoljuk, hogy a
spiralitds elvének intenzivebb, tudatosabb alkalmazasira lenne sziikség a szamelmélet €s
valojaban az egész matematikaoktatdsa soran. Ezekben a tankonyvekben a spiralitds elvét
alkalmazo feladatok a szamelmélet témakorbol leginkabb csak a primszamok fogalmat és az
oszthatosagi szabalyokat elevenitik fel. Ahogy arr6l mar korabbi munkankban (Csanyi —
Pozsonyi — Szab6 2014) irtunk, a kozépszintii érettségin is altalaban csak ezek a szamelméleti
anyagrészek keriilnek elé kombinatorikai, a valdszinliség-szamitasi és a halmazmiiveleti
feladatok részeként.

A tankonyvek atnézése utan azon kezdtiink el gondolkozni, hogy a szamelmélet
témakort hol és hogyan lehetne a jelenleginél tudatosabban feleleveniteni a késébbi
kozépiskolai matematika tanulmanyok soran, hogy ezltal jobban tudatosodjon a didkokban a
tananyag, ¢s ne felejtsék el a kordbban megszerzett ismereteiket. Ambrus Andras igy irt ennek
fontossagarol: ,, Ahhoz, hogy egy séma, koncepcio a tanulo kognitiv strukturdjanak stabil
része legyen, sziikséges, hogy idordl idore uj kontextusokban gyakorolja és alkalmazza, amely
ezdaltal altalanossa valik, diszkriminadlodik és a tobbi sémdval kapcsolatba keriil. ” (Ambrus
2004, 145)

Olyan oératerv és feladatsorok Osszeallitasat tliztikk ki célul, amik sSpiralitas elvére a
jelenleginél jobban koncentralnak. Természetesen nem csak azt tartjuk fontosnak, hogy a
kozépiskolabol kikeriilé didkok jol emlékezzenek arra, amit szamelméletbdl tanultak. Ezért
két iranybol nem csak olyan feladatok kidolgozasaval foglalkoztunk, amik segitségével a
szamelmélet beépithetdé mas anyagrészekbe, hanem olyan feladatokat is készitettiink, amik
segitségével mas anyagrészek felelevenithetdek a szamelmélet témakdron beliil. A dolgozat
fizikai kereteit figyelembe véve most csak néhany feladatot szeretnénk bemutatni azok koziil,

amelyeket a spiralitas szellemében készitettiink.
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7.1. Mas anyagrészekbeépitése aszamelméletbe

A szamelmélet témakor feldolgozédsa sordn szdmos olyan feladat adhatd fel, a
didkoknak, amelyek mas témakorhdz tartozd kordbbi ismereteikre épitenek. Az ilyen jellegii
feladatok megoldasa jelentdsen hozzajarul ahhoz, hogy a tanulok a korabbi ismereteiket mas
kontextusban is alkalmazni tudjak a késObbiekben, és az iskolaban elsajatitott matematika
tananyag egy egészet alkosson a fejiikben.

A szamelmélet témakorében felidézhetd példaul a keriilet és teriilet, illetve a
haromszog-egyenldtlenség is. A kovetkezoekben ezekhez kapcsolodoan irunk le egy-egy
feladatot.

Oszthatosagi feladatok kozott feladhatd példaul ez a keriilettel kapcsolatos feladat:

Egy szabalyos sokszog keriilete 45 cm. Hany szogii lehet ez a

szabalyos sokszog?

A teriiletet ehhez hasonld feladatokkal idéznénk fel az oszthatésag tanitdsakor:
Jancsinak van néhdany Ix1 cm-es papirnégyzete. Ezekbdl kirakott egy
téglalapot ugy, hogy egy kis négyzet sem maradt. (Majd osszekeverte,
és egy masik téglalapot rakott ki beldliik.) Megallapitotta, hogy az
osszes kisnégyzet felhaszndlasaval paratlan szamu egymastol
kiilonbozo téglalapot tud kitenni. Jancsi ugy emlékszik, hogy a
kisnégyzetek szama 20 és 30 kozott van. Hany kisnégyzete van

Jancsinak?

A téglalap keriilete és teriilete egyszerre is felidézhetd példaul a kovetkezo feladattal
az oszthatdsag kapcsan:
Bizonyitsuk be, hogy ha egy téglalap teriilete 2-nél nagyobb prim,

akkor a keriilete oszthaté 4-gyel.

A szamelmélet tanitdsakor nem csupan a keriilet €s a teriilet témakdrok hozhatoak eld.
A haromszog-egyenldtlenséget példaul igy idéznénk fel a primszamokhoz k6tddd feladatok
kozott:
Egy haromszog ket oldala 8 cm és 10 cm. Mekkora lehet a harmadik
oldal, ha tudjuk, hogy prim?

Ennek a feladatnak egy modositott valtozata a jo példa a valoszinliség, a hairomszog-

egyenlOtlenség és a primszamok témakordk Osszekapcesolasara:
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Egy hdromszég két oldala 8 cm és 10 cm. Mekkora annak a

valoszintisége, hogy a harmadik oldal prim?

7.2. Szamelméletbeépitése masanyagrészekbe

Ahogy a szamelmélet témakorbe beépithetéek mas anyagrészek, ugy a szamelméletbol
tanultak is felidézhetéek mas anyagrészek targyalasakor. A témakor felelevenitésére
leginkabb a 10., 11. és 12. évfolyamokon van sziikség, hiszen ekkor a kerettanterv szerint mar
nem taldlkoznak 0j szamelméleti ismeretekkel a tanulok. (8) A tovabbiakban néhany, az
emlitett évfolyamok matematika anyagrészeihez és a szdmelmélethez egyarant kapcsolodo
feladatot mutatunk be.

A kovetkezd trigonometridhoz kapcsolodd feladatban példaul a 16 és a 24 kozos
tobbszoroseit kell megkeresniink, igy ehhez kapcsoloddan felelevenithetd a legkisebb kdzos

tobbszorss.

Melyek a sin (%)és a sin (;—4) kozos gyokei?

Az exponencidlis egyenletek targyaldsakor a szamelmélet alaptételét frissithetjiik fel
az alabbi feladattal:

Mely x, y egészek esetén teljesiil 2%~ - 3¥V~% = 22x=4y . 3x~49

Koordinatageometria  témakorében az  egyenes egyenleténél a  kovetkezd
szamelmélettel kapcsolatos feladatot adnank fel:
Az A(xq, y1) B(x,, y2) pontokon atmend egyenes mely x1,V1,%X2,V>
esetén megy at az origon? Mit mondhatunk a pontok koordindtdinak

aranyarol?

A masodfokil egyenlet gyOktényezds alakjanak hasznalatat is Osszekapcsolhatjuk a
primfogalom elmélyitésével:
Az f(x)=x%?—x+3 fiiggvény milyen x-ek esetén vesz fel

primszamot?

A kovetkez6 feladat a szamelmélet alaptételét eleveniti fel egy logaritmikus
egyenlettel. Ennek részletezésével késobb foglalkozunk.
Igaz-e, hogy 3 -lg3+1g7 +1g11+1g13+1g37+ 19101 +1g9901 = 127

Az utols6 példank a szamelmélet alaptételét kapcsolja 6ssze az irracionalissal.

Bizonyitsd be, hogy 324 irraciondlis!

36



7.3. A Bloom-féle céltaxonémia tjragondolasa

Tovéabbiakban az imént emlitett logaritmikus egyenlet megolddsanak elemzésével
foglalkozunk. A feladat segitségével ravilagithatunk arra, hogy megolddja mely értelmi
fejlodési szinten sajatitotta el a logaritmus és a szamelmélet témakoréhez kapcsolodo
megfeleld részeket. Itt a bevezetOben emlitett Bloom-féle céltaxonomidra gondolunk.

Mar a (Falus, 2003: 153)-ban is emlitik, hogy a rendszerben értelmezett részcélok
hierarchiaja kérdéses, az egyes szintek a valosagban nehezen szétvalaszthatok. Bloom
taxondmidja nem hazhatdé ra egyértelmiien a matematikai fogalmakra, tételekre, az altala
emlitett kognitiv (értelmi) fejlédés szintjei itt masképp épililnek fel. Esetiinkben példaul
lathattuk azt, hogy sok didk hibatlanul alkalmazza a szamelmélet alaptételét tigy, hogy még
nem érti azt. Ez szemben 4ll azzal, hogy Bloom szerint az alkalmazis csak a megértés utan
kovetkezik. Sziikség van arra, hogy ujragondoljuk ezt a rendszert, amit a tobb mint 1200
dolgozat kielemzésére, és szamos személyes megfigyelésre alapozva tettiink meg.

A taxonémia Ttjragondolasakor a logaritmusos feladatunkbol indultunk ki, igy
elsésorban az ehhez kapcsolodd ismeretekhez — a szamelmélet alaptételéhez és a logaritmus
azonossagaihoz — kothetd értelmi fejlédési rendszert gondoltuk tjra. Tovabbi kérdéseket vet
fel annak meggondolasa, hogy az altalunk létrehozott szinteket mennyire kell arnyalni,
amikor kiterjesztjiik a matematika mas teriileteire.

A rendszer Ujraértelmezését, pontositasat és tisztazasat a szamelmélet alaptételéhez
tartozo értelmi fejloddési szinteken keresztiil mutatjuk be.

Az ismeret szintje az, amikor a didk emlékszik arra, hogy egy szam felbonthato
primek szorzatara, de nem biztos, hogy fel is tudna bontani.

Az végrehajtas szintjén a tanuld a felbontdst mar el is tudja késziteni. Példaul ha
konkrétan az a feladat, hogy fel kell bontani egy szamot primek szorzatara, akkor meg tudja
csinalni.

A kovetkezd szint két fokozatbol 4ll: a begyakorolt alkalmazas ¢és tudatositas
kategoriakbol. Ezt a két szintet, kategoriat nem lehet hierarchikusan felépiteni, hiszen néha az
alkalmazast koveti csak a megértés, néha pedig forditva is lehetséges. Ezért ezeket egy
szinten, parhuzamosan képzeljiik el.

A begyakorolt alkalmazas szintjén a tanuld a felbontast egy ismert kornyezeten beliil
mar el is tudja késziteni. Példaul tudja, a legkisebb k6z6s tobbszords kiszamolasa magaval
hozza a primtényezés felbontds hasznilatat, és ki is tudja szdmolni ennek segitségével a

legkisebb kdzds tobbszordst.
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A tudatositas szintjén a didk ugy gondolja, hogy érti és vissza tudja adni a tételt, ami
igy belsoveé valik. Példaul ekkor mar nem jut eszébe a tanulonak, hogy megkérdezze azt, hogy
a felbontast a legkisebb primmel kell-e kezdeni. (Ebbdl a kérdésbdl az deriilne ki, hogy a didk
még nem ¢€rti a tétel sorrendiségre vonatkozd részét.)

Az uj kornyezetben valé alkalmazas szintjén Iévé didk mar egy teljesen 1j
kornyezetben is felismeri, €s haszndlni tudja a szamelmélet alaptételét. Példaul a Szamelmélet
beépitése mas anyagrészekbe cimil fejezet exponencialis egyenlettel kapcsolatos feladatanal
¢s a most targyalt logaritmikus egyenletes feladat esetén is. Mivel ez egy teljesen Uj
kornyezet, ezért itt nem beszélhetiink begyakorolt mechanizmusrol.

A teljes elemzoképesség szintjén a tanuld6 meg tud magyardzni minden, a tétellel
kapcsolatos kérdést, a tételt beépitette a mar meglévd tudasbazisaba. Ebben az esetben példaul
érti a szamelmélet alaptételének bizonyitasat, és sajat szavaival vissza is tudja adni azt. Ekkor
a tanulo mar tobb irdnybol is meg tudja kozeliteni a tételt, példaul tud ellenpéldat adni ra.

A szamelmélet alaptételéhez kapcsolddoan meghatarozott értelmi fejlédési szintek
kozotti mindségi ugras egyaltalan nem egyenletes. Gondoljunk példaul arra, hogy az els6 két
szintet altalaban kozel egyszerre sajatitjak el a didkok, mig az utolsé mar egyetemi szintii, igy
kozépiskolai tanulmanyaik soran a didkoknak nem kell az utolsé szintig eljutniuk.

Félrevezetd lehet az, hogy nehéz eldonteni, hogy valaki mechanikusan old-e meg egy
feladatot, vagy ténylegesen érti az egyes lépések mogottes tartalmat. Példaul ha egy ismert
kornyezeten beliil a tanuld érti egy feladat megoldasat, €s meg is tudja magyarazni annak a
mogottes tartalmat, akkor mind a begyakorolt alkalmazas, mind a tudatositas kategoriat elérte.
Viszont abban az esetben, amikor a didk kordbban mar latott hasonl6 példat, és mechanikusan
alkalmazza annak megolddsat ennél a feladatnal is, akkor értelmi fejlédési szintje latszolag
van csak a tudatositas szintjén, de valojaban nem éri el azt, hiszen nem tudja megmagyarazni
a megoldasat.

Az értelmi fejlodési szintjei hasonloan alakulnak a logaritmusazonossagai esetén is.
Példaul az ismeret szintjén allnak azok a tanuldk, akik csupéan felismerik az azonossagok
hasznalhatosagat, de nem tudjak azok segitségével atalakitani az adott kifejezést. Akik viszont
mar tovabbléptek a végrehajtds szintjére, azok egy egyszerti kifejezésre helyesen tudjak
alkalmazni a logaritmus azonossagot. A begyakorolt alkalmazds jelenti azt, amikor mar
rutinszertien, tobb azonossagot is tudnak alkalmazni egy kombinalt kifejezésre egy ismert
kornyezetben. Amikor a didkok mar nem csak mechanikusan végzik az atalakitasokat, hanem

értik az azonossagok kozti dsszefliggéseket, akkor a tudatositas kategoriat is elérik.
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A tovabbiakban azt fejtjiik ki, hogy az egyes megoldasi stratégiakbol, modszerekbol
mely értelmi fejlédési szintre kdvetkeztethetiink az adott ismerettel kapcsolatosan.

A logaritmikus egyenlet helyességének csupdn szdmologéppel torténd beldtdsa arra
utalhat, hogy a megold6 a logaritmus azonossagainal még nem all a végrehajtas szintjén, tehat
vagy az ismeret szintjén all, vagy még addig sem jutott el. Ekkor a tanul6 konnyen hibas
eredményre juthat szdmologépe pontatlansaga miatt, hiszen a legtobb szamoldgép 10-12
szamjegy pontossaggal szamol, ami a mi esetiinkben azt jelenti, hogy az egyenldség teljesiil.
Ezen megoldéasi stratégia esetén még nem allapithatd meg az, hogy a szamelmélet
alaptételének értelmi fejlédési rendszerében melyik szintjén all, hiszen a logaritmikus
egyenlet atalakitdsanak hidnyaban nem johetett 1étre a kapcsolat a szdmelmélet alaptételével.

Egy kiilon kategoridba tartoznak azok a didkok, akik megkérddjelezik szamologépiik
pontossagat, tovabbgondolkoznak, és esziikbe jut, hogy ennél a feladatndl a kordbban mar
tanult, logaritmusra vonatkoz6 azonossagokat kellene alkalmazni. Ha a didkban csak felmertil
ez a gondolat, de nem tudja alkalmazni az azonossagokat, akkor csupan az ismeret szintjén
all. A logaritmus azonossagainak helyes alkalmazasa esetén mar mondhatjuk, hogy a tanuld
eljutott a begyakorolt alkalmazis szintjére. Ez viszont még korantsem jelenti azt, hogy a
tudatositas szintjére is atlépett. Természetesen igaz az, hogy a begyakorolt alkalmazas szintjén
allok nem feltétleniil ezeken a 1épéseken keresztiil jutottak el erre a szintre, hiszen a
szamoldgép hasznalatanak gondolata nem kell, hogy felmeriiljon benniik.

A helyes atalakitdsok utan is tobbféle megoldasi modszer meriilhet fel. Az egyik
lehetéség az, hogy a tanuld hosszas szamitdsokba bocsatkozik, és gy jut ellentmondasra.
Ekkor a tanul6 a szamelmélet alaptételének értelmi fejlédési rendszerében még nem jutott el
az uj kornyezetben valo alkalmazas szintjére. Azok a didkok viszont, akik ebben a
rendszerben mar legalabb az 1j kornyezetben vald alkalmazds szintjén éllnak, azok a
szamelmélet alaptételére hivatkozva azonnal, szdmolas nélkiili megoldasra jutnak.

A 1. tablazatban foglaljuk Ossze azt, hogy a logaritmikus egyenlettel kapcsolatos
feladat egyes megoldasi modszereib6l mely értelmi fejlodési szintekre kovetkeztethetiink a

logaritmus azonossagaival, illetve a szamelmélet alaptételével kapcsolatosan.
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megoldasi médszer

logaritmus azonossagai

szamelmélet alaptétele

csak szamologép

< begyakorolt alkalmazas
szintje

nem allapithatd meg

helyes atalakitas +
hosszas szamolas

> begyakorolt alkalmazas
szintje

<1j kornyezetben valo
alkalmazas

helyes atalakitas +
szamelmélet alaptétele

> begyakorolt alkalmazas
szintje

= 1j kornyezetben vald
alkalmazas

1. tablazat: A logaritmus azonossdgainak és a szamelmélet alaptételének értelmi fejlodési

szintjei a megolddsi modszerek fiiggvényében

7.4. Eszrevételek egy szamelmélettel kapcsolatos bizonyitashoz

érdemes hosszabban kifejteniink, €s mélyebben foglalkoznunk annak tartalmaval, illetve
fejleszthetdségével. Az egyik ilyen téma a /2 irracionalitdsanak bizonyitisa. Az emelt szintii
érettségi szobeli tételek kozott szerepld algebra és szamelmélet tétel tanarok és didkok
korében egyarant népszerii bizonyitdsa ez. Ennek a tételnek tobb fajta bizonyitdsa ismert, de

kozépiskoldban valo tanithatosdg szempontjabol nem mindegyikkel értiink egyet. Példaul az

Kutatasunk sordn tobb olyan témaba is belebotlottunk, amirdl Ugy gondoljuk, hogy

egyik gimndzium honlapjan is az alabbi bizonyitas szerepel:

gondolatmenetre épiilnek. A tovabbiakban ezen a példan keresztiil mutatjuk be a bizonyitassal

, Tételezziik fel, hogy \2 raciondlis, azaz \[2 = %, ahol a,b egész

szamok, és b nem nulla. Azt is feltételezhetjiik, hogy (a,b) = 1, azaz
egymashoz képest relativ primek, azaz a tort tovabb nem
egyszertisitheto.

2
V2 =% egyenloséeg mindkét oldaldat négyzetre emelve 2 =Z—2 Az

egyenldséget b*-tel szorozva 2b? = a?

Tehat a? oszthaté 2-vel, azaz pdros szam, de akkor a is az, igy a = 2c,
igy a? = 4c?. EbbSl: 2b* = 4c?, azaz b? = 2¢? Azaz b? is pdros
szam lenne, ami nem lehetséges, hiszen feltételeztiik, hogy a és b
egymashoz képest relativ primek. Ellenmonddsra jutottunk, a kiindulo

’

feltételezésiink hibds, N2 nem lehet raciondlis szdm.’

Mas, ehhez hasonld bizonyitasokat is talaltunk, melyek alapvetéen ugyanerre a

szemben allitott észrevételeinket.
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A {0 meglatasunk az, hogy ez a bizonyitds eltusol egy Iényeges, bizonyitandd
részletet. Honnan tudjuk azt, hogy abbdl, hogy 2|a?-bdl kovetkezik az, hogy 2|a-t? Ennek
bizonyitdsahoz hivatkoznunk kell a szamelmélet alaptételére. Viszont ha mar alkalmazzuk a
szamelmélet alaptételét, akkor a fent emlitett bizonyitasban sok 1épés feleslegessé valik, és
igy egy sokkal egyszeriibb bizonyitds is adodik. Példaul az alabbi:

Tegyiik fel indirekt, hogy a v2 racionalis szam, azaz felirhato két
P

egész szam hanyadosaként. Legyen /2 = .

2

Emeljiik négyzetre: 2 = L

q2
Szorozzunk be a nevezbvel: 2 - g% = p?

Ekkor az egyenlet bal oldalan a 2 paratlan kitevon szerepel, mig a
jobb oldalan paros kitevon. Ez nem lehetséges a szamelmélet
alaptétele szerint. Abbol a feltételezésbdl, hogy a /2 racionalis szam,
logikailag helyes lépéseken keresztiil ellentmondashoz jutottunk, ami
azt jelenti, hogy az indirekt feltétel hamis. Tehat a V2 nem racionélis,

azaz irracionalis szam.

A szamelmélet alaptételére vald hivatkozassal konnyebben atlathato és altalanosabb
bizonyitdst kapunk, hiszen ez a fajta bizonyitas konnyen atirhatd lenne mas gyokos
kifejezésekre, példaul az ¥/24-re is. Véleményiink szerint fontos lenne, hogy a didknak mas
Osszetettebb példakat is lassanak, hogy megértsék a bizonyitds lényegét. Erre utalt Karolyi

Gyula is a vele készitett interju soran.

8. Titkosirashoz vezeto6 feladatsor

Az egyik legfontosabb alkalmazasa a szamelméletnek a titkosirdas. Az RSA titkositas
(Ronmald L. Rivest, Adi Shamir, Leonard Adelman) szabadalmaztatta 1977-ben. Az
egyetemeken 1980 ota tananyag minden elsééves szamelmélet vagy diszkrét matematika
kurzuson. A titkosiras matematikai hatterét az Euler-Fermat-tétel adja, a biztonsagat pedig az
a bizonytalan tény, hogy nem lehet gyorsan szamokat primtényezokre bontani. Ez utobbi azt
jelenti, hogy nem ismert olyan mobdszer, algoritmus, amely alkalmas lenne arra, hogy a

leggyorsabb szamitogépek ezen algoritmus segitségével egy nagy szamot primtényezokre
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bontsanak. A titkositas biztonsaga tehat azon mulik, hogy feltételezziik, hogy nincs
faktorizal6 algoritmus.

A titkositas alapjait kozépiskolaban az altalanos osztdlyokban csak megemlitenénk,
viszont a fakultacios osztalyokban 20-25 perc alatt konnyen elmagyarazhatd lenne.

A titkositas alapjaira ravezetd feladatsoroknal azt szeretnénk elérni, hogy tudjanak
egész szamokat hatvanyozni modulo n. A modulo n hatvanyozas kulcsa, hogy magat az egész
szamot (hatvanyt) nem kell kiszamolni, elég csak a maradékot modulo n. Amikor
maradékokkal szamolunk, akkor mar a részszamitasoknal is elég csak a maradékokat venni.
Ez a kongruencia, de ezt a szot nem vezetnénk be kdzépiskolaban. Természetesen tagozaton,
fakultacion vagy szakkoron elOkertilhet.

Ami a legelérhetobb feladat, és amivel eddig is taldlkoztak a didkok, az a
hatvanyoknak az utolsé vagy utolsé két szamjegye. Tobb flizetben, tankdnyvben talalkoztunk
példaul a kdvetkezo tipusu feladattal:

»Mi a 1919 ytolsé szamjegye?”

,5|13611 —21837”

Az utolsd szamjegy vizsgalata burkoltan a modulo 10 szamolas, a masodik feladat
pedig arra mutat ra, hogy ha egy szam oOttel osztva egyet ad maradékul, akkor minden
hatvanya egyet ad.

Mi az alébbi feladatsorokkal vezetnénk be a hatvanyozast modulo n.

1. feladat:

a) Szamold ki zsebszamologéppel a 3 egész kitevdjii hatvanyait 0-t61 8-ig!
b) Ird le a hatvanyok utolsé szamjegyeibdl képzett sorozatot!
¢) Ird le a hatvanyok elsd szamjegyeibdl képzett sorozatot!

Mit veszel észre?

d) Szamold ki zsebszamologéppel a 13 egész kitevdjii hatvanyait 0-tol 8-ig!
e) Ird le a hatvanyok utolso szamjegyeibél képzett sorozatot!
f) ird le a hatvanyok elsd szamjegyeib6l képzett sorozatot!

Mit veszel észre?

2. feladat:

a) Allapitsd meg (anélkiil, hogy kiszamolnad), hogy mennyi lehet a 3° és a 13°
utolso szamjegye!

b) A 3-nak és a 13-nak melyik kovetkezé hatvanya fog 1-re végzédni?

¢) Allapitsd meg, hogy 13 melyik hatvanyai fognak 1-re végzédni!
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d) Mire végzoédik 3101, 1320159
3. feladat:
a) Szamold ki a 21 egész kitev6ji hatvanyait 0-t6l 7-ig, ird le a tagok utolsd két
szamjegyét!
b) Milesza 218, 21101, 212014 yiolso két szamjegye?
c) Milesza 21191 utolso két szamjegye?
d) Mi lesz a periodus?
Az utolsd két szamjegy megkeresése az alabbi modon is elvégezhetd: 212 = 441, de
mi abbol csak az utolsd két szamjegyet tarjuk meg és azt hatvanyozzuk tovabb. Tehat 41 -
21 =861, megtartjuk a 61-et és azt szorozzuk csak tovabb, stb.
4. feladat:
a) Mi lesz 47 hatvanyainak utolsd két szamjegyébOl allo sorozat legkisebb
periddusa?
b) Milesza 4722 utolsé két szamjegye?
c) Milesza 4741 utolsé két szamjegye?
5. feladat:
Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 hatvanyainak 7-tel vett maradékaibol képezziink egy-egy sorozatot.
Mennyi lesz a periodus a kiilonb6zé sorozatoknal?
A feladatsor mellett oratervet is készitettiink arr6l, hogy hogyan vezetnénk be a
modulo n hatvanyozast, illetve az Euler-Fermat-tételt egy 11. osztalyos fakultacios
csoportban. Az oraterv kicsit feszitett, de egy jobb képességii csoporttal egy tandra alatt

kivitelezhetd. Az oraterv a 6. mellékletben tekinthetd meg.
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10.Mellékletek

1. melléklet:
Dolgozat A valtozat

A csoport
Név:
Osztaly:
A feladatok megoldasahoz szamologép nem hasznalhat6. Minden szamitast a lapon végezzetek.

1. Feladat. Készitsd el a 280 primtényezés felbontasat!

2. Feladat. Csilla talalt egy 180 cm hosszt, 1 cm széles szalagot. Olyan 1 cm szélességt, egyforma
téglalapokra akarja szétdarabolni, amelyek masik oldala is egész cm hossztisagt. Sorold fel az Gsszes
lehetGséget (beleértve azt is, hogy Csilla mégsem darabolja fel a szalagot)!

3. Feladat. Valaszd ki az aldbbi szamok koziil azokat a szamparokat, amelyeknek a legnagyobb
koz0s osztoja 1.
36, 49, 32

4. Feladat. Milyen maradékot ad 25-tel osztva a 123457
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5. Feladat. Karikazd be azokat a szamokat, amik oszthatok

a. 3-mal

283, 96, 1176
b. 6-tal

72, 76, 84
c. 4-gyel

48, 154, 228

6. Feladat. Zsoltinak az els6 5 éves érettségi talalkoz6ja 2012-ben volt, ami szokGév. Ha 5 évente
talalkoznak, mikor lesz legkézelebb szokéévben érettségi talalkoz6? (Négyévente van szokGév.)

7. Feladat. Mennyi 1320 és 504 legnagyobb kozos oszt6ja?
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2. melléklet:

Dolgozat B valtozat

B csoport
Név:

Osztaly:
A feladatok megold4asahoz szamologép nem hasznalhato. Minden szamitast a lapon végezzetek.

1. Feladat. Ird le az alabbi oszthatésagi szabalyokat!

a. 8-cal:

b. 12-vel:

¢. 3-mal:

2. Feladat. Sorold fel az 54 Gsszes osztojat!

3. Feladat. Egy szerdai matekéran a tanarné bejelentette, hogy 30 nap milva dolgozatiras lesz.
Julesi jelentkezett, hogy 30 nap milva szombat lesz. I[gaza van-e Julesinak? Milyen napon lesz a

dolgozatiras?
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4. Feladat. Az alabbi szamok koziil melyek relativ primek?
21, 45, 32

5. Feladat. Bontsd fel primek szorzatara a kovetkezé szamot:

420

6. Feladat. Az iskolai évkonyvbe a végzés osztalyok minden tanuléjarél raknak egy képet. Az
egyes osztalyok tanuloinak képei kiilon oldalra keriilnek. A képeket egymaéas mellé, sorokba rendezve
ragasztjak az évkonyvbe. Maximum hany képet rakhatunk egy sorba, ha azt szeretnénk, hogy minden
oldalon mindegyik sorban ugyanannyi kép legyen és a végzés osztalyokba 30, 24, illetve 36 tanulé
jar?

7. Feladat. Mennyi 8 és 12 legkisebb kozos tobbszorose?
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3. melléklet:

Dolgozat C valtozat

C csoport
Név:
Osztaly:
Milyen formaban tanulod a matematikat? (Hizd ala!) normal/fakultacio/tagozat

A feladatok megoldasdhoz szamologép nem hasznalhaté. Minden szamitast a lapon végezzetek.

1. Feladat. Készitsd el a 280 primtényezss felbontasat!

2. Feladat. Egy 45 cm hosszn szalagot szeretnénk feldarabolni kisebb, egyforma, egész cm hossza-
sagl szalagokra. Milyen hosszti darabokat kaphatunk? Sorold fel az 6sszes lehet&séget beleértve azt
is, hogy nem daraboljuk fel a szalagot.

3. Feladat. Adjuk meg az alabbi szamok koziil azokat a szamparokat, amelyek legnagyobb kozos
osztoja 1. Sorold fel az Gsszes ilyen szampart!
36, 49, 32

4. Feladat. Milyen maradékot ad 25-tel osztva a 123457
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5. Feladat. Karikézd be azokat a szamokat, amik oszthatok

a. 3-mal.
283, 9672, 1176, 111111, 111112

b. 6-tal.
283, 9672, 1176, 111111, 111112

c. 4-gyel.
2345, 1234, 48148, 32100, 76432

6. Feladat. Egy uszodaban két medence van. Az egyikben 24 naponta, a méasikban 28 naponta
cserélik le a vizet. Az uszoda zarva van azon a napon, amikor mindkett&ben vizet kell cserélni. Ma

zéarva van az uszoda. Mikor lesz zarva legkozelebb?

7. Feladat. Mennyi 1320 és 504 legnagyobb kozos oszt6ja?
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4. melléklet:
Dolgozat D valtozat

D csoport

Neév:
Osztaly:
Milyen formaban tanulod a matematikat? (Huzd alal) normal/fakultacio/tagozat

A feladatok megoldasahoz szamolégép nem hasznalhaté. Minden szamitast a lapon végezzetek.
. Feladat. Ird le az alabbi oszthatésagi szabalyokat!

a. 8-cal:

b. 12-vel:

c. 3-mal:

2. Feladat. Sorold fel az 54 Gsszes osztojat!

3. Feladat. Egy szerdai matekéran a tanarné bejelentette, hogy 100 nap milva lesz az utolsé tan-
orajuk egyiitt. Julesi jelentkezett, hogy 100 nap mitlva szombat lesz. Igaza van-e Julesinak? Milyen

napon lesz az utolsé matekéra?
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4. Feladat. Az alabbi szamok koziil mely parok relativ primek? Soroljuk fel az 6sszes lehet&séget!
21, 45, 32

5. Feladat. Bontsd fel primek szorzatara a kovetkezs szamot:

420

6. Feladat. Az iskolai évkonyvbe a végzés osztalyok minden tanul6jarol raknak egy képet. Az
egyes osztalyok tanuléinak képei kiilon oldalra keriilnek. A képeket egymas mellé, sorokba rendezve
ragasztjak az évkonyvbe. Maximum hany képet rakhatunk egy sorba, ha azt szeretnénk, hogy minden
oldalon mindegyik sorban ugyanannyi kép legyen és a végzss osztalyokba 30, 24, illetve 36 tanulé

jar?

7. Feladat. Mennyi 8 és 12 legkisebb kozos tobbszorose?
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5. melléklet
Az egyes feladatokhoz tartozd kérdiagramok

Kategodridk jelentése:

0: hozzd sem kezdett a feladathoz

1: irt valami kezdetlegeset, olvasta a feladatot, de nem tudta megoldani (pl. lerajzolta a

szalagot)

2: elkezdte, de rosszul kezdte el

3: jol kezdte, de késébb elvi hiba (C oszthatdosagi szabalyokndl: jot és rosszat is
karikazott)

4: elvileg jo, de szdmolasi hibat kovetett el (C oszthatdosagi szabalyoknal: rosszat is
karikéazott)

5: jol kezdte, de nem fejezte be vagy nem teljes a megoldéas (C oszthatosagi szabalyoknal:
kimaradt)

6: hibatlan megoldas

C primtényezds felbontds konkrétan D primtényezGs felbontas vonallal
1
2

2
1%1% 1%2%

5
0%

2%
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C osztok meghatdrozdasa - szOveges

1
2% 2
3%

1%

C oszthatdsagi s(z)a blély 3-mal - karikazds
2

0%0%0%

C oszthatdsagi sza bély14-gyel - karikazos
2

0%09%

D osztok meghgtélrogésa konkrét

0%3%0% 3%

D osztatdsagi szabdly 3-mal - szoveges

1
2%2
2%

0%

D osztatdsagi szabdly 8-cal - szoveges

0%

g%
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C oszthatdsagi szabélyll 6-tal - karikazos
2

%1%

C maradékos osztas - konkrét

2
0%
5
3%
C legnagyobb k6z0s oszté - konkrét

2
yr———

D oszthatdsagi szabaly 12-vel - sz6veges

%

D maradékos osztds - szoveges

%

D legnagyobb kdz6s osztd -szoveges




C legkisebb kdz6s tobbszoros- szoveges D legkisebb koz6s tobbszoros - konkrét

2

N

3%

Clegnagyobb k6z6s osztd 1 D relativprim

6. melléklet

Oraterv az Euler-Fermat-tétel kozépiskolai bevezetéséhez
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1. tablazat:

szém (a): 3 16 13 25 15
hatvany (a") | hatvany (a") | hatvany (a") | hatvany (a") | hatvany (a") | hatvany (a") | hatvany (a") | hatvany (a")
kitevé (n) utolsé utolsé utelsé utolsé két utolsd két utolsé utolsé utolsé
szamjegye szamjegye szémjeiye szémjegye szamjegye | szamjegye | szamjegye szémjeE&
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
Periddus
2. tablazat:
@(n)
n-nél nem nagyobb, n-hez relativ prim pozitiv | n-nél nem nagyobb, n-
: egészek hez relativ prim pozitiv
egészek szama
1 1 1
2 1 1
3 1;2 2
4 1;3 2
2 1;2;3;4 4
5] 2
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
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