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1. ABSZTRAKT

A teszteléses tanulds hatékonysagat szavak ¢és szovegek tanuldsa terén mar tobb kisérletben
bizonyitottak, tobbnyire laboratoriumi kérnyezetben. Ezen dolgozat targya egy olyan kisérlet,
amely a teszteléses tanulds hatékonysagat matematikatanitds teriiletén vizsgalja, valodi
egyetemen, valodi didkokkal, valodi matematika kurzus keretein beliil. A kisérlet résztvevoi
els6éves matematikatanar szakosok voltak, hat csoportra osztva. Harom csoport a tesztelési
hatast alkalmazva tanulta a szamelméletet, a masik harom hagyomanyos modszerekkel. A
kisérleti és a kontroll csoportok ugyanazt a tananyagot tanultdk és ugyanazt a zarthelyi
dolgozatot irtak meg a félév végén. Ezen a dolgozaton a kisérleti csoport jelentésen jobban
teljesitett, mint a kontroll csoport, dacira annak, hogy utdbbiak év eleji szintfelmérd
eredményei jelentdsen erdsebbek voltak. Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy a tesztelési
hatas a deduktiv gondolkodast igényld, Osszetett matematikai problémak megoldasanak
tanulasat is jelentdsen eldsegiti. Az egyéni képességekben mutatott eltérések hatasanak
vizsgalatara harom csoportba osztottuk mind a kisérleti, mind a kontroll csoport tagjait:
gyengén, atlagosan ¢és jol teljesitd csoportokra. A tesztelési hatds mindharom csoport esetében
kimutathaté volt. Mindharom csoport-par esetében a teszteléses tanuldst alkalmaz6 (kisérleti)

csoport tagjai jobban teljesitettek a kontroll csoport tagjainal.

Kulcsszavak: tesztelési hatds, el6hivasi hatds, matematika, komplex problémak, deduktiv

gondolkodas, egyéni kiilonbségek

2. Bevezeto

A tanulasr6l és a memoriarol rengeteg régebbi és Ujabb elmélet létezik. Ezek tobbsége
megegyezik abban, hogy a memoria 6 funkcioi a kodolas, a tarolas és az eldhivas. Kodolas
alatt a memoridban vald rogzités folyamatat értjiik, a tarolas pedig a rogzitettek ,,fejben tartasa”,
vagyis ezek megmaraddsa a memoridban valamilyen formaban. Az eldhivas az a folyamat,
amikor a taroltakat felidézziik és valamilyen forméban felhasznaljuk.

Iskolai kdrnyezetben a kodolas, tarolas és eldhivas folyamatai a tanitas-tanulas folyamatanak
keretei kozott zajlanak. A még ma is altalanosan elfogadott elképzelés a tanulasrol az, hogy a
tanulasi folyamat az informacié bevitele a memoriaba. Az el6hivas szerepe ebben a felfogasban
kizarolag a tanulas eredményességének ellendrzése. El6hivasra a tanulasi folyamat végén/utan

kertil sor, felelés vagy dolgozat forméjaban.



Tobb mint szaz éve mar jelentek meg a fenti elképzeléssel szembemend tanulmanyok arrol,
hogy a tesztelés, azaz a megtanulandd anyag memoridbdl vald eléhivasa a tanuldsnak egy
hatékony formadja lehet (Abbot, 1909, Gates, 1917), ezek azonban nem véltottak ki nagy hatast.
Teszteléses- vagy elOhivasos tanulasnak hivjuk a tanuldsnak azt a formajat, amikor az
elsajatitandd informacid ujraolvasdsa vagy ujratanuldsa helyett azt aktivan el6hivjuk a
memoriabol (angolul test-enhanced learning, retrieval-enhanced learning). A teszteléses
elnevezést az indokolja, hogy amikor valakivel el6hivatjuk a tananyagot, akkor azt teszteljiik,
hogy mi maradt meg a tanultakbol. Ez az elnevezés kicsit megtévesztd, mert magat az eléhivast,
azaz a tudas-tesztelést tesztekkel, azaz kisebb felmérokkel, dolgozatokkal idézik eld. A
teszteléses tanulas elnevezés tehat nem abbol ered, hogy teszteket irunk tanulds kdzben, hanem
abbol, hogy teszteljiik, hogy az éppen megtanulandék mekkora részét sikeriilt mar ténylegesen,

a hozzaférést biztositdé mdédon rogziteni.

Bar csak 11 éve irddott, a teszteléses tanulds alapmiivének Roediger ér Karpicke (2006b) cikkét
tartjuk. A mar klasszikusnak szamité kisérletiikben laboratoriumi kornyezetben,
szovegtanuldsos helyzetben egyetemi hallgatoknal a tobbszori elolvasas és a tobbszori tesztelés
hatasat vizsgaltak. A kisérlet alanyai egyetemistak voltak, akiket két csoportra osztottak.
Mindkét csoport elolvasta a tananyagot, majd ezt kdvetden az els6 csoport még haromszor jra
elolvasta (ismétlés) a szoveget. A masodik csoport csak egyszer olvashatta el a szoveget és azt
kovetben az ujraolvasas helyett mindharom alkalommal tesztelték a megszerzett tudast, igy
harom alkalommal kellett el6hivniuk a tanultakat. Tobb alkalommal is vizsgaltdk a harom
csoport tanulasi eredményességét, tobbek kozt 6t perccel az utols6 tanulasi fazis utan és egy
héttel késobb is. Az azonnali tesztelésnél nem meglepd mddon az elsd csoport teljesitett a
legjobban (akik a legtobbszor olvashattak el a szoveget), a masik csoport (akiket Gijraolvasas
helyett teszteltek) pedig a legrosszabbul. Az eredmény egy héttel az utols6 tanulasi fazist
kovetden megfordult: a méasodik, teszteléses csoport sokkal jobban emlékezett az anyagra, mint

az Gjratanulos csoport.

Négyszer olvas 1x olvas 3 tesztelik
5 perc milva 82% 70%
1 hét mulva 40% 63%

1. tablazat: Roediger és Karpicke kisérletének eredményei



Ennek a jelenségnek egy lehetséges neuropszichologiai magyarazatat adtak egy kisérletben,
ahol német didkoknak tanitottak szuahéli szavakat ugynevezett paros asszocidcios technikaval.
A résztvevok Osszesen 60 szopart tanultak az elsd korben. Ezutan 30 szépart Gjratanultak, a
masik 30 szopar esetén pedig fel kellett idézniiik a szuahéli sz6 bemutatasa utan a sz6 német
megfeleldjét (Keresztes, Kaiser, Kovacs és Racsmany, 2014). Végiil fel kellett idézni mind a
60 szuahéli sz6 német megfeleldjét. A tesztelés alatt figyelték a didkok agyi aktivitasat. Az
ujratanult szavak felidézésekor kdzvetlenill a tanulas utdn nagyobb volt az agyi aktivitas, mint
egy héttel késobb. A felidézéssel tanult szavak esetén forditott volt az eredmény, rovidtavon
kisebb agyi aktivitas volt észlelhetd, de ez az aktivitas egy hét mulva sem csdkkent. Ebbdl arra
kovetkeztethetlink, hogy a teszteléses (vagy elOhivasos) tanulds gatolja az agyi aktivitas
csOkkenését. Roviden 0sszegezve megallapithato, hogy az informécio elohivasa a memoriabol,
azaz az el6hivasos vagy teszteléses tanulas egy kezdeti tanuldsi fazis utdn jobban eldsegiti a

tanultak hosszu tdva megmaradésat, mint az Gjratanulas.

A tesztelési hatast mar sokféle kisérletben kimutattak, kiilonb6z6 feladattipusok, (tan)anyagok

¢s korosztalyok korében.

A kiilonbozd szovegtanulas tipusu feladatok kozott szerepelt szavak listdinak tanuldsa és
rendszerezése (Zaromb ¢€s Roediger, 2010), idegen szavak tanuldsa (Pyc és Rawson, 2010) és
tankonyvi szovegek tanuldsa (Roediger ¢és Karpicke, 2006b, Butler, 2010). A hatast fOleg
laboratoriumi koriilmények kozott vagy laboratoriumban szimulalt iskolai helyzetben mutattak
ki, mindossze néhany kisérlet volt valos iskolai helyzetben (McDaniel, Roediger and
McDermott, 2007).

A tesztelési hatast sok kiilonb6z0 korosztalyba tartozd résztvevovel kimutattdk, a
leggyakrabban vizsgalt korosztaly az egyetemistaké (Roediger és Karpicke 2006a). Azon beliil
is, érthetd modon, a leggyakrabban pszichologus hallgatokon kisérleteztek. Ezek a vizsgalatok
persze kiilonbozdek voltak a tesztelés fajtajat, mértekét, idozitését tekintve. A tesztelési hatast
valamilyen moédon kimutattdk mar 6vodasoknal és iskola-eldkészitdsoknél (Fritz, Morris,
Nolan, &Singleton, 2007; Kratochwill, Demuth, &Conzemius, 1977), éltalanos iskoldsoknal
(Atkinson&Paulson, 1972; Bouwmeester&Verkoeijen, 2011; Fishman, Keller, &Atkinson,
1968; Gates, 1917; Metcalfe&Kornell, 2007; Metcalfe, Kornell, & Finn, 2009; Myers, 1914;



Rea & Modigliani, 1985; Rohrer, Taylor, &Sholar, 2010; Spitzer, 1939), fels6 tagozatos
korosztalynal (Carpenter et al., 2009; Fritz, Morris, Nolan, et al., 2007; Glover, 1989;
McDaniel, Agarwal, Huelser, McDermott, &Roediger, 2011; Metcalfe, Kornell, &Son, 2007;
Sones&Stroud, 1940), kozépiskolasoknal (Duchastel, 1981; Duchastel&Nungester, 1982;
Marsh et al.,, 2009; Nungester&Duchastel, 1982), ¢és felsdbb éves orvostanhallgatoknal
(Kromann et al., 2009; Rees, 1986; Schmidmaier et al., 2011) is. De ez még nem minden, nem
csak a gyermekeknél és a fiataloknal, hanem a felnétteknél is miikodik a tesztelési hatas (Balota,
Duchek, Sergent-Marshall, &Roediger, 2006; Bishara&Jacoby, 2008; Logan&Balota, 2008;
Maddox, Balota, Coane, &Duchek, 2011; Sumowski,Chiaravallotti&DeLuca, 2010) akar 60 év
felettiek korében is (Tse, Balota, and Roediger, 2010)

Kimutattak, hogy a rovid kifejtés kérdésekkel és a feleletvalasztos tesztekkel valo tanulas
egyarant hatékonyabb, mint az ujraolvasids (Kang, McDermott and Roediger, 2007).
Megallapitottak, hogy bar mindkét tesztelési forma hatékony, a hatasuk példaul fiigg attol, hogy
volt-e visszajelzés a tanulasi szakaszban a valaszok helyességérél. Ha kaptak visszajelzést a
résztvevok, akkor a rovid kifejtés kérdésekre valaszolas — nagyon kis mértékben, de — jobb
eredményeket hozott. Ha viszont nem volt visszajelzés, akkor a feleletvalasztos kérdésekre valo

valaszolas esetén volt er&sebb a tesztelési hatas.

A teszteléssel megszerzett tudas nem csak az adott témakorben hasznalhatobb, mint az
ismétléssel megszerzett tudds, hanem mas teriiletre is konnyebben atvihetd (Butler, 2010, van

Eersel et al. 2016).

Az el6hivasos vagy teszteléses tanulas (az angol nyelvii szakirodalomban: retrieval-enhanced
learning / test-enhanced learning) hatékonysagat Osszevetették mas tanulasi technikak
hatékonysagaval is. Példaul a teszteléssel tanulok jobban teljesitenek, mint az ,,6nmaguknak
magyarazassal” tanulok (Larsen et al 2013) és jobbak a gondolattérkép segitségével tanuloknal
is (Karpicke& J. R. Blunt, 2011). Az eddigi eredmények alapjan az el6hivasos tanulas a
leghatékonyabb tanuldsi technika. A tesztelési hatds feltérképezésében maradt még néhany
fehér folt. Az egyik ilyen a tesztelési hatds vizsgélata a kiilonbozd eldzetes tudéassal bird
emberekre. Orr €s Foster (2013) kisérletben egy bioldgia kurzuson a hallgaték szabadon
eldonthették, hogy a kurzus sordn részt vesznek-e alkalmanként tudastesztelésben. A

hallgatokat a j6-, kozepes- és gyenge képességli csoportokra osztottak. A kurzus végén a didkok



vizsgan nyujtott teljesitménye mindharom csoportban jobb volt azoknak, akik rendszeresen
megirtak a teszteket, mint azoknak, akik nem. Carpenter et al. (2015) szintén biologia kurzus
keretében egyetemi hallgatoknal azt az eredményt kaptak, hogy a tesztelési hatas csak a jo
képességli didkoknal mutathatdé ki, a kozepes €s gyenge képességii didkoknal nem. Egy
harmadik esetben (Brewer and Unsworth, 2012) az alacsonyabb intelligencidju személyek
nagyobb mértékben fejlddtek a teszteléses tanulasnak koszonhetden, mint a magasabb
intelligenciaju személyek, a legmagasabb intelligenciaji személyeknél pedig nem volt
kimutathaté a tesztelési hatas. Egy masik fehér folt az, hogy befolyasolja-e (és ha igen, hogyan)
a tesztelési hatds muikodését, ha az dravégi dolgozatok eredményei beszamitanak a végso
értékelésbe. Khanna (2015) egy bevezetd pszicholdgia kurzusan a teszteléses csoport egyik
részének beleszamitott az év végi osztalyzataba a teszteken elért eredmény, a masik felének
nem. A kontroll csoport itt sem tesztelt. Az els6 két csoport a szemeszter soran hat alkalommal
elére nem bejelentett mdodon irt tesztet. Ebben a kisérletben azok érték el a legjobb eredményt,
akik irtak tesztet, de nem szamitott bele az év végi osztalyzatukba az eredménye. A jelenséget
azzal magyardztak, hogy ha a jegyiik mulik a tudastesztek eredményén, akkor megndhet a
didkok szorongésa, ami ronthatja a tanulasi teljesitményt. Ennek kicsit ellentmond Agarwal et
al. 2014 eredménye, amely szerint a teszteléssel tanulok tesztszorongasa csokken. Az
ellentmondas egy lehetséges feloldasa az, hogy a szorongas csak alacsony intrinzik motivacio
esetén rontja a teljesitményt, magas intrinzik motivacional javitja (Wang, Lukowski, Hart et al.,
2015). Egy harmadik fehér folt az az a kérdés, hogy befolyasolja-e a tesztelési hatas mértékét
az, hogy mennyire 0sszetett a megtanuland6 anyag. Itt mar az elmélet sem egységes: Gog és
Sweller (2015) amellett érvelnek, hogy a tesztelési hatas csak olyan helyzetekben mutathato6 ki,
ahol a megtanuland6 elemek k6zott nincs interakcid, mint példaul idegen szavak tanulésakor,
komplex anyag tanuldsakor a hatds csokken vagy eltlinik. Karpicke és Aue (2015) ezzel
szemben gy gondolja, hogy a tesztelési hatas komplex anyagok esetén is hatékonyan segiti a
tanulast. NézOpontjukat elméleti érvekkel és kisérletekkel is alatimasztjak. Vannak azonban
Gog ¢s Sweller allitasait aldtdmasztd kisérletek is. Leahy és Sweller (2015) komplex anyag
esetén forditott tesztelési hatast kapott azonnali felidézéskor, egy héttel késébbi felidézéskor
pedig nem kaptak semmilyen hatast. Hasonléan negativ eredményt kapott Tran et al. (2015),
akik kiilonbozd eseménysorozatok leirdsat tartalmazo mondatokat tanultattak meg a kisérleti
személyek ,,ujraolvasos” és ,tesztelds” csoportjaval ugy, hogy a mondatok kiilon-kiilon,
egymas utan jelentek meg. A végso tesztben az egyes mondatok felidézésében kimutathato volt
a tesztelési hatas, de amikor a mondatok alapjan kovetkeztetéseket kellett levonni, nem volt

kiilonbség a két csoport teljesitménye kozt. Ez alapjan az olyan feladatoknal, ahol deduktiv
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kovetkeztetésekre van sziikség, a tesztelési hatés eltlinik. Egy masik hasonl6 kisérletnél, mikor
egyben vetitették le a szoveget, nem pedig mondatonként, akkor a kovetkeztetés levonasat

igényl6 feladatokban is érvényesiilt a tesztelési hatas Eglington és Kang (2016).

A matematika feladatok megoldasahoz fejlett deduktiv gondolkodési €és probléma-megoldasi
képesség sziikséges, maguk a feladatok pedig sokszor 0Osszetettek. Az eldhivasi hatast
matematikabol eddig minddssze egyszer Vizsgaltak (Bereczky-Zambd, Muzsnay, Szeibert
2017). Kutatoécsoportunk kozépiskolai kornyezetben, hatranyos helyzetii 9. osztalyos tanulokon
mutatta ki egy Othetes kisérletben a teszteléses tanulas hatékonysagat. Ilyen mélységii
tananyaggal még senki nem végzett vizsgalatokat. Az ottani eredmények és tapasztalatok
alapjan kidolgoztunk egy 0sszetett kisérletet. Ezen dolgozat targya egy olyan kisérlet, amely a
teszteléses tanulas hatékonysdgat matematikatanitas teriiletén vizsgalja, valdédi egyetemen,
valédi matematika szakos didkokkal, valédi matematika kurzus keretein beliil, ahol valodi
matematika- ¢és Osszetett, komplex kapcsolatokat felvonultatd tananyag és deduktiv
gondolkodast megkoveteld feladatok szerepeltek. A hallgatok tudasat a félév kezdete elott egy
fliggetlen matematika dolgozattal felmértiik. Igy kisérletiink a fent emlitett mindharom fehér
foltot érinti és segithet azok feltérképezésében. Deduktiv képességeket, ezaltal dsSzetett tudast
mér kiillonboz6 felkésziiltségli hallgatok esetén ugy, hogy a kisdolgozatok eredménye

beleszamit az év végi értékelésbe.

3. A Kkisérlet

Vizsgéalatunkban valddi oktatasi kdrnyezetben, a szokasosan hasznalt tananyagon, az ELTE
TTK matematika tanar szakos Algebra és Szamelmélet kurzusa keretében hasonlitottuk dssze
a hagyomanyos modon ¢és a teszteléssel tanuld csoportok teljesitményét, valamint
megvizsgaltuk, hogy az eldzetes tudasbeli kiilonbség mennyire befolyasolja a tesztelési hatas

mértékét.

A kisérletben az ELTE matematika tanar szakos teljes els6éves évfolyama, Gsszesen 114
hallgat6 vett részt Algebra és Szdmelmélet 1 tantargy keretében. Az adatok elemzése soran
végiil kihagytuk azokat, akik mar korabban jartak a kurzusra, de most Gjra felvették, illetve akik
a félév soran leadtak a kurzust. Igy Gsszesen 72 hallgatod, koziilik 26 férfi, 45 né adatait
hasznaltuk fel. Eletkoruk 18-23 év kzott volt. A vizsgalatban az algebra és szamelmélet kurzus

eldadas és gyakorlat szokdsos tananyagat hasznaltuk, amely Niven, Zuckerman, Montgomery
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(1991) An Introduction to theTheory of Numbers 5ed. tankényvére épiil. A részletes tematika a
dolgozat fiiggelékében talalhatd. A kurzus heti egy 60 perces eldadasbol és egy 90 perces
gyakorlatbol allt 13 héten keresztiil. Az el6adas kozos volt, a gyakorlatokon hat 17-19 fos
csoportra oszlottak a hallgatok. Az év elején minden hallgatdé megirt egy matematika
szintfelméré dolgozatot. Az elsé eléadasokon szamos szempontbdl felmértiik a diakokat.
Kitoltettiink veliik munkamemoria teszteket (szamterjedelem teszt oda és vissza, vizualis
memoria teszt oda és vissza, matematikai szorongas tesztet (az AMAS teszt 9 kérdéses
valtozatat) és szamelmélet tudastesztet is. Emellett a teljesebb kép érdekében a didkok irasos
hozzajarulasa mellett 6sszegytijtottiik, hogy mi a masik szakjuk, hova jartak kozépiskolaba, az
érettségijik szintjét ¢és eredményét szazalékban, illetve, hogy jartak-e fakultaciora
matematikabol. A csoportokbdl harmat kisérleti, harmat pedig kontroll csoportnak soroltunk be
véletlenszertien. Igy a 72 értékelend6 hallgatobol 37 keriilt kisérleti csoportba, 35 pedig kontroll
csoportba. A gyakorlatok felépitése hagyomanyos volt. A didkok mindegyik gyakorlaton
feladatokat oldottak meg az el6z0 heti eldadas elméleti anyagara épitve egyénileg, kozdsen,
illetve tanari segitséggel. A kisérleti csoportok tagjai minden ora végén két feladatot (lasd:
Fiiggelék, ,,A” melléklet) oldottak meg az 6ra anyagabol 6nélldan, segédeszkdzok hasznalata
nélkiil. A didkok a dolgozatok eredményeir6l visszajelzést kaptak. A kontroll csoport tagjai az
ora végi két feladatot kozOsen, tanari segitséggel oldottdk meg, ugyanugy, mint a tobbi
feladatot.

Az utols6 eléadason mindenki egy 5 feladatbol all zarthelyi dolgozatot irt (lasd: Fiiggelék, ,,.B”
melléklet).

A feladatok jellege kiilonb6z6 volt. A dolgozat elsé feladata tipikusan olyan példa, amely
proceduralis tudast igényel. Proceduralis (vs. konceptudlis) tudas alatt azt értjiik, hogy az
ugyanugy kinézd feladat pontosan ugyanazon a mdédon megoldhatd, fiiggetleniil attol, hogy
éppen milyen szdmok szerepelnek az aktudlis valtozatban. Emellett az eljaras és a hozza tartozo
szamolasok is elég egyszerlieck. Ez a feladat megoldhato kizarolag kozépiskolds tudas
felhasznalasaval is.

A masodik feladat szintén proceduralis gondolkodéssal és tudassal megoldhatd, azonban az
eljaras egy kicsivel Osszetettebb. Emellett a megoldashoz mindenképpen az ujonnan tanult,
egyetemi tananyag tuddsara van sziikség, a feladat semmiképpen nem oldhaté meg kdzépiskolai
modszerekkel. A megoldas menete (épp ugy, mint az el6z6 feladat esetében) mindig pontosan
ugyanaz, de egy mindenki altal ismert formula alkalmazasa sziikséges az elindulashoz. Az el6z6
feladathoz hasonldan, sok gyakorlassal a didkok fel tudnak késziilni a zarthelyire, de ahhoz,

hogy hosszl tavon is alkalmazni tudjak a tanultakat, a masodik feladat esetén az algoritmus
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mélyebb megértésére van sziikség és a mélyebb megértés hidnya tapasztalataink alapjan
konnyen vezet az algoritmus késébbi téves alkalmazasahoz. Parhuzamba allithat6 az eset azzal
a tipikus hibaval, amikor a gyerekek a torteket a szorzas szabalya szerint adjak 6ssze, szamlalot
a szamlaloval, nevez6t a nevezovel.

A harmadik feladat a hallgatok altal eddigi képzésiik alapjan felhalmozott 6sszes absztrakcios
tudasat igénybe veszi. A fogalom, amit hasznal, a legnehezebbek koziil vald, és szorosan
kotddik az absztrakt algebrai értelemben vett rend fogalmahoz, amely messze a legnehezebb ¢és
legabsztraktabb fogalom a félév anyagabol. Ennek a fogalomnak a megértését és tudasat
tobbféle modon is ellendrizhetjiik, mindegyik nagy kihivast jelent a didkok szamara. Rédadasul
ez volt a zarthelyi el6tt tanult utols6é témakor, ezt a fogalmat csak eléadasokon gyakoroltak,
gyakorlaton nem.

A negyedik probléma volt a legdsszetettebb. A megoldas tobb kiilonb6z0 eljards alkalmazasat
igényelte, gy, hogy mindegyiket egy-egy végtelen sok megoldasi stratégiabol allo listabol
kellett kivalasztani. A feladat nehézségét az sem csokkentette, hogy a tanitott anyag és a feladat
megfogalmazasa sugallta, hogy melyik listdkat kell figyelembe venni. Ha a megoldo
valamelyik listat vagy a lista elemét rosszul valasztotta ki, akkor a listdk vélasztasat elolrdl
kellett kezdeni. A feladat megoldasa elképzelhetetlen legalabb néhany felmeriild triikk
konceptualis megértése nélkiil.

Az 6todik feladat, mint mindig, egy viszonylag nehéz feladat, amelynek a megoldéasat konnyt
megérteni, de nehéz megtalalni.

A kurzus elvégzésének feltétele a legalabb 12 pont elérése volt, emellett a kisérleti csoport
hallgatoinak a targy elvégzéséhez az 6sszpontszam legalabb 50 %-at el kellett érnie az oravégi

teszteken.

4. Statisztikai modszerek és eredmények

Az eldzetes és kurzusvégi dolgozatokon elért Osszpontszdmokat tablazatba foglaltuk (2.
tablazat). A tesztelési hatast ANCOVA-val vizsgaltuk. A kisérleti és a kontroll csoportokban
1év6 didkok utolsé 6ran irt dolgozatainak 6sszpontszamait hasonlitottuk dssze, €s a szintfelmérd
dolgozat pontszdmaira kontrollaltunk

A szintfelmérd dolgozaton elérhetdé maximalis pontszam 100 volt. Az atlagpontszama a
kisérleti csoportnal M=57,24, SD=19,50, a kontroll csoportnal M=60,46, SD=20,12 volt. A
zarthelyin elérhetd maximalis pontszdm 30 volt. Az atlag pontszdm a kisérleti csoportnal

M=17,22, SD=5,74, a kontroll csoportnal M=14,29, SD=5,91 volt.
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atlag | szoras max

Szintfelméré | kontroll | 60,46 | 20,12 100
dolgozat kisérleti | 57,24 | 19,50 100
kontroll 14,29 5,91 30

thontszém kisérleti 17,22 5,74 30

2. tablazat: A kontroll és a kisérleti csoportok az év eleji szintfelméron ill. az utolso orai
dolgozaton
A Kkisérleti csoportokban 1évo didkok szignifikansan tobb pontot szereztek az utolsd orai
dolgozaton, mint a kontrollcsoportokban 1évék (F=9,19; df=1, 69; p<0,001; ny?= 0,118), annak
ellenére, hogy a szintfelmérd tesztben szignifikansan kevesebb pontot értek el (F=32,79; df=1,

69; p<0,001; n,2=0,322).

Ezutan az egyéni kiilonbségek vizsgélatdhoz a szintfelmérd teszt alapjan a didkokat gyenge,
atlagos ¢és jo képességli csoportokra osztottuk. A kozepes képességliek csoportjaba az atlag+1/2
szoOras tartomanyban teljesité didkok keriiltek. A gyenge képességlick kdzé az ennél kevesebb,
a jo képességiiek kozé az ennél tobb pontot elérd didkokat soroltuk. Az utolsd oran irt

feladatokban elért 6sszpontszamok az 1. dbran lathatok.
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[] konfroll csoport
B kisérleti csoport

&

A hibavonalak az
egyszeres szorast
jeldlik.

@

A félév végi dolgozat
pontszamanak atlaga
3

1 2

Képesség szerinti csoportok

1. abra. A gyenge (1), kozepes (2) és jo (3) képességli didkok teljesitménye a kisérleti és a

kontroll csoportban.

Az adatokat altalanos linearis modell (GLM) segitségével elemeztiik. Kategoriavaltozoként a
csoport tipusat (kisérleti-kontroll) és a didkok képességét (gyenge-jo-kozepes) vettiik be a
nagyobb pontszamot értek el, mint a kontrollcsoportokban 1évék (F=7,52; df=1, 66; p<0,001,
Mp?=0,102). A didkok a képességiik alapjan is (szignifikansan) eltértek egymastol (F=13,02;
df=2, 66; p<0,001, 1,?=0,283), a Sidak-féle tobbszords dsszehasonlitas alapjan mindharom
csoport teljesitménye szignifikdnsan kiilonbozott egyméstol. Emellett az interakcid nem
szignifikans (F=0; df=2, 66; p<0,001; np?=0,026), a diakok egyéni képességiiktol fiiggetleniil
egyformén nagyobb pontszamot értek el a kisérleti csoportokban. Eszerint a tesztelési hatas az

egyéni képességtol fiiggetleniil kimutathato.

A statisztikai elemezés mellett informativ az alabbi tabldzat.
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Pontszam 1-13 15-24 25-
Kontroll 37 7 4
Kisérleti 10 27 5

3. tablazat: A hallgatok csoportositasa a félév végi dolgozat pontszama alapjan

A 3. tdblazatban harom részre osztottuk a hallgatokat aszerint, hogy mennyire jol teljesitettek a
kurzuson. Mint irtuk, a kurzus elvégzésének feltétele a legalabb 12 pont elérése volt. Az elsd
csoportba keriiltek a 0-13 pont kozt teljesitok. Ok megbuktak a kurzuson, vagy éppen hogy
elvégezték elégséges szinten. A dolgozaton senki nem ért el 14 pontot. A felsd kategoria, a 24
pont folottiek csoportja. Ok a,,csillagosotosok”, akik mindig mindent tudtak. A kozépsd
kategoria a hagyomanyos értelemben vett gyenge 3-as és 5-0s kozti kategoria, a 15-23 pont
kozt teljesitettek csoportja. Lathatd, hogy a ,,csillagosotosok”™ mindkét csoportban egyforman
jelen voltak. Szembetling viszont a gyengén szerepld hallgatok ardnyanak kiilonbsége a kisérleti

¢s a kontrollcsoport kozott.

5. Osszegzés

Kutatdsunkban azt vizsgéltuk, hogy Osszetett matematika tananyagon valodi oktatasi
helyzetben kimutathato-e a teszteléses tanulas elénye a hagyoményos tanuldsi technikékkal
szemben. Eddig matematika feladatok megolddsaban rajtunk kiviil soha senki nem mutatta ki
az el6hivasos tanulds hatékonysagat, ilyen kisérletrdl publikdcio nem sziiletett. Megmutattuk,
hogy matematika szakos hallgatok korében komplex matematikai feladatok megoldasanal
hatékonyabb a teszteléssel valo oktatds a hagyomanyos oktatasi technikaval szemben. A
korabbi eredmények a deduktiv képességeket igényld feladatok esetén ellentmondasosak voltak
az elohivasos tanulasrol, mondhatni, billegett a mérleg. A mi kisérletiink eredményei a mérleg
nyelvét az el6hivasos tanulds iranyaba billentik. Megmutattuk, hogy kozéptavon jobban
teljesitenek a teszteléssel tanuld hallgatok dsszetettebb matematika feladatok megoldasakor.

Hasonloan kérdéses volt az el6hivasos tanulas hatasa a kiilonb6z6 képességii hallgatokra.
Kisérletiinkben egy eldzetes tudasszint felmérés alapjan soroltuk be a hallgatokat gyenge,
kozepes és jo képességli csoportokba. Kimutattuk, hogy a tesztelési hatds az egyéni matematika

tudasbeli képességtdl fiiggetleniil hat. Az egyik legfobb eredménynek pedig az tekinthetd, hogy
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a kisérleti csoportbol Iényegesen tobben végezték el a kurzust, mint a kontrollcsoportbol, azaz

az eléhivasos tanulas csokkentette a lemorzsolddast.

Mindenféle kisérlet nélkiil meg vagyunk gy6zdédve arrol, hogy ha a tesztként szolgéald
kisdolgozatok eredménye nem szamitana bele az év végi értékelésbe, akkor a magyar
egyetemistak és kozépiskolasok nem vennék komolyan a teszteket, €s nem tennének
semmiféle eréfeszitést az ott feladott problémak megoldasara. Szamos korabbi kisérletiinkben
tapasztaltunk ehhez hasonld hozzaallast. Ahhoz, hogy Magyarorszagon, vagy akar Europaban
elterjedjen a teszteléses tanulas, szemléletvaltasra van sziikség mind a tanarok, mind a diakok

részérol.

Dolgozatunk témajardl tobb eldadast tartottunk itthon és kiilfldon egyetemeken,
konferencidkon €s kozépiskolds tanaroknak. A szdmtalan érdekl6dd kérdés mellett mindig ott
voltak a praktikus részre vonatkozé kérdések is. Ki fogja dsszeallitani a kisdolgozatokat?
Mennyi id6 ezeket kijavitani? El tudjuk-e ezt képzelni, ha heti 22-26 6rat tanitunk? El tudjuk-
e ezt képzelni egy 300 f6s mérndk évfolyamon? Az utolso két kérdésre a valaszunk persze
mindig igen volt, de még igy is kételkedéssel fogadta azt a kozonség. Mellénk alltak viszont
azok, akik mar el6zdleg is hallottak az eredményeinkrdl és kiprobaltak a modszert.
Eldadasaink utan szamos visszajelzést kaptunk. A visszajelzések alapjan tudjuk, hogy
modszeriinket bevezették matematikabol a BME két karan, a BGE KVIK két szakjan, az
ELTE TTK Geofizikai és Urkutatasi Tanszék egyik nagyeléadasan és tobb kozépiskolai tanar
is €l az eszkozzel. Ezen eredményeink alapjan egy 540 ot érint6 kisérletet dolgoztunk ki a

SZTE IK Diszkrét Matematika kurzusara.

6. A szerzok részvétele a kutatasban

Mindharman részt vettiink a kisérlet tervezésének teljes folyamataban. Bereczky-Zambo
Csilla és Muzsnay Anna gyakorlatvezet6k voltak, mindkett6jiiknek 1-1 kisérleti csoportja
volt. Szeibert Janka egy évvel korabban tanitotta ugyanezt az anyagot, ¢ folyamatosan
segitette és szamos jO tandccsal latta el a tobbieket. Mindharman részt vettiink az éravégi
ropdolgozatok és a zarthelyi dolgozatok feladatainak kidolgozasaban. Mi generaltuk véletlen

szdmsorokat a munkamemoria teszt szamterjedelem részeihez, abrakat a vizualis
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munkamemoria tesztekhez. A kitoltetés utan a teszteket mi javitottuk, értékeltiik 6ket, mi

vittiik be az adatokat. Az eredmények kiértékelésében és értelmezésében is részt vettiink.

Az elmult évben a témabodl az alabbi eldadasokat tartottuk:

e 2018. januadr Matematika ¢és Informatika Didaktikai Kutatasok Konferencia,
Hajduszoboszl6 (januar 26-28.)

e 2018. aprilis 17. : Elo6hivasos tanulasi kisérletek kozépiskoldban és egyetemen —
Modszertani Mesék c. tudoményos didkkor, ELTE

e 2018. majus 31.: Ismétlés-Tesztelés a tudds anyja, avagy Hogyan tanitsuk meg a didkot,
akar akarja, akar nem — ELTE Geofizikai és Urkutatasi Tanszék szeminariuma

e 2018. junius 2. Teszteléses tanulas hatékonysadganak vizsgalata matematikatanar szakos
hallgatok korében., Magyar Pszicholdgiai Tarsasdg XXVII: Orszagos Tudomanyos
Nagygyltilése

e 2018. julius Testing is the mother of knowledge— Umea, Svédorszag, PME 42 konferencia
(julius 3-8.)

e 2018. szeptember 26. Tesztelés a tudas anyja? —meghivott eldadoként a PAB IIL
Matematikai és Informatikai Tudomanyok Szakbizottsaga és a PTE TTK Matematikai és
Informatikai Intézete tudomanyos iilésén

e 2018. oktober 10.— El6hivva tisztul a kép —SZTE TTIK Algebra Tanszék szeminariuma

e 2018. november 8.— beszamold a PME 42-r61 a Mddszertani Meséken

e 2018. december 17. Az el6hivasi hatas eredményessége a deduktiv kovetkeztetést igényld
feladatok esetén, ELTE TTK Modszertani Kari TDK

e 2019. januar 24. BGE —-KVIK

Szab6 Csaba az alabbi el6adasokat tartotta a dolgozat témajabol:

e 2018. junius 22. Testing is the mother of all knowledge, Technische Universitat, Wien

e 2018. szeptember : Testing is the mother of all knowledge, 56th summer school on algebra
&ordered sets,(2-7 Sept 2018)Spindlertiv Mlyn, Csehorszag

e 2018. november 27. — El6hivva tisztul a kép — ELTE Matematikai Intézet Szeminariuma
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8. Fiiggelék

»A” — Egy ora végi ropdolgozat

1. Milyen maradékot ad a 234623522668442modulo 23?

2. Talald meg a kovetkezd egyenlet 6sszes megoldasat az egész szamok kozott!

3x16 -4y + 1722012 = 34172

»B” — A félév utolso orajan irt dolgozat

1) Hatarozd meg az alabbi kongruencia-rendszer dsszes 100-nal kisebb megoldasat!

4) Bizonyitsd be, hogy az alabbi egyenletnek nincs megoldasa az egész szamok kozott!

10110 + 12y + 11071211 = 442777 + 6

2) Hatarozd meg 7373731199993330002 jyaradékat modulo 73.
Vagy

Hatarozd meg 20171111 **maradékat modulo 43.

5) Mely pozitiv n-ekre igaz?
o(3n)=oc(n) +24

3) Tudjuk, hogy a 11 primitiv gyok modulo 29. Igaz-e, hogy 11° és 117 is primitiv gyokok?
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»C” - Tematika
Forras: http://web.cs.elte.hu/~csaba/bboard/20170/algszetan117/ea2013algszel.pdf

Az eléadasok anyaga

Algebra és szamelmélet 1

1. eléadas: Munkamemoria-tesztek. Oszthatosag definicioja (1.1.1)Primszam definicidja
El 4.2). Felbonthatatlan szdm definicidja (1.4.1). Felbonthatatlan szamok a paros szdmok
korében (4k + 2 alakuak felbonthatatlanok, a 4k alaktiak nem.). A péros szdmok korében
nincs prim. (1.4.9. Feladat). Vizsgaanyag a gyakorlatrol: oszthatosagi
szabalyok:1,2,3.4,5,6,8,9,10,11.

2. eléadas: Maradékos osztas tétele (1.2.1,1.2.1A).Kitiintetett k6zos osztd definicioja
61.3.2). Euklideszi algoritmus. Kitiintetett kozos oszto 1étezésének bebizonyitasa az
euklideszi algoritmus segitségével (1.3.3). Kitiintetett kozos osztd egyértelmiisége. Két
szam kitlintetett koz0s osztdja eldall a szamok egész egyiitthatés kombinéacidjaként
(1.3.5). Gyakorlatrol: a"—1prim=>a=2 és n prim,visszafelé nem igaz. Mersenne-szam:
Mp=2P—1. 2"+1prim=> n ketté-hatvany,visszafelé nem igaz. Fermat-szam:F,=2n +1

3. eléadas: Kitiintetett k6z0s 0szto egyértelmiisége €s tulajdonsagai (4db)(pl.1.3.4, tobbi
él(’iadéson). Primszam definicidja (1.4.2). Felbonthatatlan szam definicioja (1.4.1). Z-ben
a felbonthatatlan szamok és a primek megegyeznek (1.4.3).Relativ prim definicioja (1.3.7,
1.3.8). (a, m) = (b, m) = 1 ==(ab, m) = 1. Ha c|abés(c, a) = 1, akkor c|b (1.3.9). A
szamelmélet alaptétele (1.5.1). Végtelen sok prim van(5.1.1).

4. eldadas: Kanonikus alak. Osztok és kitlintetett koz0s 0sztd meghatdrozasa a kanonikus
alakbol. Fermat-szam:.Fm 2 = Fm-1Fm-2 . . . F1Fo. A Fermat-szamok péaronként
relativ primek => Gjabb bizonyitas arra, hogy a primek szama végtelen. Visszafele
szamterjedelem teszt, kihagyjuk-e a 11-est? Kongruencia definicio (2.1.1). A kongruencia
ekvivalenciarelacio (reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv). Kongruencia tulajdonsagai (5
db)(2.1.2).Maradékosztaly definicioja. Kannibalok és a 100 matematikus — elkezdve.

5. eldadas: Végtelen sok 4k — 1 alaku prim van. A kannibalos feladat megoldasa két szinnel
altalanos iskolas nyelven. A kannibdlos feladat megoldasa akarhany szinnel
maradékosztalyokkal. Egyszertisitési lemma(2.1.3A)-bdl nem feltétleniil kovetkezik,

hogy!!! Linearis kongruencia definicio (2.5.1) Linearis kongruencia megoldhatosaga (2.5.3),
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Linearis diofantikus egyenlet megoldhatosaga (1.3.6) Linearis kongruencia megoldasszama,
az 0sszes megoldas meghatarozasa, ha egy ismert (2.5.4) Linearis kongruenciak
megoldasi modszerei: 1) Vegyiik észre a megoldast Probalgatas. 2)Atalakitas diofantikus
egyenletté. 3)Redukaljuk a két oldalt modulo m. 4) Osszuk a két tagot és a modulust is
ugyanazzal a szammal.(Vigyazat! a modulus valtozik) 5) Osszuk a két oldalt egy
modulushoz relativ primszammal. 6) Vegyiik észre, hogy mivel kell szorozni a két oldalt,
hogy a baloldalon x szerepeljen. 7) Adjunk hozza a jobb oldalhoz annyit, hogy a baloldal
egylitthatojaval lehessen osztani. (2.2.2). Redukalt maradékosztaly definici6 (2.2.6).
Redukalt maradékrendszer definicio (2.2.8)
. eléadas: Szamok osztalyozasa kezddbetl szerint. Ha ry,...rm) teljes maradékrendszer
modulo m és(a,m)=1,akkor ary,...,arm)is teljes maradékrendszer modulo m
(2.2.10).(gyakorlatrol). Ha r1,...rem) redukalt maradékrendszer modulo m és (a,m)=1, akkor
ars,...,argm is redukalt maradékrendszer modulom(2.2.10). Vizsgatdjékoztaté. Euler-féle ¢
fiiggvény értékének kiszamitasa (2.3.7). Euler-Fermat tétel (2.4.1, 2.4.1A, 2.4.1B). Harom
részletesen kidolgozott példa (TUDNI KELL GYAKORLATRA) Wilson tétel (2.7.1).x% =
1 (p)-nek 2 megoldasa van (x = £1)
. eléadas: Szimultan kongruencia-rendszer megoldhatosaga, megoldasa(2.6.1). Relativ
primmodulusok iesetén (2.6.1A). Kinai mairadéktétel (bizonyitas nélkiil) (2.6.2). Nem
feltétleniil paronként relativ prim modulusok esetén (2.6.13feladat). Szamelméleti
fliggvény definicidja (6.1.1) Példak: f(n) =0, f(n) =1, d(n) (1.6.3), o(n) (6.2.1),
$d(n)(2.2.7, 2.3.1). Tétel: Han = [ p;% és d|n,akkor d = []p;P: ahol pi<ci. Multiplikativ
szamelméleti fiiggvény definicioja (6.1.2). Teljesen multiplikativ szdmelméleti fiigg- vény
definicidja (6.1.3). Multiplikativ fiiggvény meghatarozottsagardl szo6l6 tétel (6.1.7). Tétel:
Ha f multiplikativ, akkor f (1) = 0 vagy f (1) =1, ha f f=0 (6.1.6).Lemma (NFL):Ha
n=ab, (a,b)=1 és djn=pontosan egy olyan d1, dz par van,hogy d=d1 d> és di|a, d|b.
Automorf szamok, két darab kétjegyt van. d(n),o(n), multiplikativak(bizonyitassal).
. eléadas: Rend a lelke mindennek: Ha (a,n)=1,akkor a2°=1mod100. Rend definicija
(3.2.1). Tétel (3.2.2): Ha (a, m) = 1, akkor az alabbi allitasok ekvivalensek: 1)om(a) =k
2)a-nak pontosan k kiilénbdz6 hatvanya van mod m 3)a” = 1 (mod m) <kJn 4) a' = a°
(mod m) k|t —s. Tétel: 0n(g) = k =0n(g'") = k/(i,k). Rend kiszamolas tablazattal,
példak: 011(3) = 5 és 011(2) = 10. 2 rendjének kiszamoldsa mod 23 kétféleképpen:
tablazattal és ligyeskedéssel. A 2 hatvanyainak kiszamolasa mod 17.0lyan elem, amely
rendjel16,biztosan nem szerepel ebben a tablazatban. Mersenne-szamok primosztoi: q2° —
1= q=1 (modp) © q=kp + 1 Végtelen sok prim van — renddel.
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9.

10.

11.

12.

eléadas: GYAKORL@TROIH:—Mersenne-szémok primosztéi: q2°P — 1 = q =1 (mod p) &
g =kp + 1. Primitiv gyok definicidja(3.3.1). Tétel: Pontosan akkor 1étezik primitiv gyok
mod n,ha n=p%, 2p® 2 vagy 4,ahol p>2 prim és a > 0 (bizonyitas primekre) (3.3.5). Tétel:
Az alabbi allitasok ekvivalensek: 1) g primitiv gyok modn 2) g-nek ¢(n) kiilonb6z6
hatvanya van modn 3) g™ 1(modn) d(n)m4) g g*(modn) o(n)t s 4) Minden
mod n redukalt maradékosztaly el6all, mint g valamely hatvanya. Tokéletes szam
definicioja (6.3.1). Tétel: Egy m paros szam pontosan akkor tokéletes, ha n=2°"1(2P—1
)alaku, ahol 2P—1Mersenne-prim.(6.3.2). Volgytétel

eléadas: Annak alapos vizsgilata, hogy a 2 primitivgydk-e modulo 43. Feliras tablazattal,
elmélkedések a rend lehetséges értékeirdl. Kovetkeztetések levonasa szamolasokbol és
elszamolasokbdl. © A 2 nem primitiv gyok mod 23: igazolas tablazattal és Euler-Fermat
tétellel. A 3 nem primitiv gyok mod 23: igazolas az el6z tablazattal. x3’=59 mod 43
tipusu kongruencia megoldasa: keressiik x-et 3' alakban. A tablazatbol. Egy mésik hasonld
kongruencia megoldasa modulo43. Innentdl feltételezziik, hogy egy kongruenciat mindenki
meg tud oldani tadblazattal.

eléadas: Fermat-problémakor szorzat=hatvany lemma. Pitagoraszi szamharmasok,
alapmegoldasok, az 0sszes megoldas leirdsa

eléadas: GYAKORLATON:Gytir(i, komutativ gytiri, egységelemes gytirti, test. Példak.
Matrixok,miiveletek matrixokkal. Az n*n-es matrixok gytiriit alkotnak. Az asszociativitas
¢s a disztributivitast csak késdbb bizonyitjuk. Gylirtiben 0 a = 0. Ha 0=1, akkor a gytirQi
egyelemii. A 0-nak nincs reciproka.
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