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Absztrakt

A Van Hiele-elmélet és a rd alapulé mérés nemzetkozi szakirodalomban széles korben
ismert és elismert. Az elmélet 6t egymasra épiilé geometriai fejlettségi szintet kiilonboztet
meg, melyek geometriai tudasuk, szemléletiik alapjan soroljak diszjunkt osztalyokba a
diakokat. Dolgozatunkban megvizsgaltuk az elmélet és a teszt érvémyességet felsobb,
egyetemi szinten. A kisérlet alanyai az ELTE matematika alapszakos elsééves, illetve
matematikatanar szakos elsoéves didkjai. Megallapitottuk, hogy az elmélet lényegében
nem vezetett ellentmondasra az egyetemi kisérletiink alapjan, viszont ami nem bizonyitott,
az az, hogy ez a fajta szintezés teljes és kizarolagos. Annak megvizsgaldasa érdekeben,
hogy egyaltalan milyen felépitések képzelhetoek el, eloszor megprobaltuk feltérképezni, és
megtudni azt, hogy manapsag mit értiink geometria alatt, és ezen szempontok,

ismeretrendszer, geometriai kultura alapjan megkezdtiik egy ujabb teszt kidolgozdsat.

2. Bevezetés

Dolgozatunkban a magyarorszagi matematika- ¢és matematikatanar szakos hallgatok
geometriai megértési szintjét vizsgaljuk. Vizsgalatunk elméleti alapja az 1950-es években
megalkotott, és azdta tovabbfejlesztett Van Hiele szintek elmélete (Grigoriadou 2012). A
szintek mérésére létezik egy nemzetkdzileg elismert teszt (Usiskin 1982). Kutatdsunk elsd
Iépéseként mi is ennek a tesztnek a segitségével mértiik fel a hallgatok geometriai megértési
szintjét fél éves geometria kurzusuk elején, illetve vizsgdjukat kovetden. A tesztek
kiértékelése utan teszteltilk a tesztet: interjukat folytattunk a didkokkal, ellendriztiik, hogy
valoban a teszteredményeknek megfeleld szinten allnak-e. Az interjuk alapjan kimutattuk,
hogy a teszt az 5. Van Hiele szintet nem méri jol, 0 tesztkérdésekre van sziikség. Az 0j teszt
l1étrehozasdhoz az elsd 1épéseket megtettiik és a dolgozatban javaslatot tesziink Uj

tesztkérdésekre is.

A Van Hiele-elmélet és a ra alapulé mérés nemzetkozi szakirodalomban széles korben
ismert és elismert. A szintek a geometriai tudasuk, szemléletiik alapjan soroljak diszjunkt
osztalyokba a didkokat. Magyarorszagon egyértelmiien meghatarozhat6d, hogy a Nemzeti
Alaptanterv (3) ¢és a kerettanterv (1; 2) alapjan melyik korosztaly melyik szinten kellene, hogy
legyen.



Dina van Hiele-Geldof és Pierre van Hiele az 50-es években dolgoztak ki a geometria
megértésének szintjeit (Dehaene 1992). Vigotszkij, Piaget és Bruner (Bruner 1966, 1986,
1990; N. Kollar-Szab6 2004, Vigotszkij 1967) elmélete szerint minden ¢letszakaszban
megvannak a megértés fejlédési szintjei. Ezek a szintek egymast kovetik, egy didk nem juthat
el egy felsébb szintre az Osszes korabbi szint elsajatitdsa nélkiil. A tanulds folyamata
leegyszeriisitve ezen szintek egymast kovetd elérésébdl all. Emellett a matematika (és minden
tudomany) kiilonbozd teriileteinek vannak megértési szintjei, amelyek szigortian egymadsra
épiilnek. A tanitasi folyamat célja nem mas, mint hogy a didkok minél magasabb szintre
jussanak el a megértés egymast kovetd szintjei koziil. A van Hiele hazaspar a matematikan
beliill a geometria megértésének szintjeit dolgozta ki részletesebben. Elméletiiknek, mint
ahogy a fent emlitett elméleteknek is, van egy kommunikaciot érintd vetiilete. Eszerint a
kiilonb6z6 szinten 1évé emberek ,,kiillonbozd nyelvet beszélnek”, és nem meglepd mddon a
kiilonb6z6 nyelvet beszél6k nem értik meg egymast. Ezalatt a matematika, illetve azon beliil a
geometria esetén azt értik, hogy az egyik szinten lévék nem fogadjék el a masik szinten
érveldk indoklasait. Egy alsobb szinten 1évé didk foloslegesnek gondolhatja a f6lsobb szinten
1év6 indoklasat, mert nem érzi sziikségesnek, hogy allitasait kiilon aldtdmassza, szamdara azok
teljesek. Ezzel szemben a f6ls6bb szinten 1évd nem tekinti teljes értékii indoklasnak az alsobb
szintli altal adott magyarazatot. Erre a jelenségre egy részletesen kidolgozott példa talalhatd

korabbi dolgozatunkban (Bursics—Fehér—Muzsnay 2016).

A van Hiele hazaspar elmélete nemzetkozileg ismertté és elfogadotta valt, és ennek
koszonhetden sokan kezdték el vizsgdlni a geometriai fejlédés szintjeit. A magyar
kozoktatasban egyértelmiien elkiiloniilnek ezek a szintek. Az elsé szint a 4. osztilyos, a
masodik szint a 6. osztalyos, a harmadik szint a 8. osztalyos, a negyedik szint pedig a 12.
osztalyos kovetelményrendszernek felel meg, ezt a késdbbiekben részletesebben is kifejtjiik.
A 80-as években sziiletett meg a legismertebb teszt, amely ezeket a szinteket hivatott mérni
(Usiskin 1982). Vilagszerte végeztek méréseket a felhasznalasaval, tobbek kozott az Egyesiilt
Kiralysagban (Zachos 1994), az Amerikai Egyesiilt Allamokban (Wang 2011), Malajziaban
(Chew 2009), Hollandiaban (Grigoriadou 2012), a Dél-afrikai Koztarsasagban (Selkirk 2011).
A tobb mint negyven orszag koziil, ahol alkalmaztdk a tesztet és elemzéseket tettek kozzé

eredményeirdl, mi most csak néhdnyat emeliink ki.

Malajzidban tobb tanulmény is foglalkozik a didkok fejlettségi szintjével. Itt 13 éves
korban kezddédik a kozépiskola, a matematikaoktatds az orszagban nem egységes. A

tanulmanyok koziil Tay-¢ (Tay 2003) az els6 osztalyosokra fokuszal, Chong (2001) a masodik



osztalyosok szintjét mérte fel, Rafidah pedig egészen a 4. osztalyig terjesztette ki a
vizsgalatokat (Rafidah 2003). Eredményeik alapjan a malajziai kdzépiskolas didkok els6 vagy
masodik szinten vannak, és csak irdnyitott Van Hiele-tipusu oktatassal jutnak el a masodik

szintre.

Az Egyesiilt Kirdlysagban (Jones 2002) erdsen fiigg az oktatasi modszertdl, hogy milyen
szintre jutnak a didkok. A kozponti szabalyozéas szerinti elvart szint alacsonyabb, mint
Magyarorszagon. Még igy is az als6éves kozépiskolasok 40 %-a ez alatt a szint alatt teljesit,
legtobben az els6 vagy a masodik szinten vannak. Ez egy ellentmondasos helyzetet
eredményez, amelyben a didkok megértési szintjét meghaladd szintli tananyagot kell(ene)
tanitaniuk a tanaroknak, ez pedig az elmélet kommunikacidés megfontoldsai alapjan nem lehet
hatékony. Ez rendkiviil megneheziti a tanitasi-tanuldsi célok elérését, a késdbbiekben

kisérletet is tesziink ennek alatdmasztasara.

Gorogorszagban sem jobb a helyzet (Kospentaris — Spyrou 2008), itt az oktatds még
kevésbé egységes, a kovetelményrendszerrdl pedig a cikkbdl nem kapunk informaciot. A
szerzok megallapitjak, hogy a 15-23 évesek koziil csak azok jutottak el masodik szintre, akik
elvégeztek egy geometriakurzust is. (Kordbban mar megjegyeztiik, hogy ez Magyarorszdgon
kortilbeliill az A4ltalanos iskola negyedik-6todik osztalydban elvart szint.) A méréseket

mindenhol a Van Hiele-tesztek alapjan folytattak (Usiskin 1982).

Ha megnézziik ezen 40 orszag szakirodalmat, azt figyelhetjiik meg, hogy mindeniitt 1-2.
szint kortil mozognak a didkok. Ezek a nemzetkozi eredmények azt sugalljak, hogy a magyar
NAT kovetelményei meghaladjdk mas orszagok didkjainak és tandrainak teljesitményét.
Onmagaban is természetes a kérdés, hogy hogyan alakulnak a szintek a magyarorszagi didkok
korében, elérik-e a tantervben szerepld elvarasok szintjeit. A lényeges kiilonbség a malajziai
és brit didkok helyzetével szemben, hogy Magyarorszagon az oktatds erdsebben
kézpontositott - a NAT lazdbban, a kerettanterv szorosabban meghatarozza a geometria
oktatas tartalmat. Elvarhato tehat, hogy Magyarorszagon a geometriai megértés térképe
egysegesebb legyen, €s a fejlddési szintek korabbi életszakaszokra legyenek tehetdk, mint a
fenti orszdgokban. Az eddigi viszonylag friss vizsgalatok altalanos iskoldkban és
kozépiskoldkban vizsgaltdk a Van Hiele szinteket mérd tesztek eredményeit (Bursics—Fehér—
Muzsnay 2016; Gydry; Herendiné Konya 2003; Wang 2011) és megallapitottak, hogy a
magyar atlagos kozépiskolasok évfolyamtol fiiggetleniil a kettes szinten vannak. Tehat
elmondhatd, hogy a magyar didkok is joval a hazai kdvetelményrendszer alatt teljesitenek,

valamint ami szintén meglepd lehet, hogy a gimnazium évei alatt nem tapasztalhato fejlodés.



(Azonban az valdban igaz, hogy a didkok megértési szintje egységesebb, valamint ilyen
viszonyitdsban magasabb is, hiszen a masodik szintet csak nagyon kevesen nem érték el.) A
kozépiskolai kovetelmények alulmulasanak okardl el6zé dolgozatunkban (Bursics—Fehér—

Muzsnay 2016) és a késobbiekben is részletesebben irunk.

Minket ezen kutatasunk alkalmaval a Van Hiele modell magasabb szintjei érdekeltek,
hogy milyen szinten allhatnak az egyetemi hallgatok, azon belill is a matematika szakos
hallgatok. A fentiek alapjan lathaté, hogy nagyobb matematikatudasu didkok szintjeinek
megallapitasara és a Van Hiele elmélet helyességének tesztelésére magasabb szinteken is
kevés példa volt mindmaig a nemzetkdzi szakirodalomban is. Magyarorszagon eddig
altalanos iskolasokat és kozépiskolasokat vizsgaltak (Bursics—Fehér—Muzsnay 2016; Gydry),
illetve tanitojeloltek szintjérél késziiltek felmérések (Herendiné Konya 2003). Itthon a
kozépiskolaba belépd elvart szint a NAT alapjan a 3., a kilép6 pedig a 4. Természetes, hogy a
matematika szakra felvett egyetemi hallgatoktol az atlagnal magasabb geometriai megértési
szintet varunk el, igy megfeleld kozegnek tlint az elsééves matematika alap-és tanarszakos
hallgatok kozott megallapitani a szinteket, vizsgalni a modell helyességét. Azonban a
kozépiskolai eredmények figyelembevételével elképzelhetdnek tartottuk azt is, hogy a

hallgatok esetleg a varakozasainkon alul teljesitenek.

3. Kommunikacio

Az Usiskin-féle teszt eredeti szandéka szerint a Van Hiele-elmélet altal felallitott 6t szintet
méri, de eredményeink — a szakirodalom korabbi feltevéseivel egybehangzdan - azt mutatjak,

az elmélet torekvéseit valojaban csak az elsd négy szint tiikkrdzi.

,Ha fejleszteni akarjuk a gyerek képességeit és gyorsitani fejlodését, akkor arrdl a szintrdl
kell kiindulnunk, ahol a gyerek éppen tart, vagyis az elvarasoknak a gyerek képességeihez és
sziikségleteihez kell igazodniuk.” Ez Vigotszkij legkozelebbi fejlddési zona elméletének a
mottoja. A legkdzelebbi fejlddési zona kifejezés (Vigotszkij 1967) arra utal, hogy a gyereket
koriilvevo kornyezet akkor a legtdmogatobb, ha egy 1€épéssel éppen az aktudlis fejlettségi szint
elott jar (N. Kollar — Szabd 2004). Az elmélet szerint akkor van esély a gyerek fejlodésre, ha a
sajat nyelvén szolunk hozza. Vigotszkij munkai posztumusz jelentek meg, néhany koziiliik
csak évtizedekkel halala utan. Sokat hangoztatott alapelve, a legkdzelebbi fejlodési zona elve

a mai magyar tehetséggondozasban Pdsa-mddszer néven valt szélesebb korben ismertté. A



kommunikécid, mint ahogy életiink szamos szinterén hatalmas jelentdséget kapott a
torténelem soran és manapsag is, magatol értetédden az oktatas terén is fokozott figyelmet
kapott mindig is. Tanuldsban és tanitdsban betoltott szerepérdl az évtizedek soran szamosan
értekeztek, a legjelentdsebbek tdn Piaget, van Hiele és Bruner; azonban ezen elméletek kdzos
magjat mind Vigotszkij legkozelebbi fejlodési zona elmélete adta. Ez az elmélet
hatvanyozottan jelenik meg Brunernél (Bruner 1966) -ben, majd késébbi narrativa
elméletében (Bruner 1986), ahol kifejti, hogy a kulturdlis és személyiségfejlodést erdsen
meghatarozza a csaladban végbemené kommunikacié. Bruner azt mondja, hogy az oktatonak
meg kell probalnia arra 0Osztondznie a tanulokat, hogy maguk is felfedezzék az
Osszefiiggéseket. Kiemelkedd szerepet tulajdonit az oktatdé és hallgatd kozotti
kommunikacionak, a szokratikus tanulasnak. Eppen ezért nagyon fontosnak tartja a kelléen
gyakori szilé és a gyerek kozti beszélgetést is. Az oktatd feladatanak tekinti azt, hogy a
tanulni kivant informaciokat a tanulo jelenlegi értelmi allapotanak megfelelé forméaba ontse.
Itt szeretnénk megjegyezni, hogy bar Vigotszkij 1896-1934-ig élt, munkai és elméletei maig
érvényesek, mig kovetdinek (Piaget, Bruner) munkéi folyamatos feliilvizsgalaton ¢és
atalakitason mentek keresztiil az id6k soran (Bruner példdul sajat maga feliilvizsgalta korabbi
téziseit évtizedekkel késébb). A van Hiele hazaspar ugyanezt a jelenséget — azaz azt, hogy
minden gyermekhez a sajat nyelvén kell beszélni, hogy fejlodést tapasztaljunk — a matematika
teriiletén fogalmazta meg. A Van Hiele elmélet tulajdonképpen a legkozelebbi fejlodési zona
elméletének geometriara valo leképezése. A Van Hiele elmélet szerint, emellett, a matematika
minden teriiletén léteznek olyan fejlédési szintek, amelyek linedrisan egymasra épiilnek, és
egy adott szintrdl csak a tobbi alsobb szinten keresztiil lehet eljutni. Azaz egy f6ls6bb szinten

a megértés elképzelhetetlen az dsszes alsobb szint megértése nélkiil.

Az iskolai kommunikécio alatt a tanorai eldadasokat, magyarazatokat, beszélgetéseket
értjiik. A tanitd tanar, oktatd mindig egy altala a didkokrol feltételezett szinten szolitja meg a
hallgatosagot. Az oktato altal feltételezett szint nagyon gyakran nem egyezik meg a diakokrol
feltételezhetd szinttel. Es a didkokrol feltételezheté szint ritkan egyezik meg a diakok
szintjével. A legtobb egyetemi oktatd ugyanazt a szintet feltételezi a didkokrol, amilyennel 6
keriilt be az egyetemre, vagy amilyen szintet az 6 évfolyamtarsai {itdttek meg annak idején.
Feltételezhetd szintnek tekintjiikk a NAT altal megfogalmazott kompetencidkat, tananyag- és
tudasanyagot, mig a valodi szint pedig az, amit a diak éppen az adott pillanatban képvisel. igy
az egyetemi oktatd gyakran nem veszi figyelembe, hogy ma mar nem csak a legkivalobb

jelentkezdket veszik fel az egyetemre, hanem annal sokkal tobbet. Ugyanakkor a kdzépiskolai



tananyag folyamatosan atalakul és a diak sem éri el altalaban a feltételezhetd szintet. Szdmos
tanulmany mutatta ki, hogy a didkok nem rendelkeznek a sziikséges kompetencidkkal, mert az
iskoldban nem az életre és nem a NAT kompetencidira, hanem az érettségire készitik fel dket
(Csanyi—Pozsonyi—Szab6 2014; Kovacs—Palotay 2012). A feltételezett és a valds szint k6zotti
eltérések pedig komoly problémat sziilhetnek a tovabbiakban. A korabbi elméletek azt
sugalljak, hogy akkor van esély a tanitasi folyamat sikerességére (most sikeresség alatt a
gondolkodési- és problémamegoldo készség fejlesztését értjlik), ha az oktatd felméri a didkok
szintjét €s annak megfelelden alakitja kommunikécigjat. E nélkiil ,,legjobb” esetben is csak a

tananyag memorizalasa kovetkezhet be, annak megértésre elképzelhetetlen.

4. A szintek

4.1 A Van Hiele szintek és a teszt

Ahogyan azt mar korabbi TDK dolgozatunkban is megfogalmaztuk (Bursics—Fehér—

Muzsnay 2016), az 6t Van Hiele szint a kovetkez0:

1. szint, a raismerés, vizualizacié szintje: Rajzrol, abrardl felismernek alakzatokat:
kor, téglalap, négyzet, ...stb. Meg tudjdk nevezni ezeket, az alakzatokat egy egységként
latjak, a format figyelve tekintenek. Az alakzatok részeit és tulajdonsdgait még nem ismerik
fel. Elkiilonitik, kategorizaljak a kiilonbozd alakzatokat, de nem latnak kapcsolatot a
kiilonboz6 kategoridk kozott. Egy négyzetre példaul nem mondjék ré, hogy téglalap, vagy egy
téglalapra, hogy paralelogramma. Nem nevezik meg az alakzat részeit, mint példaul cstcs,

oldal, szog.

2. szint, a vizualis vizsgalddas, elemzés, leiras szintje: A tanulo felismeri az alakzatok
egyes részeit és az egyes részek viszonyat. Azonositani tudjak az alakzatok tulajdonsagait, de
ezeket még nem tudjak Osszekotni és nem latjak a kiilonboz6 alakzatok tulajdonsagai kozotti
Osszefiiggéseket. Példaul egy négy derckszoggel rendelkezd alakzatrdl meg tudjak allapitani,
hogy téglalap (akkor is, ha nincs szépen lerajzolva). Egy rombuszrol tudjak, hogy szemben
1évd oldalai parhuzamosak vagy egyenlé hosszuak, de ezeket a tulajdonsagokat még nem
kotik ossze. Egy egyenld oldali négyszogrdl tudjak, hogy rombusz. Egy négyzetre még most
sem mondjak ra, hogy téglalap, vagy egy téglalapra, hogy paralelogramma.



3. szint, a fogalmak rendszerezésének, absztrakcionak szintje: A tanuld az egyes
tulajdonsagokat, fogalmakat mar rendszerben latja. A tulajdonsagok rendszerezése alapjan
kovetkeztetéseket tud levonni, és ebben a rendszerben fontos szerepe van az ok-
okozatisagnak: példaul egy haromszégben két oldal egyenldségébdl kovetkezik két szog
egyenlésége. Képesek definiciokat alkotni és megindokolni az allitasaikat, kovetkeztetéseket
levonni, de még nem teljes matematikai rendszerben gondolkoznak, nem értik a
bizonyitasokat. Tudjdk ¢és értik, hogy minden négyzet téglalap, minden téglalap
paralelogramma. Latjak, hogy ha egy négyszog egyben téglalap és rombusz is, akkor az
négyzet. A szakirodalomban tipikusan emlegetett példa a valtoszogek felismerése, és az azzal
valo érvelés. Mas tipusi matematikai érvelésekre viszont még nem képesek. A geometriat

még nem latjak teljes ok-okozati 6sszefiiggésben.

4. szint, a formalis kovetkeztetések szintje: Ez a szint egy altalanosabb matematikai
érettségi szint elérése a geometrian beliil. Az altaldnos matematikai szint alatt azt értjiik, hogy
mar megkiilonbozteti a definiciokat, tételeket, bizonyitasokat, axiomakat, kovetkezményeket,
elméleteket. Az allitasoknal felmeriil a bizonyitéds iranti igény, ezeket a bizonyitasokat értik és
maguk is el tudnak végezni egyszeriibb bizonyitdsokat. Megértik a szilikséges és elégséges
feltételeket. A geometridn beliil a tanulé megérti az alapfogalmak és az axiomak meglétét, az
utobbiakat el tudja kiiloniteni a tételektdl. Példaul be tudja bizonyitani, hogy egy
haromszognek van beirt kore. Teljes axiomatikus bizonyitasra nem feltétleniil képesek.
Példaul egy négy derékszoggel rendelkezd négyszogre ramondja, hogy a szemben 1évo

oldalak egyenldk, de nem érzi, hogy ezt még be kéne bizonyitani.

5. szint, a fegyelem, a formalis logika szintje. Megértik, hogyan épiilnek fel a kiilonb6z6
matematikai rendszerek. Képesek absztrakt kovetkeztetések levondsara, specialis geometriai
interpretaciok hasznélata nélkiil. Fel tudjak mérni egy adott axidma hozzdadasanak vagy
kivételének hatasat a rendszerbdl. Ez a szint mar megkdveteli a kiilonbozd geometriai

axiomarendszerekben valo gondolkodas és az azokban valo6 bizonyitas képességét.

A Van Hiele modell alapjan a didkok geometriai megértését ezen Gt szint segitségeével
diszjunkt csoportokba lehet rendezni. A szintek taldn legmeghatarozobb tulajdonsdga, hogy
rogzitett sorrendiiek és egymadsra épiilok. Tehat a szintek elsajatitdsanak sorrendje nem
felcserélhetd, és ahhoz, hogy egy tanuld egy magasabb szintre jusson, minden korabbi szintet
el kell érnie. Az elmélet alapjan a szintek elérhetdk, tehat valos tanulasi-tanitasi cél lehet az
egymas utani egyre magasabb Van Hiele szintek elérése. Az elmélet kommunikacios

megfontolasai alapjan azonban a kiilonb6zd szinteken allok ,,mas nyelven beszélnek”, igy



nehezen értik meg ¢és fogadjak el egymas érveléseit és gondolatmenetét. Ezaltal a tanitasi

folyamat akkor lehet sikeres, ha a tanitds soran a didkok valds szintjéhez igazitjuk a

kommunikécionk, ,,az 6 nyelviikon probalunk szo6lni”.

A hallgatok ilyesfajta geometriai megértésének vizsgalatara 1étezik egy nemzetkozileg

elismert teszt, az Usiskin-féle teszt (Usiskin 1982). Ez a teszt a Van Hiele szintek mérésére

szolgal

. Mind az 6t szint mérésére 5-5 kérdés, tehat 6sszesen 25 kérdés talalhatd a tesztben. A

teszt jogkoteles, az engedélyeket a szerzotdl megszereztiik, és hozzdjarulasat kovetden

kutatocsoportunk tagjai Gydry Akos vezetésével magyar nyelvre forditottak. Mutatunk

néhany példat a feladatokra.

Az els6 szintet mérd feladatok kozott szerepel az kovetkezo:

Melyik négyzet?

a. Egyik sem.

b. Csak G. )

C. CsakFés G. D

d. CsakGés I F G - I
e. Mind az.
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Az alabbi feladat pedig a negyedik szint mérésére szolgal:

Tekintsiik a kévetkezo sikban megfogalmazott allitasokat:

i. Két, ugyanarra az egyenesre merdleges egyenes parhuzamos.

ii. Egy egyenes, amelyik merdleges két parhuzamos egyenes egyikére, meroleges
a masikadra is.

iii. Ha egy egyenes minden pontja egyenld tavolsagra van egy masik egyenestol,

akkor a két egyenes parhuzamos.

Az alabbi abran az m és a p egyenesek merdlegesek egymdsra, az n és a p egyenesek is

merolegesek egymadsra.



S
1l

v
X

N
]

A fenti allitasok koziil melyikbol kovetkezhet, hogy m és n parhuzamosak?

a. Csaki-bdl.
b. Csak ii-b4l.
c. Csakiii-bdl.

d. i-bdl vagy ii-bil.
e. 1i-bél vagy iii-bal.

Az alabbi feladattal pedig a teszt szerint az 5-0s szint meglétét lehet mérni:

Egy F-geometriaban (ami kiilonbozik attol, amihez hozza vagy szokva) pontosan négy

pont van és hat egyenes. Minden egyenesnek pontosan két pontja van. Ha a pontok P, Q, R, S,
akkor az egyenesek {P; Q}, {P; R}, {P; S}, {Q; R}, {Q; S}, {R, S}.

Ebben a geometriaban a metszi és a parhuzamos a kovetkezot jelenti: példaul {P; Q}
és {P; R}! metszik egymast, hiszen P kozos pontjuk, mig példaul {P; Q} és {R; S}

pdarhuzamosak, mivel nincs kozos pontjuk.
Az alabbiak kéziil melyik helyes?

a) {P; R} és {Q; S} metszik egymadst.

b) {P; R} és {Q; S} parhuzamosak.

C) {O; R} és {R; S} parhuzamosak.

d) {P; S} és {Q,; R} metszik egymast.

e) Az a)-d) dllitasok koziil egyik sem igaz.

(A keétségek a teszt helyességére az 5-0s szintet illetden mar akar a kérdés elolvasasa
utan is tamadhatnak benniink, azonban mi ezeket a mar korabban is felmeriild kétségeket
(Wilson 1990). a szakirodalomban els6ként kisérlettel igyekeztiink cafolni vagy

alatdmasztani, amelyrdl a dolgozat késdbbi részében bdvebben is irunk.)
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A tesztet a kovetkezoképpen kell kiértékelni: egy kitoltd elérte az adott tesztszintet, ha
az adott szinthez tartozo 6t kérdés koziil legalabb négyre tudta a helyes valaszt, és az elotte
1év0 szintek mindegyikénél legalabb négy helyes valaszt adott a szintet mérd 6t kérdésre. Az
elért szintek kozill a legmagasabb a kitoltd teszten elért szintje. Tehat egy tesztet kitoltd
személy az 1. szinten all, ha az elsé 6t kérdésbol legalabb négyre helyesen valaszolt, viszont a
masodik 6t kérdés koziil mar csak legfeljebb haromra tudta a vélaszt. Egy kitolt6 a masodik
szinten all, ha az els6 6t, illetve a masodik 6t kérdésbol legalabb négyet-négyet helyesen
valaszolt meg, viszont a harmadik szintet méré 6t kérdésbdl mar csak legfeljebb haromra
tudott jol valaszolni, és igy tovabb. (Egyes esetekben megkiilonboztetnek erds és gyenge Van
Hiele szinteket, erds szint esetén a fent emlitett szabaly alapjan minden elért szint kérdései
koziil legalabb négyre kell jo vélaszt adni, mig gyenge szint esetén egy szintet elért a tanulod
akkor, ha legalabb hdrom kérdésre tudta a helyes vélaszt, és a tanuld szintje az a szint, ami
utan a kovetkezd szinten legfeljebb két jo megoldast adott. A tovabbiakban mi egy didk Van
Hiele szintje alatt az erés Van Hiele szintet értjiikk.) A Van Hiele elmélet szerint a szintek
egymasra ¢€piilnek, igy nem fordulhat el6 olyan, hogy egy bizonyos szinten all6 tanulo egy a
sajat szintjénél magasabb szinten legalabb 4 kérdésre helyesen valaszol, hiszen ezaltal lenne a
sajat szintjénél magasabb elért szint, vagyis lenne olyan szint, amelyet elért, viszont az dsszes
annal alacsonyabbat nem. Ezzel csak az 5. szint mérésekor iitkdzhetiink problémakba, ezt

fogjuk a késobbiek soran kifejteni.

5. Felsooktatas és a szintek

5.1 Korabbi eredményeink

Korabbi kutatasaink soran felmértiik a magyar kozépiskolas didkok Van Hiele szintjét,
¢s azt Osszehasonlitottuk a NAT altal el6irt adott korosztalyra vonatkozo szintekkel (Bursics—
Fehér—Muzsnay). Megfigyelhetd, hogy a NAT egymasra épiilé elemekbdl felépithetd
fejlédési folyamatot ir el (3), és ezek az elemek Iényegében egyértelmiien megfeleltethetdk a
Van Hiele szinteknek. Mint ahogyan a bevezetdben irtuk, egy altalanos iskolds tanulonak 6.
osztalyra a masodik, 8. osztdlyra a harmadik szintre kell eljutnia, mig a kozépiskola 12.
osztalyara a negyedik Van Hiele szintet kell elérnie a NAT eldirasai szerint. Ehhez képest
azonban a kozépszintli érettségi (a didkok 95%-a kozépszinten érettségizik matematikabol)

geometria feladatai legfeljebb a harmadik szintet kovetelik meg. Ez azért probléma, mert
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sokszor mind a tanarok, mind a didkok kizarolagos célja az érettségi vizsgan vald jo teljesités
(Csanyi—Pozsonyi—Szabd 2014; Kovacs—Palotay 2012), amihez pedig nincs sziikség a
bizonyitas iranti igény megjelenésére, azaz a negyedik szint elérésére. Mindezek ismeretében
is megddbbentd az eredmény, miszerint az 570 magyar kdzépiskolas koru didk (a kivalogatott
diakok lényegében lefedik magyar kdzépiskolasok teljes spektrumat) Usiskin-féle teszten elért
eredményének atlaga 2,09 és 2,46 kozott mozog, és a gimnaziumi évek alatt a geometriai

megértési szintek atlaga nem fejlédik (Bursics—Fehér—Muzsnay 2016; Gyory).

5.2 Tesztelés az egyetemen

Annak érdekében, hogy megvizsgdljuk az elmélet és a teszt érvényességét felsébb,
egyetemi szinten, kitoltettiik az Usiskin-féle tesztet az ELTE matematika alapszakos els6éves

didkjaival, illetve a matematikatanar szakos els6éves didkjaival.

Mindkét csoporttal az egyetemi tanulmanyaik masodik félévében végeztiik el a kisérletet,
ennek egyik oka az volt, hogy igy mar egy féléven keresztiil egyetemi tananyagot is
tanulhattak matematikabol, masrészt az elsd egyetemi geometriakurzus mindkét szakon a
IL.félévre esik, igy a hallgatokkal megirattuk a tesztet a kurzus elvégése el6tt, majd fél évvel
kés6bb ugyanazon hallgatokkal a geometriavizsga utan IS.
A felmérést el6szor a matematika BSc-s hallgatok korében végeztiik, 65 hallgatd bevonasaval
2016 tavaszi félévében. Hasonlo kisérleti beallitast alkalmaztunk 2018 tavaszi félévében az 51

tanarszakos hallgato részvételével.

A tesztek kitoltése elott kiillonbozo eldfeltevéseink voltak, igy példaul valdszintsitettiik, hogy
a matematika iranyban tovabbtanuld hallgatok a két legmagasabb, tehat a 4. és 5. szinten,
vagyis a NAT alapjan legalabb 12. osztalyos szinten fognak allni geometriabdl. Ezen kiviil
pedig azoktdl, akik a 4. szinten allnak, a geometriakurzus elvégzése soran szintemelkedést
vartunk. Ennek ellenére a kozépiskolai eredmények tanulsdgai alapjan elképzelhetonek
tartottuk azt is, hogy lehet akdr par olyan hallgato, aki csak 3. szinten all, az 6 esetlikben
viszont a Van Hiele elmélet értelmében a megértési szintjik a kurzus elvégzésével sem
emelkedhetett, részben a szintek egymasra épiilése részben pedig az elmélet kommunikacios
vetiilete miatt, hiszen egy egyetemi geometriadran az oktat6 minden bizonnyal magasabb

szinten targyalja a tananyagot, mint amilyenen eredetileg 6k voltak. Azonban az az eshetdség,

13



miszerint valaki fél éven keresztiil tanulhat az egyetemen geometriat és levizsgazhat bel6le

anélkiil, hogy a NAT szerinti 12.-es szintet elérhetné, elsére valdszertitlennek tiint.

A kisérlet eredményeit az alabbi tablazat mutatja:

Matematika BSc Matematika tanarszak

1. kitoltés (db) | 2. kitoltés (db) | 1. kitoltés (db) | 2. kitdltés (db)

3. tesztszint 27 11 24 24
5. tesztszint 38 16 18 22
3.—5. ugras 0 7
5.—3. visszaesés 0 6

A BSc-s didkoknal és a tanarszakosokndl is minden hallgato, aki értékelhetd
teljesitményt nyujtott, vagy az 5. vagy a 3. szinten all(t). A negyedik szinten senki.
Szembetlind, hogy a teszt eredményei szerint a didkok nagy része valoban, 3., azaz 8.
osztalyos tanul6tol elvart szinten all. Megfigyelhetd az is, hogy az alapszakos hallgatoknal
nem volt szintugras, mig a tanarszakosoknal volt 3. szintrdl 5.-re vald ugras és 5.-r6l 3. szintre
valo visszaesés is a fél év eltelte soran, ami egyrészt a Van Hiele elmélet kommunikacios
vetiiletének mond ellent, masrészt annak, hogy az elmélet alapjan nincs visszafejloédés, egy
mar megszerzett szintet nem lehet elvesziteni. Azonban mi magyarazza a kiilonboz6 képzési
modon tanuld hallgatok eredményének ilyen kiilonbségét? A jelenség oka az lehet, hogy
2016-ban az alapszakosok esetén még papir alapon toltettik ki a tesztet, mig a
tanarszakosoknal mar az Edubase online rendszert hasznaltuk, ami a Kkitoltést kovetGen
megjelenitette a kitoltd pontszamat, sot az elrontott feladatokat is, és azok helyes megoldasat
is. gy a tanarszakosok esetén mar akadtak olyanok, akik a félév elteltével emlékeztek a

rontott valaszaikra, és azokat, vagy azok egy részét javitani tudtak.

Szembetlind tény az is, hogy a teszt szerint a hallgatok kozott nincs 4. szinten 1évé diak,

vagyis aki eléri a 4. szintet, az az 5.-et is. SOt, szamos olyan hallgaté is volt, aki a 3. és 5. szint
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kérdéseit jol toltotte ki, a 4.-et viszont nem. (Ilyenkor a szabalyok szerint 3. szinten all az
illet6.) Ez ellentétben all a szintek egymasra épiilésével. Mar maga Usiskin is amikor
megalkotta a tesztet, azt sejtette, hogy ez a teszt az 5. szintet nem jol méri, és a
szakirodalomban tobb helyen is taldlunk erre vonatkozo kétségeket, azonban mint mar
emlitettiik, a tesztet korabban foként 1-2. szint koriil mozgd didkok korében toltotték csak ki,
de eddig még sosem olyan tarsasdggal, aki elérhette volna a magasabb szinteket. A mi
eredményeink alatamasztjak a korabbi kétségeket arrdl, hogy az 5. szintet valoban lehet-e

mérni és hogy ezek a kérdések tényleg mérik-e az 5. szintet.

Meggy6zodésiink, hogy az axiomatikus gondolkozés folyamatosan fejlodik a
matematikai képességekkel és nem pedig a 4. Van Hiele szintet kovetden kezd kialakulni.
Ugyanakkor nagyon kevés olyan ember ¢l a vildgon, akinek lehetdsége van mélyebben
belemeriilni mas axiomarendszerek vizsgalataba. Magyarorszagon ilyet csak matematika
szakos hallgatoknak, az egyetemi torzsanyagon kiviil tanitanak. Akér a hiperbolikus, akar a
gombi geometriat vessziik, a geometria tanszékek néhany oktatdjan kiviil senki nem ért
hozzajuk az alapvetd Osszefliggéseket leszamitva. Tehat a kiilonboz6é axiomarendszerekben
valé gondolkodds, bizonyitds képességének szintje elméletben létezik, azonban kétségkiviil
csak a tarsadalom igen sziik rétege tartozhat bele. Ezzel a szinttel kapcsolatban még tovabbi
problémak is felmeriilnek: egyrészt, érdemes-e egyaltalan ezt mérni, hiszen mint mondtuk,
viszonylag pontosan megallapithat6, kik azok az emberek, akik ezt elérhetik. Masrészt nem is
biztos, hogy mérhetd, és ha igen, akkor is Gjabb nehézségként meriil fel, hogy ki allithatna
Ossze a mérésére szolgalo tesztet. Az a par, a szintet elérd ember, sajat maganak? Az Usiskin-
féle teszt nem is ezt az 5. szintet méri, hanem tulajdonképpen logikai kovetkeztetésekre
kérdez ra4. Miutdn megbizonyosodtunk arrdl, hogy a teszt ezen része nem teljesen azt méri,
amit valdjaban szeretne mérni, és felmeriilt az igény egy 0 tesztre a magasabb szinteken 4llo
egyének geometriai megértési szintjének mérésére, mi a fenti okokbdl nem is ennek a
szintnek a mérésére szolgalo, jol miikddo teszt megalkotasat tiztiik ki célul, hanem elsdként
az az Otlet mertilt fol, hogy a 4. szintet lehetne finomitani. Ennek alapjat az adta, hogy 1ényegi
kiilonbségek vannak akozott, hogy valakiben felmeriil a bizonyitas iranti igény, és akozott,
hogy kiilonbdzd bizonyitasokat el is tud végezni, valamint a bizonyitdsok nehézségi fokai

kozott is jelentds, esetleg mérhetd kiilonbségek lehetnek.

Mivel mar az elsd kitoltés utan felmeriilt a gyanink, hogy a teszt hibas, hiszen
egyrészt elképzelhetetlen, hogy egy matematika szakos hallgaté a NAT szerinti 8. osztalyos,

azaz 3. szinten teljesitsen a teszten, masrészt a 4. szinten 1év hallgatok meglepd hidnya miatt.
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Annak érdekében, hogy megvizsgaljuk, hogy milyen szinten allnak a hallgaték valdjaban,

interjukat készitettlink.

5.3 A teszt tesztelése — Interjuk

Mint ahogyan a bevezetoben is emlitettiik, és ahogy Usiskin (1982) cikkében is
szerepel, tesztelni kell a teszt eredményeit, vagyis tesztelni kell a tesztet. Anndl is inkébb,
mert nehéz elhinni, hogy egy egyetemi geometria kurzus elvégzése utan is volt olyan hallgato,
aki az altalanos iskolas szinten maradt. El6szor a BSc-s kisérletet hajtottuk végre. Az 6sszes
didkot behivtuk egy interjira. Az interjun altalaban a kutatdcsoport két-harom tagja vett részt
¢s a didkok 1-3 f0s csoportokban jelentek meg. Minden alkalommal ugyanazokat a kérdéseket
tettiik f6l, és amikor egyszerre tobb {0 vett részt az interjun, figyeltiink arra, hogy mindenkirdl
megkapjuk a sziikséges informacidkat. Ez az informacio6 az volt, hogy az illetd valoban a teszt
altal kimutatott szinten van-e geometriabol. A lesziirt tapasztalatok alapjan egy évvel késobb
mar foként azokat a tanarszakos hallgatokat hivtuk be, akik valamelyik alkalommal nem érték
el az 5-6s szintet, de kontroll kedvéért néhany hallgatot azok koziil is behivtunk, akik mindkét
alkalommal 5-6s szinten teljesitettek. Akik nem mindkét alkalommal 5-6s szinten teljesitettek,
az altalaban vagy azt jelentette, hogy a félév soran szintvaltas tortént, vagy pedig azt, hogy a
hallgatd mindkét alkalommal 3. szinten irta meg a tesztet. A szintvaltds mindkét iranyba
megjelent. Ezekrdl a késdbbiekben irunk. FElészor a BSc-s didkokkal végzett interjuk

tapasztalatait irjuk le. Mindenkinek az alabbi két kérdést tettiik fol:

1. feladat: Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott egyenestol d

tavolsdagra vannak?

2. feladat: lgaz-e, hogy minden haromszognek létezik koréirt kore?

ElsOsorban az els@ kérdésre adott reakciokra voltunk kivancsiak. A valaszok mindségébdl
egyértelmiien lehet kovetkeztetni a hallgatd Van Hiele szintjére. ElsOsorban azt szerettiik

volna megtudni, hogy:
1. Megadja-e a helyes valaszt (ez mindenkinek sikeriilt).

2. Felmeriil-e benne a bizonyitas igénye (ezt egy egyszerii miért kérdéssel teszteltiik).
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3. Latja-e, hogy a bizonyitas két részbdl all.
4. Ad-e egy eljarast arra, hogy hogyan vette fel a két parhuzamos egyenest.
5. Visszavezeti-e a problémat egy masik problémara.

6. Visszavezeti a problémat az axiomakig.

Azt gondoljuk, hogy a 4. Van Hiele szinthez az 5. pontig el kell jutni. Szamitottunk arra, hogy
sokan nem jutnak el a 2. pontig, ezért, hogy ezeknek az interji alanyoknak ne legyen
kudarcélménye, feltettiik a masodik kérdést is. Sejtettiik, hogy erre a kérdésre jol fognak
valaszolni a hallgatok, ugyanis ez a kérdés tobbek kozt a matematika érettségi tételek kozott is
szerepel. A teljesség kedvéért ebben a dolgozatban nem csak Osszefoglaltuk az interjuk soran

tapasztaltakat, hanem néhanyat pontosan le is irtunk.

5.3.1 Példak alapszakos interjikra

Koszonés ¢és leiiltetés utan foltettiik az 1. kérdést. (Hol helyezkednek el a sikon azok a
pontok, amelyek egy adott egyenestdl d tavolsdagra vannak?) A didkok altalaban gyanakvoan
néztek, keresték a csapdat. Megmondtuk nekik, hogy nem arra vagyunk kivancsiak, hogy
tudjak-e a helyes valaszt, hanem a valaszadas kozbeni reakcioikat figyeljik. A tablara
felrajzoltunk egy egyenest és téle tavolabb egy d hosszli szakaszt, majd megkezd6dott a

feladatrol valo beszélgetés.

-Mi a feladat megoldasa?
-Hat két egyenes.

-Rajzolja be, hogy melyik két egyenes. (A hallgato odament a tabldahoz és felrajzolt két
latszolag parhuzamos egyenest.)
-Es miért pont ez a két egyenes? Most elegendd nekiink az, ha csak az egyik egyenesrél beszél,

latjuk, hogy a masiknal ugyanaz a helyzet.

-Mert az egyenest azt ugy kapjuk, hogy merdlegest bocsdtunk az eredetire, felmériink d
tavolsagot, ami megad nekiink egy pontot és ebben a pontban merdlegest bocsatunk az elobbi

egyenestre.
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-Es hogyan bizonyitand be, hogy ez az egyenes a vilasz?
-Azt kell megmutatni, hogy az egyenes minden pontja jo, és mds pont nem jo.
-Es azt hogy mutatnd meg?

-Felveszek az egyenesen egy tetszéleges pontot (kozben rajzolt) és ebbdl a pontbol merdlegest
bocsdtok az eredeti egyenesre (felrajzolta az dbrdra a harmadik derékszéget is). Es akkor ez
egy téglalap, tehat a szemben lévé oldalai megegyeznek. (Itt mar tudtuk, hogy az interjualany
a 4-5. szinten van, de folytattuk a kérdezgetést.)

-Honnan tudja, hogy ez téglalap?

-Onnan, hogy négy derékszége van.

-En csak harmat ldtok.

-De akkor a 4. is derékszog.

-Miért?

-Mert egy négyszog belso szogeinek az osszege 360°.

-Ez miért igaz?

-Huzzunk be egy atlot, és az a két haromszog egybevago.
-Honnan tudja, hogy ez a két haromszog egybevdago?

-Hat mert mindkettonek van egy szoge, ami derékszog, és ezen feliil még egy szége, ami

megegyezik, és egy oldaluk pedig kozos.
-Es miért egyenléek azok a szogek?
-Mert valtoszogek.

-Miért?

-Mert az abra szimmetrikus.

[tt megkdszontiik a részvételt és elkoszontiink.

A valaszadok koziil tobben eljutottak a téglalap felrajzolasaig, és ettdl a ponttdl tobb
eltéré bizonyitast is adtak. Volt, aki a négyszog szogeinek Osszegét ugy indokolta, hogy
felosztotta azt két haromszogre és azt mondta, hogy a haromszog belsd szogeinek O0sszege

180°. Ilyenkor megkérdeztiik, hogy ezt honnan tudja. Valaszként felrajzolt egy haromszdget a
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tablara, melynek egyik oldalegyenesét a vele szemben taldlhatdé csucsba tolta el ¢és
meghosszabbitotta a tobbi oldalegyenest is. Felhasznalva, hogy az eltolas szogtarté és hogy
metsz0 egyenesek metszéspontjaban keletkezd szemkozti szogek egyenld nagysaguak belatta,
hogy a haromszog szogeinek Gsszege 180°, azaz a klasszikus bizonyitdst mondta el. Mi itt
csak arra figyeltiink, hogy a megfeleld résznél valéban kimondja-e a parhuzamossagi axiomat,
vagy legalabbis utal-e rd. Olyan is volt, aki berajzolta az oldalak felezdpontjait és megmutatta,
hogy az abra (négyszog) szimmetrikus. Tovabba interjuztattunk olyan hallgatot is, aki ezek

kozott az allitasok kozott korbe-korbe jart a beszélgetés alatt.

Eléfordult olyan hallgato is, aki masképp adta meg az egyenest: az eredeti egyenesen kijeldlt
két kiilonboz6 pontot, merdlegest bocsajtott a két pontban az eredeti egyenesre, felmért d-d
tavolsagot, majd az igy kapott pontokra illesztett egyenest. Majd azt mondta, hogy ez az

egyenes parhuzamos az eredetivel.

-Mit jelent az, hogy parhuzamos?
-Hogy nem metszik egymast.

(Ilyenkor ugy rajzoltuk az abrat, hogy valahol tavol a felrajzolt egyenes elmetszi az eredeti

egyenest.)
-llyen nem lehet.

-Miért? (Itt kicsit tobbet gondolkozott a tanulo, de raérzett arra, hogy a kapasbol felmeriilo

vdlaszok nem lennének helyénvaloak.)

Rovid gondolkodas utan azt valaszolta, hogy szimmetriai okok miatt a tuloldalon is lenne egy

metszéspont. Két egyenesnek pedig nem lehet két metszéspontja, hacsak nem egyeznek meg.

Akadt olyan matematika BSc-s hallgato is aki kevésbé mintaszerlien valaszolt a kérdésre.

Bemutatunk egy ilyen tipusu interjut is:
- Hat 2 egyenes.

- Melyik ketto?

- Hat ez meg ez (felrajzolta a tablara).

- Es miert az?
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- Hat mert ez az egyenes.

- De hogy kapta meg ezt az egyenest.

(Akkor altalaban 6 is megadta jol az eljarast, amivel az egyenest felvette.)
- Es miért ezek azok a pontok?

- Mert ezek vannak rajta az egyenesen.

Ilyenkor gyorsan valtottunk és megkérdeztiik, hogy van-e minden haromszognek koréirt kore.

Olyan hallgatoval is beszélgettiink, aki szintén az eredeti egyenesen kijelolt két kiillonb6zo
pontot, mer6legest bocsajtott a két pontban az eredeti egyenesre, felmért d-d tavolsagot, majd
az 1igy kapott pontokra illesztett egyenest és innen nem jutott tovabb. Innen Kkicsit
kortiilményesebb is az altalunk ismert bizonyitas. Ezt az is mutatja, hogy szamos 5. szintii
hallgato is eldszor igy vette fel az egyenest, majd amikor megkérdeztiik, hogy ennek az
egyenesnek miért j0 minden pontja, akkor hirtelen taktikat valtott, méasképp vette fel az

egyenest, mert latta, hogy az a modszer célravezetdbb.

Egy hallgaté kivételével kis ravezetés utdn mindenki tudta, hogy igen, létezik minden
haromszognek koréirt kore és ez az oldalfelezd merdlegesek metszéspontja. Minden
alkalommal lerajzoltuk ugy a harom egyenest, hogy nem egy pontban metszik egymast. Ekkor
mondtak, hogy ez lehetetlen, ezek egy pontban metszik egymast €s sikeriilt indokolniuk is.
Erdekesség, hogy egy hallgaté ugy bizonyitotta ezt be, hogy rajzolt egy haromszoget, koré

egy nagy kort és annak a sugarat kezdte el csdkkenteni.

5.3.2 Példak tanarszakos interjakra

A tanarszakosok, akiket késObb teszteltiink, abban kiilonboznek a matematika BSc
szakosoktol, hogy nekik részben mas a tananyag: ndluk nagyobb hangstlyt kap az elemi
geometria (hiszen késébb a kozépiskoldban is azt kell tanitaniuk), ezért az altaluk tanult
anyagrész kozelebb all az Usiskin-féle teszt kérdéseinek a szelleméhez. Ugyanakkor kevesebb
matematikat tanulnak, mint az alapszakos hallgatok. Az a néhany interjuztatott hallgato, aki 5.
szinten volt félév elején és félév végén is, az a valaszait masképp fogalmazta meg, mint az

alapszakos hallgatok. Példaul az egyikiik azt mondta, hogy az egyenest az eredeti eltolasaval
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kapjuk meg. A BSc-s diadkokkal készitett interjuk tapasztalatai alapjan innen mar nem
kérdeztiink tobbet...

A tanarszakosoknal a 2. kérdés az alapszakosakkal ellentétben az volt, hogy van-e minden
haromszognek beirt kore. A harminckét valaszolobol négy azt mondta, hogy igen,
huszonnyolc pedig azt, hogy nem mindig. Voltak olyan interjualanyok, akiknek miutdn nem
sikeriilt bebizonyitaniuk, hogy minden haromszégnek van beirhatdé kore, feltettiik azt a
kérdést, hogy van-e minden hiromszégnek koréirt kore. A hallgatok koziil volt olyan, aki

miutan ezt megoldotta, be tudta latni a beirt kdrre vonatkozé tételt is.

Alabb egy olyan hallgatd valaszaibdl idéziink, aki az elsd alkalommal 5-6s, masodik
alkalommal 3-as szintet ért el a teszten, viszont az interji soran kétséget kizaroan meg tudtuk

allapitani, hogy valdjaban csak 3-as szinten van.

- Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott egyenestdl d tavolsdagra
vannak?

- Tehat van egy egyenes, nevezziik e-nek, és egy d tavolsag, vagyis egy szakasz. (Kozben
rajzolja.) Ezt most szerkesszem meg neked, vagy csak mondjam el, hogy hol vannak
azok a pontok?

(Megkertiik, hogy mondja meg, hol vannak a pontok. Ezt sikeresen megtette, majd
ezutan megprobaltuk ravezetni arra, hogy ezt bizonyitsa is be.)

- Es ez biztos?

- Miert ne lenne az? Szerintem biztos.

- Es miért biztos ez akkor?

- Az e egyeneshez ketto parhuzamost szerkesztettiink, és mivel parhuzamosak, és ezt
tudom, mert ugyanazt a... Ohm. Mivel kett6 helyen is felmértem, és a végpontokat
kotottem Ossze, ezért biztos, hogy parhuzamost kaptam, mert hogy barmelyik kovetkezo
ponton néznék egy merdlegest, akkor az is ugyanugy d tavolsagra lenne.

- Es miért lenne az is?

- Mert parhuzamos.

- Es nem lehetne példaul 1igy, hogy: (ekkor dsszekotottiik a két kijelolt pontot egy olyan
gorbével, ami nem d tavolsagra volt e-tél minden pontban).

- Ez nem egyenes. Nem tudom mire vagy kivancsi most még.

- Be tudnad-e latni, barmelyik pontrol, hogy ezek jok, vagyis hogy ezek mind d

tavolsagra vannak?
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- Szerintem nem tudnam belatni, marmint most ide tudnék huzni, de ez nem szamitana
belatasnak...

Ezutan rogton attértiink a masodik feladatra.

Volt olyan 3-as szintli hallgato, aki tobb alkalommal is az altala rajzolt abrara igyekezett

tamaszkodni.

- (Mikor mar a masodik kérdés bizonyitasan probalkozott.)

- Varjal, rajzolok egy jobbat, hatha kitalalok téle valami okosat.

- Jo, és akkor egyaltalan létezik ez a metszéspont? Ketto metszéspontjat ugye mindig ki
tudjuk valasztani, de a harmadik biztos, hogy ugyanott metszi 6ket?

- Szerintem mindig metszik egymast. Varj, most rajzolok egy nagyon absztraktat. Hat,
ebbdl nem latok sokat... Erre nem tudok biztosat mondani, de ha kéne, tuti azt

mondanam, hogy metszik.

A 4. szint finomitasanak motivacidjat tan a kovetkezo példa is kellden alatamasztja, hiszen
lényegi kiilonbség van példaul a bizonyitasi igény megjelenése, és a kiilonb6zd nehézségli
bizonyitasok elvégzése kozott, valamint abban is jelentds kiilonbségek mutatkoznak, hogy a

hallgatok milyen bonyolultsagu allitasokra vezetik vissza a kérdést a bizonyitas soran.

(Megkérdeztiik azt is, hogy minden haromszégnek van-e koréirhato kore. A hallgato
eljutott addig, hogy a koréirhato kor kozéppontja az oldalfelez6 merdlegesek
metszéspontja.)

- (...) Es most megint meg fogod kérdezni, hogy ezek minden esetben metszik egymdst?
Mert arra nem tudok valaszolni, de mivel van mindegyik haromszog minden oldalanak
szakaszfelez6 merdlegese, ezek pedig egy pontban metszik egymdst - ezt nem tudom

bizonyitani, - akkor biztos, hogy van kéréirhato koriik is, az osszesnek.

A bizonyitasi képességek hianyossagaira is sok esetben akadt példa.
(Az elsd a kordbban mar hivatkozott interju folytatdsaban.)

- Mert arra nem tudok valaszolni, de mivel van mindegyik haromszog minden oldalanak
szakaszfelez6 merdlegese, ezek pedig egy pontban metszik egymdst - ezt nem tudom

bizonyitani, - akkor biztos, hogy van kéréirhato koriik is, az osszesnek.
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- Mostmar akkor tényleg csak az van hatra, hogy ezek egy pontra illeszkednek. Probald
meg, aztan legfeljebb megyiink tovabb, ha nem megy, nem muszdj.
- Gondolkodom. De akkor ezt mostmar feltehetem, hogy van koréirhato kore, vagy ezt

csak akkor tehetem fel, hogyha ezt mar bebizonyitottuk?

Valamint sok esetben pont a bizonyitasi igényrdl vilaglott ki, hogy nem tul erds, ha van.

- Van-e minden haromszognek beirt kore?

- Van.

- Es miért?

- Mert a kozéppontja a (...) szogfelezok metszete.
- Es ez miért igaz?

- Mert ezt tanultuk az iskolaban.

Erre masik példa:

- (Miutan nem sikeriilt a beirhato kér meglétét bizonyitania egy mdsik hallgatonak:)

- Van-e minden haromszégnek koré irhato kore?

- Van.

- Es miért?

- Mert az oldalfelezo merdlegesek mindig metszik egymadst, egy pontban.

- Miért?

- Nem tudom, mert igy miikodik a matek.
(Ezt kimondva kis sziinet utan a hallgatéo megadta a klasszikus bizonyitast, két ponttol
egyenlé tavolsagra lévé pontok mértani helyével, ,,Ja, igen, ez volt a bizonyitas...” és
miutdn ezt megoldotta, a beirt korre vonatkozo tételt is be tudta bizonyitani, azonban

kijelenthetd, hogy az igényt csak erds kiilsé motivalasra lehetett felszinre hozni.)

Az elmélet kimondja, hogy az a hallgato, aki egyszer megszerzett egy adott Van Hiele szintet,
az azt meg is tartja, illetve csak abban az esetben torténhet szemléletfejlédés, ha az oktato és a
hallgato kozti kommunikéacio megfeleld. Tehat az elmélet azt sugallja, hogy az év elején 3.
szinten teljesitd hallgato a félév végén, a geometriakurzus ellenére sem valt szintet, ugyanis az
egyetemi oktatd altal alkalmazott nyelv szintje magasabb az o6vénél: egy egyetemen
matematikat oktatd tanar minimum 4. szintet var el a hallgatosagtol. Ezzel szemben 112
tanulobol volt hét olyan, aki az elsd forduloban 3., majd a masodik forduldban 5. szinten

teljesitett. Az interjuk sordn viszont kidertilt, hogy 3. szinten allnak mind a heten. Ennek a
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jelenségnek a hatterében az Edubase nevezetli online program all. A tanarszakosoknal ugyanis
mar nem papir alapon, hanem a program segitségével végeztiik a tesztelést, ami sajnalatos
modon a kitoltést kovetden megmutatta az elrontott valaszokat, és azok helyes megoldasat is.
fgy a didkok koziil voltak olyanok (nem sokan), akik emlékeztek, hogy el6z6 alkalommal mit
rontottak el, és ez alapjan tudtak javitani az eredményiiket Ahogyan azt korabban emlitettiik,
az elmélet az 5. szintrdl vald visszalépést sem engedné, ennek ellenére voltak olyan tanuldk,
akik bar 5. szintet értek el az elsd teszten, a masodikon 3. szinten teljesitettek. A teszt
tesztelését kovetden, kideriilt, hogy 6k azon kevés emberek kozé tartoztak, akik igen jo

érzékkel tudtak tippelni, lehet véletlentil jol kitdlteni egy tesztet.

Az interjukbol az deriilt ki, hogy mindenki, aki nem 5. szinten teljesitett a teszten mindkét
alkalommal, az val6jaban 3. szinten all. Megallapithatd tehat, hogy a Van Hiele teszt felfele
torzit. Az interjuk eredményi alapjan azt mondhatjuk, hogy a Van Hiele elmélet egyetemi
szinten sem vezet ellentmondésra, azonban a szintek mérésére szolgalod teszt az 5. szinten
megbukott. Ezenkiviil pedig kideriilt, hogy ugyanazt a tesztet kétszer nyugodtan ki lehet
toltetni a hallgatokkal, nem (nagyon kevesen) fognak emlékezni a kérdésekre, féleg, ha nem

kapnak visszajelzést a hibaikrol.

5.4 Tul a Van Hiele szinteken

A Van Hiele elmélet kommunikacios része nem vezetett ellentmondésra az egyetemi
kisérletiink alapjan. A Van Hiele-¢k 4ltal meghatarozott szintek valoban egymasra épiilnek, és
a 4. szintig jol mérhetéek az Usiskin altal 1étrehozott teszttel. Ami viszont nem igaz, az az,
hogy ezek a geometria megértésének egyetlen lehetséges szintjei. Az elsé harom szint csak
alakzatokkal foglalkozik, viszont a geometria egyaltalan nem csak sikbeli alakzatokrol szol,
plane nem csak a parallelogrammarol, hanem sok minden masrdl is. Az igaz, hogy léteznek
olyan tipikus megértési szintek, amelyek egymasra épiilnek és igaz rajuk a Van Hiele elmélet,
de egészen biztosan fel lehet irni masféle szinteket is, amik nincsenek ellentétben a Van Hiele
elmélettel. Azt gondoljuk, hogyha az egész geometriat kell a tesztnek lefednie, akkor nincs
bizonyitva, hogy ez a teszt azt is méri. Nem tudjuk, hogy aki itt 5. szinten teljesit, az a
geometria mas terililetén, mas értelmezésénél hogyan szerepelne.

Az Usiskinre hivatkozo cikkek alapjan gy tiinik, hogy 1980-ban ezt a tesztet
egységesen jonak itéltek a vilagban. Azota is hasznaljak, és miikodik, leszamitva egyetlen

elemet, ami sok helyen, méar maganal Usiskinnél is megemlitést nyer, kutatdsunk soran pedig
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bebizonyosodott, ez pedig az 5. szint. Tapasztalataink azt mutatjak, hogy még a
matematikaval komoly szinten foglalkoz egyetemistaknal sem jon el6 trivialisan az 5. szint,
azaz a mas axioma rendszerben, és a mas geometridban valé gondolkodas és bizonyitas
képessége. Ugyanakkor egyaltalan nem igaz, hogy tudni kell a mi geometriai rendszeriinkben
bizonyitani ahhoz, hogy valaki axiomatikusan gondolkozzon egy masikban. A teszten nem
véletleniil tapasztaltuk, hogy 12 olyan hallgat6 is volt, aki teljesitette a 3. szintet és az 5.
szintet is, de a 4. szint nem sikeriilt neki. Az 5. szint tigy gondoljuk, megbukott, mert hol
bukhatna meg mashol, mint egy egyetem matematika szakéan; ¢és foleg azért, mert a vildgon
nagyon kevesen jutnak el odaig, hogy lehetdségiik legyen ilyen szinten gondolkozni. Ezt a
szintet lehet, hogy be kéne illeszteni valahova, de az nem igaz, hogy linedrisan fejlodik és a 4.
Van Hiele szint utan kovetkezik, hanem ennek a szintnek a fejlédése parhuzamosan torténik a

matematikai érettséggel, és nem pedig a geometriai megértéssel.

Annak megvizsgdldsa érdekében, hogy egyaltalan milyen felépitések képzelhetdek el
az 5. szint helyett, vagy az eddigi Van Hiele szintekkel parhuzamosan, elészor megprobaltuk
feltérképezni, és megtudni azt, hogy manapsag mit értiink geometria alatt. 1957 illetve 1980
oOta sokat valtozott a vilag, és még ha ez a teszt meg is felel az akkori geometria szellemének,
érdemes feliilvizsgdlni. Tehat fontos lenne eldszor megtudni, hogy mit kell érteni a mai
vilagban geometria alatt, majd pedig az alapjan kéne tesztet késziteni. Megtettiik az elso
1épéseket, megkérdeztiik mi az a geometria. Harom egyetemi geometria oktatot kérdeztiink
meg arrdl, hogy 6k mit értenek ma geometria alatt: Dr. Csikos Balazs habilitalt egyetemi
docenst, az ELTE TTK Geometria Tanszék vezetdjét, Dr. Nasz6di Marton szintén habilitalt
egyetemi docenst és Dr. Muzsnay Zoltant, habilitalt egyetemi docenst, a Debreceni Egyetem

TTK Geometria Tanszék vezetdjét.

Csikos Balazs a linedris algebra és a geometria 6sszekapcsolasat tekinti kiemelkedden
fontosnak. Azt, hogy a determinansra gondolhatunk tigy, mint egy lineéris leképezésre a tér
folott, vagy példaul a matrixszal vald szorzasra tekinthetiink Ugy, mint egyfajta
transzformdaciora. Lényegesnek tartja azt is, hogy lassuk, hogy az algebrai egyenleteket 6ssze
lehet kapcsolni geometriai alakzatokkal. Erre egy kézenfekvo példa a linearis programozas,
ahol van sok-sok egyenl6tlenségbdl allo rendszer, és a maximalizalas a feladat: ilyenkor
nekiallhatunk szdmolgatni, de valdsziniileg egyszeribben megoldhaté a feladat, ha latjuk,
hogy az egyenldtlenségekre gy is gondolhatunk, mint félsikokra vagy félterekre, és azoknak
a metszetét keressiik. Meg kell érteni a feladathoz kapcsol6do geometriai képet.

Naszodi Marton hasonloképpen gondolkozik a geometriai szemléletrél, megértésrol.

25



Szerinte is az Osszefliggéseket kell latni: azt, hogy az alakzatokhoz kapcsolhatd algebrai
egyenlet, és az, hogy valaki az algebrai egyenletet 6ssze tudja kotni adott alakzat képével, az
egy fontos képesség. Ne csak mint formalis egyenletet ldssa, hanem lassa, hogy geometriailag
az milyen ¢l6lény. Amikor példaul egy tobbvaltozds fliggvénynek tanulja a didk az érintdjét,
akkor lassa, hogy ott egy geometriai vektorfogalomrdl van sz6, illetve egy érintdsikrol.
Muzsnay Zoltdn egy masik nézdpontot képvisel. Az elézbdekkel ellentétben 6 pont
azokat a tulajdonsagokat, mennyiségeket emelné ki, amelyek paraméterezéstol, koordinata-
rendszertdl fiiggetlenek. Ahogy Einstein is megfogalmazta, a fizikai térvények igazabol
geometriai tulajdonsagok, és egy torvény nem fiigghet viszonyitasi rendszertdl, koordinata-
rendszert6l. Azokra a geometriai tulajdonsadgokra, Osszefiiggésekre, jellemzokre helyezné a

hangsulyt, amik nem fiiggenek attol, hogy milyen segédeszkodzt hasznalunk.

A célunk alkotni egy (vagy tobb) olyan tesztet, ami megfelel ezen szempontoknak,
ennek az ismeretrendszernek, geometriai kulturanak. Ahogyan az interjuk alapjan is lattuk, a
geometria nagyon sokrétii, mas teriileteken mason van a hangsuly, és éppen ezért nehéz lenne
egy tesztben minden szempontot egyszerre figyelembe venni. Tovabba a fentieken tul
szeretnénk egy térbeli tesztet is 1étrehozni az Usiskin-féle teszt mintajara, ugyanis azt tobben
hianyoljak. Egy meggy6z6 érv a térbeli teszt megalkotasa mellett az a tény, hogy a téri
szemlélet szorosan Osszefligg a matematikai képességgel, ennek kiinduldé pontja Dehaene
harmas kodolas modellje (Dehaene 1992). Ezt nem ugy gondoltuk megtenni, hogy kitalalunk
néhany kérdést és a teszt maris kész, hanem figyelembe vessziik, hogy mit mondanak a
geométerek. Az ez alapjan készitett tesztet kitoltetjiik, majd megnézziik, hogy standard vagy
az Usiskin-féle teszttel megegyez6 eloszlast kapunk-e, megfelel6-e az elvarasoknak,
modositjuk, ha kell, és ha kész, akkor még tobb emberrel kitdltetjiik. Igaz, ez egy nagyon
hosszu folyamat, de a mai modern kutatdismodszertan illetve pszichologia megkivanja. Mi
ebben a dolgozatban csak néhany kérdést allitottunk ossze. Amit at kell gondolni az az, hogy
ezek az algebrai tipust, koordinatarendszeres feladatok kiknek valok, kik azok, akiknek
kiadhatok. Szemmel lathato, hogy az ) NAT nem kdveti ezen kérdések szemléletét (3),
ugyanis nincs egy éve, hogy a kor egyenlete mar nem része a tantervnek. Bar tavolsagot kell
szamolni a Pitagorasz-tétel alapjan a NAT szerint, a kor egyenlete még sem tananyag. Kérdés
az, hogy ezekkel a tesztkérdésekkel tényleg geometriai megértési szinteket mérniink-¢, illetve
azaltal, hogy nem koveti a NAT-ot, a valosagtol elrugaszkodott-e vagy sem a tesztkezdemény.
Azt gondoljuk, hogy ha egy orszdgban kialakul egy kovetelményrendszer, az nem jelenti azt,

hogy minden matematikai tartalom kelld formaban és mértékben van feldlelve. Ha
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megnézziik, hogy Németorszdgban nem tanitanak szamelméletet, viszont a derivalas a
tananyag részét képezi, akkor észrevessziik, hogy az egyes orszagok nagyon kiilonb6zo
oktatasi kultaraval rendelkezhetnek. Eppen ezért egyaltalan nem biztos, hogy mindenkinek
ugyanaz a teszt vald. Senki ne essen kétségbe, ha az ¢ didkjai nem irjak meg jol akar ezt a
tesztkezdeményt, akar az Usiskin-féle tesztet, mert nem kétségbevonhatatlan, hogy ugy kell

tanitani a didkot, hogy egy Van Hiele teszten jol szerepeljen.

5.5 Javaslat tesztkérdésekre

Az aldbbiakban a késziilo tesztek par lehetséges kérdésére kozliink példakat. A tesztkérdések
kozott szerepelnek az algebrai Osszefiiggéseket eldtérbe hozod kérdések, valamint a

»geometriaibb” szemléletet hangsulyozo kérdések is.

Az aldbbi kérdések mindegyike az R* euklideszi térre vonatkozik.
1. Adott két egyenes. Melyik allitas igaz az alabbi allitasok koziil a helyzetiikre?

(a) Mindig metszok.

(b) Mindig parhuzamosak.

(¢) Mindig metszdk vagy parhuzamosak.

(d) Nem mindig metsz6k vagy parhuzamosak.

(e) Vagy egy vagy nulla pontjuk kozds.

2. A kocka lapjainak sikjai részekre osztjak a teret. Melyik hamis az alabbi dallitdsok

koziil?

(@) Nincs olyan térrész, ami tartalmaz egyenest.

(b) Van olyan térrész, ami nem tartalmaz félegyenest.

(c) Van olyan térrész, ami tartalmaz félegyenest.

(d) Nincs olyan egyenes, ami legaldbb it térrészbe belemetsz.

(e) Egy kocka egy lapkdzéppontjan atmend egyenes legaldabb hdarom térrészbe

belemetsz.
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3. Legyen u € R paraméter! Tekintsiik az aldbbi egyenletet: (a — u)? — b? = 5.

Melyik allitas igaz az alabbiak koziil?

(@) Minden a € R-hez létezik olyanb € R, mely kielégiti az egyenletet.

(b) Van olyan u érték, amire a fenti egyenletnek nincs megolddsa.

(c) Minden u értékre végtelen sok olyana, b szampdr létezik, mely kielégiti az
egyenletet.

(d) Rogzitett b € R-hez végtelen sok a € R érték létezik, amely kielégiti az
egyenletet.

() Minden b € R-hez egyértelmiien létezik a € R, mely kielégiti az egyenletet.

4. Legyen adott egy ABC derékszogii haromszog, befogoi:a,b € Q, dtfogdja c € Q,
teriilete T. Az ABC hdromszogbdl kozéppontos nagyitdssal kapjuk az A'B'C' haromszoget
(oldalai: a, b € Q, teriilete T', m,." a c'-hoz tartozé magassag). Mely dllitds igaz az aldbbiak

koziil?

(@) d',b" € Q, viszont ¢’ nem mindig raciondlis.
(b)a',b',c'eQ

©TeQ

(d) a’,b" € Qvagy ¢' ésm,." € R.

(e) a’ és ¢' nem lehet egyszerre raciondlis.

5. Adott az x2? + y? = 7egyenlettel megadott pontok halmaza: H. Melyik allitds hamis

az alabbiak koziil?

(a) H tartalmaz egyenest.
(b) H-ba a tér minden egyenese belemetsz, melynek van olyan pontja, hogy x,y
koordinatara x* + y? < 7 teljesiil.

(c) Van olyan egyenes, melynek minden x, y koordindtdjara igaz, hogy x* +
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y2=7.
(d) A H halmaznak lehet pontosan egy kézos pontja egy egyenessel.

6. x> — 2x + y? — 2ay + z%> + 6z = —10 ahol a € R. Mely dllitds(ok) hamis(ak) az
alabbiak koziil?

(@) Minden a esetén van olyan x,y, zszamharmas, amely kielégiti az egyenletet.
(b) Van olyan a, amire végtelen sok megoldasa van az egyenletnek.
(c) Van olyan a, amire pontosan egy megolddasa van az egyenletnek.

(d) Minden z, a-ra van olyan x, y szampar, mely kielégiti az egyenletet.

7. Tekintsiik a kovetkezé egyenletrendszert:
l. x2—2x+vy%?—4y + z% + 6z = aahola € Rés
. x+y+z=0
Mely allitas(ok) igaz(ak) az alabbiak koziil?

(@) Minden a-ra van megoldasa az egyenletrendszernek.

(b) Minden x, y szampar esetén van olyan z, a, mely kielégiti az egyenletrendszert.
(c) Minden a -ra végtelen sok megoldasa van az egyenletrendszernek.

(a) Nincs mindig megoldasa az egyenletrendszernek, de ha van, akkor végtelen sok

megoldasa van.

6. Osszefoglalas

Dolgozatunkban a magyarorszdgi matematika-és matematikatanar szakos hallgatok
geometriai megértési szintjét vizsgaltuk a Van Hiele modell segitségével. A Van Hiele-
elmélet tekintélye széles korben elismert a nemzetkdzi szakirodalomban, hasonldéan a ra
alapuld mérés, amely 1982-es megalkotdsa ota a mai napig gyakorta alkalmazott. Azonban a
teszt magasabb, egyetemi szinten vald alkalmazhatdsdganak vizsgalata nemzetkdzi szintéren
is hianypotlo vallalkozéas. Kutatdsunk soran az ELTE els6éves matematika alapszakos

valamint els6éves matematika tanarszakos hallgatoival toltettiik ki az Usiskin-féle tesztet.
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A tesztet a kisérletben résztvevo minden didk két alkalommal toltotte ki, egyszer a tavaszi
félév elején, egyszer pedig ugyanazon félév végén. A két kitoltés kozott mind az alap- mind a
tanarszakos hallgatok elvégezték elsé egyetemi geometriakurzusukat, az alapszakosok
Geometrial, a tanarszakosok Bevezetés a geometriaba cimen. Korabban mar megallapitottuk,
hogy a NAT ¢és a kerettanterv kovetelményei alapjan egyértelmiien behatarolhat6, hogy a
didkok a kozépiskola évei folyaman mely szintek eléréséig kellene eljussanak, megvizsgaltuk
¢és megallapitottuk azt is, hogy a tanuldk valds teljesitményei azonban lényegesen ezen szintek
alatt vannak. Ezek alapjan a kozépiskolaba belépd elvart szint a 3., a kilépd pedig a 4., igy az
volt a feltételezésiink, hogy a felmérésiinkben résztvevé matematika teriiletén tovabbtanulo
hallgatok mar mind legalabb a 4. szinten vannak, a geometriakurzus elvégzése utan pedig akar

az 5. szintet is elérhetik.

A tesztek eredményei alapjan azonban a 4. szinten csak elhanyagolhaté szamu hallgatd
allt, a legtobben a 3. vagy az 5. szintet érték el. Sajat eredményeink is alatamasztottak az
Usiskin 4altal és a szakirodalomban azota is tobbszor megfogalmazott kétséget arra
vonatkozoan, hogy a teszt kérdései valoban jol mérik-e az 5. szintet. Erre tovabbi
bizonyitékként szolgdl az a tény, hogy a hallgatok kozott sok olyan volt, aki a 4. szintet nem
érte el, viszont az 5. szint kérdéseire jol tudta a vélaszt; ez pedig a szintek alapvetd
tulajdonsaganak, az egymasra ¢épiilésnek is ellentmond. A geometriakurzus elvégzése utan
pedig azt tapasztaltuk, hogy altalanosan érdemi fejlodés a szintek alapjan nem tortént a
tanulok geometriai megértésében, ennek okaként pedig a Van Hiele elmélet kommunikacios
részével egybehangzoan azt feltételezziik, hogy az oktato altal feltételezett hallgatoi megértési
szint magasabb, mint a didkok valos eredményei, hiszen az ismert elméletek alapjan a tanitasi
folyamat akkor lehet sikeres, vagyis akkor jarulhat hozza eredményesen a tanuld
gondolkodasi és problémamegoldd készségének fejlesztéséhez, ha az oktatd a hallgatok valos
megértési szintjének megfeleléen alakitja kommunikéaciojat. A Van Hiele elmélet részét
képezi az a meggondolas is, hogy a kiilonb6zd szinten 1évd egyének ,.kiillonbozd nyelvet
beszélnek™, tehat nem értik meg, vagy nem fogadjak el egy masik szinten 1évé indoklasait.
Ezaltal a feltételezett és a valds szintbeli kiilonbségek kommunikacids akadalyokhoz, majd a

tanitasi folyamat meghitsitasahoz vezethetnek.

Annak érdekében, hogy megallapithassuk, valoban a NAT altal elvart 8.osztalyos szinten
van-e a matematika szakos hallgatok jelentds része, teszteltiik a teszt eredményeit €s a
hallgatokkal interjukat készitettiink. Megfigyelhettiik, hogy minden olyan tanulds, aki nem

teljesitett mindkét alkalommal 5. szinten, valdjaban 3. szinten all. Az interjuk eredményei
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alapjan azt mondhatjuk, hogy a Van Hiele elmélet egyetemi szinten sem vezet ellenmondasra,
az elmélet kommunikacios vetiilete is igazolddni latszik az egyetemistdk és az egyetemi
oktatok korében is, azonban az Usiskin-féle teszt az 5. szinten megbukott, altalanosan pedig

felfelé torzit.

Bar kutatasunk alatdmasztotta, hogy az elmélet egyetemi szinten sem vezet
ellentmondasra, az tovabbra sem bizonyitott, hogy a teszt a teljes geometriat lefedné. Ugy
gondoljuk, hogy felallithatok masfajta megértési szintek is, amelyek nincsenek
ellentmondasban a Van Hiele-elmélettel. Egy ilyen teszt készitésének elsd 1épéseként
megkezdtiik feltérképezni, egyaltalan mit is értiink manapsag geometrian. Elsé korben két
geometria tanszékvezetd és egy habilitalt docens véleményét kértiik ki arrdl, hogy mi igazan
fontos geometria teriiletén; a valaszaikban egyrészt az algebra és a geometria
Osszekapcsolasdnak képességét, masrészt a viszonyitdsi rendszertdl fiiggetlen geometriai
tulajdonsagok, Osszefliggések vizsgalatat emelték ki. Meggydzddésiink szerint ez két
kiilonb6z6 iranyzat, amelyek nem feltétleniil épililnek egymasra, ezaltal a megfontolasokbol
kiindulva két kiilonbozo teszt megalkotasa is lehetséges. Célunk ezen szempontoknak
megfeleld, valamint az Usiskin-féle teszt alapjan, egy annak szellemiségével rokon térbeli
teszt megalkotasa. Tudjuk, hogy a kész tesztek elérése egy rendkiviil hosszi folyamat,
azonban elindulva az uton mar megtettilk az elsé 1épéseket felé, valamint a dolgozatban

szerepel néhany eldzetes javaslatunk is a lehetséges tesztkérdésekre.

6.1 Onalld6 munkank 6sszefoglalasa

Miutan megvalasztottuk jelen dolgozatunk témajat, (a Van Hiele modell tesztelése magyar
didkok korében) mivel Magyarorszagon a Van Hiele teszt alkalmazéasara nemigen volt példa,
korabbi TDK dolgozatunk (Bursics—Fehér—Muzsnay 2016) soran megszereztiik az eredeti
Usiskin-féle teszt jogait, azt kovetden pedig a csapat aktivan részt vett a teszt magyarra
forditdsdban, ezzel létrehoztuk tan az els6 magyar Van Hiele szintek mérésére szolgalod
tesztet. Ezutan lesziikitettiik témank és megfogalmaztuk a kutatdsi célt, — vagyis elsokeént
terveztiik megallapitani a Van Hiele szinteket matematika szakos egyetemistak korében,
valamint szintén hianypo6tlo modon a Van Hiele teszt tesztelése magasabb megértési szinteken

volt célunk — majd megterveztiik magat a kutatast.

Eldszor, 2016 tavaszi félévének elején és végén 65 az ELTE matematika alapszakjan

hallgaté diakkal kitoltettiik a tesztet, majd 2018 tavaszi félévének elején és végén ezt
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megismételtiik 1 51 tanarszakos hallgatd korében is. A teszteket az alapszakos hallgatokkal
papir alapon, mig a tanarszakosokkal az Edubase online rendszer segitségével toltettiik Ki.
Ertékeltiik a vélaszokat, ezek alapjan megallapitottuk a didkok teszt szerinti Van Hiele
szintjét. Ezutdn a kapott adatokat Osszevetettiik ¢és elemeztilk, ezek alapjan pedig

megallapitottuk a teszt kritikus részét.

Miutén értékeltiik a teszt eredményeit, tovabbra is fenntartottuk a kapcsolatot a kutatdsban
részt vevd hallgatokkal, a teszteken elért eredmények alapjan kivalasztottuk az interjuk
alanyait. Megfogalmaztuk az interjukérdéseket, ezt kovetden pedig levezettiik az interjukat. A
hallgatok valaszaibol megallapitottuk a hallgatok valéos Van Hiele szintjét, és kiemeltiik az
interjiik 1ényegi mozzanatait. Osszevetettiik az interjuk eredményeit a teszt eredményeivel, és
ez alapjan mar bizonyitottan ki tudtuk jelenteni, hogy a teszt nem méri jol az 5-0s szintet.

Ennek orvoslasara megfogalmazodott benniink egy 0j teszt megalkotasara vald torekvés.

Megtettiik az elsd [épéseket a teszt megalkotdsa felé, nagy szakmai tekintélyii
geométereket kerestiink fel azzal a kérdéssel, hogy mi ma a geometria lényege. Mint ahogy a
Van Hiele elmélet felallitisa és Usiskin tesztjének megalkotasa Ota a vildg is rengeteget
valtozott, ugyaniigy mara a geometria lényege sem egyezik meg azzal, ami hatvan vagy
harminc évvel ezeldtt volt, igy az Uj teszt szakmai megalapozottsigahoz valoban
elengedhetetlen ez a kérdés. A geométerek javaslatain elindulva megkezdtik az 10j teszt

tervezését, ezek alapjan alkottunk meg par lehetséges tesztfeladatot.

A dolgozat megirasaig kutatasunk eredményeit a kovetkezd helyeken ismertettiik:

1. Matematika ¢s Informatika Didaktikai Kutatasok Konferencia, Budapest, 2017.: A

geometriai szemléletmdd fejlédése. (Muzsnay Anna, Szabd Csaba)

2. Eldadas tartdsa meghivott el6adoként: Széchenyi Istvan Egyetem Alkalmazott
Matematika Tanszék, Gy6r, 2017.: A geometriai szemlélet fejlédése és nemfejlédése az

egyetemen. (Bereczky-Zambo Csilla, Muzsnay Anna, Szabd Csaba, Szeibert Janka)

3. El6adas tartasa meghivott eldadoként: Pavlov Jozef Safarik University, Kassa, 2017.:
Students understanding geometry on high-school and university levels. (Bereczky-Zambo
Csilla, Muzsnay Anna, Szabo Csaba, Szeibert Janka)
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