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ABSZTRAKT

Dolgozatunkban a matematika tanarszakos hallgatok bizonyitasi kompetenciajat vizsgaljuk az
Algebra és Szamelmélet 4 €s Algebra és Szamelmélet 5 kurzus keretében. A bizonyitasi készség
alaposabb vizsgalata érdekében a bizonyitasi kompetenciakat a Tall-féle harom fazisra
bontottuk: a bizonyitdsok megtanulasa, a bizonyitasok készitése és a bizonyitasok ellendrzése.
Kisérletlink elsd részében a matematika tanarszakos hallgatok (n=54) két félév alatt leirt
bizonyitasainak vizsgalatat ttztiik ki célul. A két félév soran beadott tobb mint 1000 feladat
atnézése, javitdsa és elemzése folyamatosan zajlott. A targy eldadojaval egyeztetve a
rendelkezésre all6 bizonyitasokbdl kivalasztottunk 27-et, amelyek kdzott matematikailag hibas,
elvi hibas és mintamegoldas értékii bizonyitasok is szerepeltek. Elkészitettiink egy altalanos
koédrendszert, amely alapjan a feladatok javitdsat egységesitve lehetett elvégezni. Arra is
kivancsiak voltunk, hogy felfedezhet6-e kiilonbség a matematika tanarszakos hallgatok
bizonyitas alkotasi és bizonyitds javitasi készségei kozott. Ennek vizsgalatdhoz a kisérlet
masodik részében a kisérletben résztvevo hallgatoknak (n=31) a kialakitott kodrendszer alapjan
7-7 bizonyitast kellett kijavitaniuk. Ennek sordn a hallgatoknak el kellett donteniilik, hogy
tarsaik a megoldéasaikban hasznalnak-e hibas 1épéseket, hianyos indoklasokat és kimondanak-e
hamis allitadsokat. A kisérlet els6 részében megallapitottuk, hogy az évfolyam koriilbeliil fele
nem tanulta meg a bizonyitasokat, és hogy az 54 diakbol 42-en nem tudnak bizonyitasokat
késziteni, dolgozatunkban részletesen kitériink ennek elemzésére. A kisérlet masodik részébol
az dertilt ki, hogy a résztvevd 31 hallgatobol 22 le tudja ellendrizni a bizonyitasok helyességét.
Osszességében megéllapitottuk, hogy matematika tanarszakos hallgatok hidnyos analitikus és

alapos felismerési bizonyitasi képességekkel rendelkeznek.

Kutatasainkat az MTA-ELTE Matematika Tanuldselméleti- és Pszichologiai Kutatocsoport
tagjaiként végeztikk az ELTE DOKK tamogatasaval a ,, XXI. szdzadi kompetenciarendszer
kidolgozdsa” alprojekt keretében.



1. BEVEZETES

A Dbizonyitas fogalma kozponti szerepet tolt be a matematikaban és annak oktatasaban. A
matematikai érvelés és ennek részeként a bizonyitas segiti a tanulokat €s a tanarokat abban,
hogy hasznaljak a matematika sajatos nyelvét, igy sajat otleteiket is pontosan, matematikailag
helyesen tudjak megfogalmazni (Brodie, 2010; Carpenter és mtsai., 2003; Kilpatrick és mtsai.,
2001; Stylianides, Stylianides és Shilling-Traina, 2013). A bizonyitasok az egyetemi oktatasban
komoly kihivasok elé allitjdk mind az oktatokat, mind a hallgatdkat, kiillondsen a bevezetd
kurzusokon. (Herbert és mtsai., 2015). Az felsdoktatasba belép6 tanulok szamara az egyetemi
matematika tananyag a kozépiskolai tananyagon tilmutatd, az 4j fogalmak, definiciok és tételek
sokasaga miatt iS nehéz. Emellett altalanos jelenség, hogy a tanarok egyetemi tanulmanyaik
megkezdésekor feltételezik a hallgatokrol, hogy ismerik a bizonyitas folyamatat és képesek
teljes bizonyitasokat késziteni. Azonban ez sok diakra nem teljesiil, igy a bizonyitasok miifaja

tovabbra is jelentds akadalyt jelent szdmukra (Herbert és mtsai., 2015).

Régota kutatjak, hogy hogyan irdnyitsak és fejlesszék a tanarok a didkok gondolkodasat,
érvelési és bizonyitasi technikajat (Fennema és mtsai., 1996; Franke és mtsai., 2009; Kazemi
¢és Franke, 2004). Kimutattak, hogy a tanarok szakmai tudasa dont6 szerepet jatszik a tanterv
hatékony megvaldsitasaban ezen beliil a bizonyitasi kompetenciak kialakitasaban. Ennek egyik
oka, hogy a tananyag ismerete kozvetleniil noveli a tanarok Onbizalmat, ezaltal a tanitasi
képességeiket is. (Bobis és mtsai., 2012; Ball és mtsai., 2008; Ma, 1999; Rowland és mtsai.,
2009; Watson és Mason, 2007). Toébben megallapitottak, hogy a matematika tananyag
széleskorii ismerete nagyban hozzajarul, hogy a tanarok segiteni tudjanak a diakoknak a
bizonyitasi igényiik kialakitasaban (Stein és mtsai., 2008), és az anyagrészek kozotti

Osszefliggések felfedezésében (Rowland és mtsai., 2009).

Bar Ausztraliaban a tantervekben kiemelt szerepet kap a bizonyitas miifaja, ,,a matematikai
érvelés ritkan fordul el6 sok matematikadran” (Stacey €s Vincent (2009) 271. 0.). Ez a probléma
nem csak Ausztraliara korlatozddik. Boero és Dapueto (2007) azt talaltak, hogy Olaszorszdgban
,hagyon kevés tanar (és kevés tankonyv) varja el a diakoktol, hogy bizonyitasokkal
foglalkozzanak” (390. o.). Nem kell orszaghatarokat atlépni, hogy tovabbi példakat keressiink,
ugyanis a 2020-ban kiadott Nemzeti Alaptantervbe visszakeriilt a 2012-ben elhagyott
matematikai bizonyitas a koOzépszintli érettségi kovetelmények kozé, ezzel kiemelve a
bizonyitasok fontossagat. Sajnos osztalytermi keretek kozott a tandrai bizonyitasok gyakran
nem valosulnak meg. Sok altalanos iskolai tanar ugy gondolja, hogy az érvelés, kiilondsen a

bizonyitas meghaladja a diakok képességeit, ezért gyakran elhagyjak (Stylianides és mtsai.,



2013). Stylianides és munkatarsai (2013) arra is ramutattak, hogy itt egy 6rdogi korbe kertil az
oktatas: a gyerekek csekély tapasztalata a matematikai bizonyitasokkal hozzajarult azokhoz a

kihivasokhoz, amellyel a tanarok talalkoznak a matematikai érvelés tanitasa soran.

Tobb kutatd is vizsgalta az altalanos iskolai tanarok matematikai érveléssel kapcsolatos
ismereteit. Mind egyetértenek abban, hogy a bizonyitasok megértése egy Osszetett és nehéz
folyamat (Clarke, Clarke és Sullivan, 2012; Simon ¢és Blume, 1996; Loong és mtsai., 2013;
Stylianides, Stylianides és Philippou, 2007). Stylianides és munkatarsai (2007) Cipruson 70
leendd altalanos iskolai tanarral végzett kisérletiikben azt talaltdk, hogy maguk a tanarok
nehezen értik meg az induktiv érvelést. Ausztralidban Clarke és munkatarsai (2012)
megfigyelték, hogy az altalanos iskolai tanarok ritkdn hasznaltdk az oraikon a bizonyitassal

kapcsolatos matematikai szaknyelvet és kifejezéseket (pl. kovetkeztetés, 6sszevetés).

Maga a matematikai bizonyitas és annak tanuldsa-tanitasa szdmos tanulmany kézéppontjaban
allt mar (Stylianides, 2007; Brodie, 2010; Carpenter és mtsai, 2003; Franke és mtsai, 20009;
Long és mtsai., 2012; Boero & Dapueto, 2007; Simon & Blume, 1996; Stylianides, Stylianides,
& Philippou, 2007; Clarke és mtsai., 2012; Stylianides, Stylianides, & Shilling-Traina, 2013).
Ezek kiilonb6z0 keretrendszereken alapulnak. Andreas Stylianides (2007) példaul az altalanos
iskolai tanarok bizonyitasainak elemzésére dolgozott ki egy keretrendszert. Keretrendszerének
célja az volt, hogy bemutassa, miként bizonyitanak, ha bizonyitanak, az altalanos iskolai
osztalyokban. Késébb Gabriel Stylianides (2010) kidolgozott egy keretrendszert, aminek
segitségével az vizsgalhatd, hogy hogyan sajatitanak el 10 ismereteket a didkok a
matematikaordkon. Rendszere alapjat az altalanositds, a logikai érvelés és a bizonyités
fogalmak adtak. Tall és munkatarsai (2012) a bizonyitasi strukturakhoz egy hat fejlodési
szakaszbol allo keretrendszert mutattak be. Az 6 keretrendszeriik merdben mas volt, mint a
tobbi keretrendszer, olyan értelemben, hogy 6k figyelembe vették a tanarok bizonyitasokhoz
valo hozzaallasat is. Mas keretrendszerek kizarélag a tanuldok bizonyitasain, és az ezekrdl
gylijtott adatokon alapulnak (Lannin és mtsai, 2011; G. Stylianides 2010; Carpenter és mtsai,
2003; Tall és mtsai, 2012).

Az érvelés matematikai fontossagardl mar gyakran beszamoltak (Borowski & Borwein, 2002
idézi Borwein, 2012; Hanna & De Villiers, 2011; Holton és mtsai, 2012; Johnson-Laird (1999;
Magnani, 2001 idézi Arzarello és mtsai, 2012; Ferrando, 2006). A szakirodalom négyféle
érvelést kiillonboztet meg: indukcid, dedukcid, abdukci6d és adaptiv érvelés. Az indukcid soran
altalanos kovetkeztéseket vonunk le konkrét tapasztalatainkbol. (Borowski & Borwein, 2002).

Példaul, az 4ltalanos iskolds korti gyermekek korabbi tapasztalatokbol vagy példakbol



feltételezéseket tesznek, amibdl aztan (induktivan gondolkodva) kovetkeztetésre vagy
kovetkeztetésekre jutnak. Ezeket a feltevéseket tesztelik, igazoljak és finomitjak, példaul
tarsaikkal vagy tandraikkal folytatott vitaval. Ezaltal képesek meggy6zddni a kovetkeztetéseik

érvényességérdl (Carpenter és mtsai, 2003; Schifter, 1999).

A dedukciot tigy definialjak, mint ,,a matematikara €s a logikara jellemz6 érvelési folyamatot,
amelyben egy kovetkeztetés sziikségszeriien kdvetkezik adott premisszakbol, igy az nem lehet
hamis, ha a premisszak igazak” (Borowski & Borwein, 2002 idézi Borwein, 2012, 70. 0.). Az
altalanos iskolas gyermekek akkor hasznaljak ezt a fajta érvelési modot, amikor egy sejtést
1épésrol 1épésre igazolnak, ugy, hogy ekdzben korabbi ismereteikre hagyatkozva igazoljak és
tesztelik a sejtéseket. llyen példaul Carpenter és munkatarsai (2003) leirasaban, amikor egy
gyermek egy diagram segitségével bizonyitja, hogy két paratlan szam mindig paros szamot
eredményez. Blanton és Kaput (2003) szerint a deduktiv érvelés abban is megmutatkozik, hogy

a gyermekek felismerik masok érveinek hibait.

Holton és munkatarsai (2012) az abdukciot tigy fogalmaztak meg, mint egy adott eredmény
magyarazatara szolo otlet kifejlesztése, mikdzben ismeriink néhény szabalyt, amelyek a
problémat szabalyozzak. Ez az étlet ad egy kiinduldpontot, amelyet aztan tesztelni lehet (De
Waal, 2013). Pont gy, ahogy egy gyermek folyamatosan probalkozik és hibazik a problémak
megolddsa sordn, mieldtt szisztematikusabba valik a megoldasok keresésében (Ferrando,
2006).

A problémamegoldashoz kapcsoloddan Kilpatrick és munkatarsai (2001) egy sokkal tdgabb
fogalmat, az adaptiv gondolkodast alkottdk meg az iskoldskoru tanuldk matematikai
gondolkodéasanak meghatarozasara. A matematikai €érvelés harom 6 fajtajat, az indukciot, a
dedukcidt és az abdukciot magéaba foglalo adaptiv érvelés ,,a sajat gyakorlatok igazolasaban és
magyarazataban, valamint e gyakorlatokra vald reflektalasban” (5. o.) érhetd tetten. A gyerekek
akkor alkalmaznak adaptiv érvelést, amikor egy matematikai probléma értelmezéséhez

tényeket, eljarasokat, fogalmakat és megoldasi modszereket kapcsolnak ossze.

Tall és munkatarsai (2012) a bizonyitasi kompetenciat harom részre bontottak: a bizonyitasok
készitésére, a bizonyitasok javitdsara és a bizonyitasok megtanulasara/megértésére (Tall és
mtsai., 2012). A matematikai gondolkodas szorosan Osszefligg a bizonyitasi készséggel, igy azt
allitottak, hogy a matematikai gondolkodas fejlesztésével egyiitt fejlodik a bizonyitasi készség
is (Tall és mtsai., 2012). A matematikai gondolkodas fejlédésének harom szintje van. El6szor

a gyermek hasonlosagokat vesz észre, mintazatokat keres. Ezutan a mar ismert rendszert



probalgatja, folyamatokat keres. Végiil pedig elsajatitja a sziikséges nyelvi készségeket a
gondolatai és megfigyelései Kifejezéséhez (Tall és mtsai., 2012). A tanuloknak az elméleti
szempontok, kiillondsen a bizonyitas megragadasaban jelentkezd kihivasok a korabbi tanulasi
tapasztalatoknak tulajdonithatéoak, amelyek a képleteket a fogalmi megértéssel szemben
elényben részesithetik. Stewart & O.J. Thomas (2019) szerint a linearis algebrai bizonyitasnak
autonom modon kell fejlédnie a kurzus keretein belill. Harel (2013, 2018) kiilonb6z6
ajanlasokat fogalmazott meg a didkok bizonyitasi kompetencidjanak fejlesztésére. lIlyen
példaul, hogy a didkok aktivan vegy¢€k ki résziiket a bizonyitasok készitésébdl; engedjiik, hogy
hagyatkozzanak az intuicidikra; 6sztonozziik dket a bizonyitdsok olvasasara €s hangsulyozzuk
a bizonyitasok teljeskori megértésének fontossagat. Ha ezekre az ajanlasokra mar a
kozépiskolai tanulmanyaik sordn nagyobb hangsuly lett volna fektetve, a didkoknak mar
rendelkezniiik kell a bizonyitasok kompetenciaival (Cusi & Malara, 2007). A dolgozat a diakok
megoldasainak kulcsfontossdgi 1épéseit vizsgalja, feltirva a bizonyitds megértésérdl, a
bizonyitas céljair6l €és a bizonyitasok hatékony kommunikacidjanak modjarol alkotott
nézeteiket. A matematikaoktatasban a bizonyitassal kapcsolatos, egyre terjedd kutatasok (pl.
Hanna & Jahnke, 1996; Stylianides, 2007; Mariotti, 2006; Zaslavsky ¢és mtsai., 2012;
Stylianides, Stylianides & Moutsios-Rentzos, 2024; Basturk, 2010) ellenére a tanarszakos

hallgatok korében a bizonyitassal foglalkozo atfogd tanulmanyok szama tovabbra is elenyészo.

Ezért dolgozatunkban, egy 54 negyedéves egyetemi hallgatobdl allo csoport meglatasait az
altaluk beadott bizonyitasokrol, vizsgaljuk a hallgatok bizonyitasi képességeit. Kutatasunkban
az Algebra és Szamelmélet Kurzusok (2020-2023) alatt felmeriilé bizonyitasokat és
feladatmegoldasokat, az ezekben felmeriild hibékat és hidnyossagokat vizsgaljuk. Célunk volt,
hogy bemutassuk, hogyan gondolkoznak a didkok a matematikai bizonyitasok
bonyolultsagarol. Tovabba kivancsiak voltunk arra, hogy a hallgatok meg tudjak-e érteni, le
tudjak-e irni, ki tudjak-e javitani a matematikai bizonyitasokat. A kutatast vezérld atfogo kérdés
a kovetkez0: Hogyan latjak a didkok az algebrai bizonyitast, valamint teljes feladatmegoldast

¢s észreveszik-e a hianyossag €s a teljesség kozti arnyalatokat?

2. KISERLET ELOKESZITESE

A Dbizonyitasi képesség kompetenciakra épiil (Nemzeti Alaptanterv, 2020). Mi ebben a
dolgozatban héarom kiilonb6z0 bizonyitasi kompetencidt kiilonboztetiink meg Tall és

munkatarsai (2012) keretrendszererére épitve: a bizonyitas értését, a bizonyitas javitasat és a



bizonyitas készitését. De hogyan lehet eldonteni mikor a helyes egy feladatmegoldas és mikor
teljes egy bizonyitas? Tobb kutatd is egyetért abban (Lannin és mtsai., 2011; G. Stylianides
2010; Carpenter és mtsai., 2003; Tall és mtsai., 2012, hogy ehhez el6zetesen egy keretrendszert
kell meghatarozni, ami alapjan tudatosan értékeljiik ki a feladatokat. Ezek természetesen
tantargy és matematikai teriilet specifikusak, s6t még az életkort és korabbi tapasztalatot is
figyelembe kell venni az Osszeallitasnal. Igy mi is elengedhetetlennek tartottuk, hogy
rendelkezziink egy sajat rendszerrel. Emiatt a munkank elsé része a kategorizalas volt, a
bizonyitasok atnézésekor kiértékeltik a beadott bizonyitasokat, Osszegyujtottik a
legjellemzObb, a leggyakoribb hibatipusokat. Majd a tantargy eldéadojaval kdzosen ezeket a
hibatipusokat hat fokategoriaba soroltuk. Ezutan elkészitettiink egy altalanos javitasi itmutatot,
amelyet bizonyitas értékeléséhez, javitasahoz barmely oktatd vagy tanarszakos hallgatod
segitségiil hivhat. Ennek alapjat ez a hat kategoria képezi. A fokategoriak az alabbiak:
matematikai hiba, leirasi hiba, nem odatartozé gondolat, hianyos végeredmény, hianyos

indoklas, hibas indoklas.

Elsének kiilon kategoriaba szedtiik a matematikai pontatlansagokat, elszamolasokat. Ezek nem
elvi hibak, akar véletleniil is bekeriilhetnek a megoldasba, ezeket nevezzikk matematikai
hibdnak. Emellé még a leirdsi problémékat valasztottuk nem elvi hibadnak, amibe példaul egy
olyan bizonyitas tartozik, amiben a lépések nem megfeleld logikai sorrendben kovetik egymast.

Ez a két kategoria zommel kisebb hianyossagokat tartamaznak, nem sulyos elvi tévedéseket.

A tobbi hibalehetoséget négy alpontra szedtilk: nem odatartozd informacio, hianyos
végeredmény, hidnyos indoklés és hibds indoklds. A nem odatartozé informacié leirdsanal
példaul megkiilonboztettiik a témaba vagd, de nem sziikséges informaciokat: ilyen, mikor a
didkok a primitiv egységgyokok rendjének meghatarozasakor a nem primitiv egységgyokok
rendjeit is kiszamoljak; és az egyaltalan nem témaba vagokat, példaul egy permuticios
bizonyitas/feladatmegoldés soran a Lagrange-tétel alkalmazasa. Ehhez gyengén kapcsolodik a
nem teljes, hidnyos végeredmény is. Ez gyakran fordult elé linearis kongruenciarendszerek
megoldasanak megadasakor. Az utolso két kategoria az indoklasok mindségével foglalkozik.
Elséként a hianyos indoklast vizsgaltuk, ezeket igy hataroztuk meg, hogy ezek azok a
feladatok, amiket tovabbi indokldssal ki lehetne helyesen egésziteni teljes megoldassa.
Megkiilonboztettiik a kategorian beliil a 1épések atugrasat, ezen beliil is, hogy az atugrasokat
kovetden olvashato-e még a megoldas vagy sem (értelmezheté-e vagy nem az olvasd/javitd
szamara), és megkiilonboztetjiik a feltételek nem ellenérzését, és a nem minden eset

megvizsgalatat. Utobbi a nem teljes végeredménnyel is kapcsolatba hozhatd, de erds elvi



hibanak tekintendé. Ha a megoldas nem egészithetd ki teljessé, hanem hallgaté megoldasatol
kiilonb6z6 modon kell indokolni, akkor hibas indoklasrol beszéliink. Ez példaul lehet hamis
feltevés vagy rossz definiciobol vald kiindulas. Ennek durvabb véltozata, amikor a hallgato
konkrét példakbol fogalmaz meg altalanositast és ezt tekinti teljes, helyes bizonyitasnak pl. 24,
56, 264, 1392 mind olyan szamok, amik 2-vel, 4-gyel és 8-cal is oszthatoak, tehat egy szam
akkor oszthato 8-cal, ha oszthatd 2-vel és 4-gyel. Ezen kiviil jellemz6en a hibas megforditas
fordult eld: mikor a hallgatok arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy negyed- és magasabb foku
polinom irreducibilis, ha a raciondlis gyokteszt segitségével belathatd, hogy nincs racionalis
gyoke. Végezetil pedig a bizonyitandd allitds felhasznaldsat a megoldds soran:
felvételiben/érettségiben sokszor szerepld ,,bizonyitsuk be, hogy a szog adott nagysagu”
feladatban a tanul6 abbdl indul ki, hogy mekkora az adott sz0g; vagy éppen a nem bizonyitott

allitas hasznalatat vettiik kiilon. A bizonyitasi hibak kategoéridit az 1. tablazatban 6sszegeztiik.

o Leirasi hiba
Nem elvi hiba

Matematikai hiba

Hianyos indoklas, de kiegészithetd

Gondolatmenet helyes, de a

kovetkeztetés hianyos

P¢ldabol kovetkeztet egy altalanos

szabalyra

Elvi hiba Nem oda tartozd gondolatok
szerepelnek

Hamis allitast hasznal

Hibas megforditas

+ Nem bizonyitott allitast hasznal

1. tablizat
A hibakategoriak és azok felbontdsa



3. A KISERLET FELEPITESE
3.1 El6zmények

A Kkisérletiinkben 31 hallgato vesz részt. Ok mind az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem
tanarszakosok szamara meghirdetett Algebra és szamelmélet 5 (mmt5tlal7g) kurzusra jarnak,
melyet 0sszesen 54 hallgatd vett fel ebben a félévben (2023/2024/1). Kisérletiinkben 31
hallgatd vesz részt onkéntes alapon, az etikai engedély szdma 2024/423. A résztvevok az
egyetemi tanulmanyaik kezdete 6ta rendszeresen bizonyitanak az algebra kurzusokon. Ezek az

algebra kurzusok mind jatékositva voltak, félévenként eltéré modon.

A mintatanterv szerint az Algebra és szamelmélet 5 Kurzushoz eléfeltételiil szolgald Algebra és
szamelmélet 1 kurzus 2020. szeptemberében indult el. Ebben a félévben a jegyszerzés
pontrendszer alapu volt. A hallgatok megajanlott jegyet szerezhettek, ha teljesitettek bizonyos
minimum kovetelményeket és mellette egy elére meghatarozott pontszdmot elértek. Ez
szamszerlien azt jelentette, hogy minden bizonyitdsra 6 pontot lehetett kapni, ha az teljes volt
¢s ezekbdl 12 volt a félév soran. A 12 teljesithetd bizonyitasbol legalabb 6, legalabb 5 pontos
bizonyitast kellett irni, ami azt jelentette, hogy a hallgatd csak nagyon apré hibat ejthetett, elvi
hiba nem kertiilhetett a bizonyitasba. Ezek a hetente beadhatd bizonyitdsok az eldadas soran
elhangzottak, igy az eldadason részt vevok konnyitett helyzetben voltak. Ezen kiviil eldre

meghatarozott jegyzetekre, szakirodalmakra tamaszkodhattak a hallgatok.

Az Algebra és szamelmélet 2 Kurzus kitlizé rendszerben zajlott. Azok a tanulok kaphattak
megajanlott jegyet, akik legaldbb 12 kitliz6t 0sszegyljtottek. Kitliz6t ugy szerezhetett egy
hallgato, hogy ha 3 hibatlan bizonyitast vagy feladatmegoldast beadott. A bizonyitasok
tovabbra is elhangzottak az el6addsokon, valamint a szakirodalmakat tovabbra is lehetett
hasznalni. Hibatlan bizonyitdsnak az mindsiilt, amiben nem volt elvi hiba, maximum kisebb
elszamolas szerepelhetett benne. A hallgatoi visszajelzésekbdl kideriilt, hogy a kitlizérendszer

nem igazan kozkedvelt.

A hallgatoi visszajelzéseknek eleget téve, az Algebra és szamelmélet 3 és 4 kurzusok ismét
pontszerre épiiltek. Tovabbra is bizonyitasokat és feladatmegoldasokat kellett megoldani heti
rendszerességgel. A bizonyitdsokra maximum 6 pontot lehetett kapni, ahol 6 pontot ért egy
teljes bizonyitds, 5 pontot egy aprobb hibakat tartalmazd. 3 vagy 4 pontot ért egy hianyos
bizonyitas a hianyossag mértékétdl fliggden és 1 vagy 2 pontot ért az, amiben csak helyes

részgondolat szerepelt. A hallgatok szamara segitségként tovabbra is adott volt az eléadas és az
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elore egyeztett szakirodalom. Ezen feliil az Algebra €s szdmelmélet 3 €s 4 kurzusok sajatossaga
volt, hogy hallgatoi javitocsoportok alakultak. A javitdcsoportok egy adott héten az Gsszes
beadott bizonyitast és feladatot értékelték. Ez persze nem azt jelentette, hogy mindenki a
legjobb baratjanak megadta a teljes pontszamot, hanem elkészitettek egy eldzetes javitasi
valtozatot, melyet aztan javitasfelel6sok véglegesitettek a gyakorlatvezetSkkel egyeztetve. Igy
a didkok nem csak a bizonyitasi készségeiket fejleszthették, hanem a bizonyitas olvasasi/értési
¢és javitasi képességeiket is. Ez jovendObeli tanarként a szakmai fejlddéshez is jelentdsen

hozzajarult.

Az Algebra és szamelmélet 5 kurzuson tovabbra is a pontrendszer alapt oktatas zajlott. A heti
bizonyitasok helyett ebben a félévben 7 darab, négy-négy feladatos, emlékezteté dolgozat
kertilt megirasra. Ezek az el6z6 félévek fontosabb tételeit idézik fel és az ott megszerzett tudast
kérik szamon. Emellett valtozatlanul heti rendszerességgel, de mas formatumban fennmaradtak
a beadhato feladatok is. Ezek a feladatok ezen a szinten mar inkabb tekinthetok bizonyitasnak,
mintsem egy szamolasi feladatnak. Minden beadhat6 feladatnal részletesen kell indokolni és
teljes pontszamot csak az a hallgatd kaphat, aki igényesen meg is indokolja a megoldasat.
Emiatt a 2023/2024 §szi félévben mind a beadhatd feladatokra, mind az emlékeztetd

dolgozatokra bizonyitasként hivatkozunk.

Keretrendszer Bizonyitasi feladatok | Minimum feltételek
Algebra és Pontrendszer 12 db Legalabb 6 db szinte
Szamelmélet 1 hibétlan bizonyitas beadadsa
Algebra és Kitlizérendszer | 48 db Legalabb 36 szinte hibatlan
Szamelmélet 2 bizonyitas beadasa
Algebra és Pontrendszer 12 db Legalabb 6 db szinte
Szamelmélet 3 hibétlan bizonyitas beadadsa
Algebra és Pontrendszer 12 db Legalabb 6 db szinte
Szamelmélet 4 hibatlan bizonyitas beadasa
Algebra és Pontrendszer 28 db 20 db emlékeztet6 feladat
Szamelmélet 5

2. tablazat
Az Algebra és szamelmélet kurzusok keretrendszerei, az egyes kurzusokon a hallgatoknak a
bizonyitasi feladatokhoz kapcsolodo teljesitéshez sziikséges minimumfeltételek
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Lathatjuk (2. tdbldzat), hogy a kisérletben részvevé hallgatok mar tobbféle tapasztatot szereztek
a bizonyitdsok fogalméval kapcsolatban. Az egyéb tantargyakban is taldlkozniuk kellett
bizonyitasokkal, de azt az eltéré tapasztalatok miatt most nem elemezziik. Ezen hattérrel

kezd6dott meg az altalunk vizsgalt kurzus.

3.2 Keretrendszer

A kutatasunk miatt a 2023/2024 6szi félévben az eldadoval egyeztetve abban allapodtunk meg,
hogy minden beadott bizonyitast mi ketten, a dolgozat két szerzdje javitja eléadoi feliigyelet
mellett. A vallalt szerepkoriink miatt szeptember ota gylijtottiik és rendszereztiik az évfolyam
altal beadott feladatokat. Atvalogattuk a tobb, mint 1000 darab bizonyitast és ezeket az altalunk
korabban meghatarozott kategoriakba soroltuk. A megoldott feladatok nagy szama miatt,
tovabb rendszereztiik a beadott bizonyitasokat. Ezeket az ¢l6z6 félévben beadott
bizonyitasokkal egészitettiink ki. Végiil 27 darab megoldast valasztottunk ki oly’ modon, hogy
a megoldasok tartalmazzak a legjellemzGébb tipushibakat, és minden hibakategoriankra legyen
példa legalabb egy bizonyitasban. A feladatok kivalasztasanak egy masik szempontja az volt,
hogy minél tobb hibatipus minél tobb tananyagnal elOkeriiljon. Bevélasztottunk teljes
bizonyitast és olyat is, ami els6 ranézésre teljesnek tlinhet, de valdjaban teljesen hibas. Ebbdl a
27 feladatbol egy anonim feladatbankot készitettiink, amelyet megosztottunk a kisérletben
onként résztvevo 31 hallgatoval. Ez a 31 hallgaté megkapta a kialakitott utmutatd roviditett,
kodolt valtozatat. (1. dbra)
Javitas utmutato:
Az alapvet6 feladat eldonteni, hogy a megoldasok jok vagy rosszak.
Arra kériink Titeket, hogy 2-3 soronként jel6ljétek az alabbi rendszer szerint mi torténik.
A) Hibatlan
B) Nem tudom eldonteni, hogy jé vagy rossz, de szerintem...
1. jo
2. rossz
C) Itt hiba van.
Hianyos indoklas, de kiegészithetd
Gondolatmenet helyes, de a kovetkeztetés hianyos
Nem bizonyitott allitast hasznal
Hamis allitast hasznal
Hibas megforditas, kovetkeztetés

P¢éldabol kovetkeztet egy altalanos szabalyra
Nem odatartozé informaciok szerepelnek

NooasdwdE

Kérjiik, ami javithat6 hiba/hiany, azt javitsatok is ki.
Mindenki 7 megoldott feladatot kap, de nem kotelezé mindet kijavitani.

1. dbra
Utmutaté a bizonyitdsok javitdsihoz
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Az 0 feladatuk az volt, hogy minden bizonyitashoz 2-3 soronként odairjak az altaluk vélt
odatartozo hiba betiijelét, illetve ahol tudjak, javitsdk ki az észrevett hibakat. Ez a feladat
pontszerzési lehet6séget kinalt az évfolyamnak, de nagy 6romiinkre szolgalt, hogy nem csak
olyanok éltek a lehetéséggel, akiknek tovabbi pontokra volt sziikségiikk a megajanlott jegy
eléréséhez. Elmondasuk szerint azért valasztottak ezt a feladatot, mert szakmai fejlodésiik
fontos épitokovének tekintik az ellendrzést és értékelést, mint tanari kompetenciakat. AKi
vallalta ezt a fajta pontszerzési lehetdséget, annak 7 megoldast kellett kijavitania a 27 lehetséges

feladatbol a megadott kodokkal.

Kiemelt figyelmet forditottunk az anonimitasra. Ahhoz, hogy hallgatotarsaink beadott
bizonyitasait felhasznalhassuk a beleegyezésiikre volt sziikség. Ezt egy hozzajarulo nyilatkozat
kitoltésével tudtdk nekiink megadni, melynek kovetkezményében 37 hallgatd bocsatotta

rendelkezésiinkre megoldott feladatait.

3.3 Hipotézisek

Hipotéziseink az alabbiak voltak:

e A bizonyitasi készség szorosan 0sszefligg a bizonyitasok értésével.

e Azok a tanulok, akik helyesen felismerik, hogy egy bizonyitas hianyos vagy hibas, nem
feltétleniil tudjak azt javitani vagy kiegésziteni.

e Amennyiben a feladat kiiras szerint hibas megoldasokat kell kijavitani, a tanulok egy
része a javitand6 feladatok kozott szerepld hibatlan bizonyitdsokban is hibat vél

felfedezni.

4. BIZONYITASOK ES JAVITASOK

A kovetkezOkben bemutatunk két példat (2. és 3. dbra) a hibds bizonyitdsokra a
feladatbankunkbol és leirjuk, hogy mik ezekben a feladatokban a hibak; és mutatunk két példat
a hallgatok altal kijavitott, hibakodolt bizonyitasokra is (5. és 6. dbra). Ezeket a bizonyitasokat
természetesen nem csak a sajat belatdsaink szerint, hanem az algebra professzorral, a targy
eldadojaval egyeztetve valogattuk ki. Igy olyan bizonyitasokat valogattunk be a
feladatbankunkba, amikben gyakori hibdk szerepelnek, mint példaul, a hidnyos kovetkeztetés

vagy a hibas megforditas. Az elsé két bemutatott bizonyitas olyan, ami elsére hibatlannak
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tlnhet, igy egy gyors vagy kevésbé alapos javito figyelmét akar el is keriilhetik a hibak. Ezek
szépen, rendezetten leirt bizonyitasok, latszik rajtuk, hogy alaposan végiggondolta a szerzdjiik,
hogy mit hova irjon, és meg van rdla gy6zddve, hogy a bizonyitasa helyes. A 1. mellékletben

tovabbi példak talalhatoak hibas bizonyitasokra.

Az els6 példa egy szamelmélet feladat az Algebra és szamelmélet 5 Kurzusbol, amely elsééves

tudassal is megoldhato:
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2. dbra
Hallgato altal megoldott szamelmélet feladat

Ebben a bizonyitasban a hallgato helyesen felfedezte, hogyha hetes szamrendszerben vagyunk,
akkor Z7-ben kell gondolkodni. Jol felirta, hogy ha egy négyzetszam utolsé szamjegye 5 lenne,
akkor eldallna 7k+5 alakban. A kezdeti egyenlete tehat valoban az, amit be szeretnénk
bizonyitani, viszont nem indokolta meg, hogy miért ez a kiindulasi egyenlet. Innen ismét egy
helyes 1épés kovetkezik, modulo 7 veszi az egyenletet, azonban az indoklés innen is lemaradt.
A hallgaté utolso6 eldtti sora még mindig csak a feladat atfogalmazasa, nem a megoldéasa. Ebbdl
nem deriil ki mivel van ellentmondéasban a felirt 6sszefliggés, vagyis miért nem lehet egy
négyzetszam kongruens 5-tel, modulo 7. Emellett nem odatartozo informacio is szerepel a

bizonyitasban, ami a t¢émakorhoz kapcsolodik, azonban ehhez a feladathoz felesleges.
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A masodik példa egy sokkal bonyolultabb csoportelméleti feladat az Algebra és szamelmélet 4

kurzusbol:
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3. dbra
Hallgato altal megoldott csoportelméleti feladat

A 3. abra bizonyitasaban a hallgato felsorolja a 12 osztéit, majd felsorolas szinten elkezdi leirni
adott elemszamu részcsoportokat. Ez a felsorolas jo irany, az viszont nem deriil ki, hogy 1étezik-
e tobb. Vegyiik észre azt is, hogyha nem Ss-ben, hanem Se-ban vizsgalnank ugyanezt a
feladatot, akkor mar tobbféleképpen is eléallhatnanak az egyes elemszamu részcsoportok. A
hallgatd nem indokolja meg, hogy miért nem allhatnak elé masféleképpen a kiillonbozo
elemszamu részcsoportok. Ez az egyik f6 probléma. Ebben az esetben szerencséje volt a
hallgatonak, mert az 1,2,3 elemszamu részcsoportok nem allnak eld masképpen. Nézziik meg a
4 elemszamu esetet! Itt a hallgaté nem sorolja fel a négyhosszi ciklust és azt sem indokolja
meg, hogy azért nem teszi mert paratlan paritdsi. Azt sem ellendrzi, hogy az altala felirt
ciklusok valdban részcsoportot alkotnak-e. A 6 elemszamu részcsoport esetében az indoklasa

mindaddig helyes, hogy ,,Szorozzuk 6ssze a masik harmadrend® elemet a masodrendiivel!”.
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Innentdl kezdve a zarojeles rész tovabbra is teljesiil és az is, hogy az 5. elemet sem kaphatom
meg. Az viszont nem dertil ki, hogy az 5. elem inverzét miért nem. Tehat nem biztos, hogy 6
elemem van. Ha feltételezziik, hogy a masodjara kapott harmadrendi elem valoban nem
egyenld a mar meglévo harmadrendii elemiinkkel és nem is annak az inverze, akkor teljesiilnek
a hallgat¢ altal felirt szorzasok. Ezaltal két ujabb harmadrendii elemet és ezek inverzeit tudjuk
megnevezni a részcsoporton beliil. A betiikkel felirt szorzasok megegyeznek a zarojelben leirt
magyarazattal. A bizonyitasbol latszik, hogy a hallgat6 rendelkezik az alapvetd ismeretekkel a
témakorbol és id6t szant a feladatra. Az is kidertilt viszont, hogy a felsorolas nem egy hatékony

bizonyitasi médszer, raadasul a hallgato ezt észre sem veszi.

A hivatalos, azaz elvart megoldas a generatorrendszereik segitségével keresi meg a
részcsoportokat. A4-nek 12 eleme van, ezek 3 madasodrendli, négy harmadrendi csoportot
generalnak. A két elem 4altal generdlt részcsoportok vizsgalata éltaldban bonyolult, de A4
esetében szimmetria meggondolasok miatt elég az <(12)(34),(14)(23)>, az <(12)(34),(123)>,
¢s az <(123),(142)> eseteket vizsgalni. Az els6 esetben egy négyelemi részcsoportot kapunk,
a tobbi esetben egyszeri szorzasokkal megkapjuk, hogy a két elem magat A4-et generalja (4.
abra).

Példaul (12)(34)*(123)=(134) és (134)*(123)=(234) szorzasokbodl az elemek inverzeit és az
egységelemet is figyelembe véve egy 7-nél nagyobb elemszamu részcsoportunk lesz, ami mar
csak A4 lehet. A harmadik eset vizsgalatat jelentésen megkonnyiti a masodik eset vizsgalata és

forditva.

Ezzel megkapjuk A4 részcsoporthalojat:

Al

<un(3u).ks)(zm> (423Yy  (Azw)  (Azb) (424)

Lian(sw) {nesyy uxze))

filf

4. dbra
Csoportelméleti feladat révid megoldasa lathato
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A tovabbiakban két példat mutatunk hallgatok altal javitott bizonyitasokra (5. dbra és 6. abra).
Itt egy kicsit részletesebben mutatjuk be a bizonyitasokat, hogy a javité hallgatd munkajat

kielemezhessiik.

Az elsé feladat egy tipusfeladat egy tipikus hibaval a leirasaban. Az 1000 beadott bizonyitasnal
tobb, mint 500 darabndl, azaz tobb, mint a bizonyitdsok felénél probléma volt a tételek és

allitasok hibas megforditasa. Erre latunk egy példat a 4. abran.

5. dbra
Hallgato altal javitott polinomokhoz kapcsolodo feladat

A Dbizonyitast ir6 hallgatd helyesen elkezdi a feladatot, a megoldas soran vart racionalis
gyoktesztet alkalmazza. Elkovet egy nem elvi hibat az elején, amikor nem sorolja fel a 6 Gsszes
osztojat. Feltételezziik, hogy a bizonyitast készitd hallgatd ezt tudja, csupan figyelmetlenség
miatt hagyta ki. A javitast végz6 hallgatd ezt helyesen jelolte is, habar nem a hibakddokat
hasznalta. A nagyobb probléma a feladat masodik felében jelentkezik. A bizonyitést ir6 hallgato
ugyanis belatta, hogy a polinomnak nincs raciondlis gyoke ez azonban még nem elégséges
feltétel arra, hogy a polinom irreducibilis. Ehhez azt is be kéne latni, ahogy a javitd is irta, hogy
a polinom nem bomlik fel két masodfoku irreducibilis polinom szorzatara. A bizonyitas javitas
soran a javitdo hallgatd helyesen odairja a C4, ,Hamis allitdst hasznal” és CS5, ,Hibas
megforditas, kovetkeztetés” kodokat. A javitasban ezeket a kodokat vartuk volna, de jelen
hallgaté a C5-s kddot a raciondlis gyokteszt alkalmazésakor tiinteti fel, nem a hibas megfordités

mellett.

18



A negyedik példank egy testbévités fokat kell meghatarozni:

S— ——
Rts, g
Fereie s y dt.s\\
3 i
el VYR v @ (el 4

3/‘,«,; ﬁ ¥ m'\n'\m&ﬁ{)o@\r‘omér)\nw
oo @ goesor [

AU oNQ?c LonermGor bats .

@Mé Q4L ooy
COre dunGlolers
Mo oL U7 ‘ on
I s e 7 Legkisebb ilyen fokd] PR TRp—
AR
Q= x M (> = X44—1% \{/ .
s (,17(33 A2 (KF-18) (¢ “43)
= % i > & SE A O e RO N O™
Y=z Y= X —4% . gako_, o
y [o
o (X ub\““’"}‘os < 3¢ o~ 50(_._«;« o ‘entboun el
Mi felett irreducibilis C‘i‘iéi ‘3‘{) S
hianyzik még hogy tényleg ez ‘5‘3; ot o SRR
) a legkisebb fokdg w
,2-) Z= —2+20  ScHiSocaotonis ke )//—"

6. dbra
Hallgato altal javitott testbovitéses feladat
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Testboviteses feladat rovid megolddsa
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A 6. abran lathatd feladat elsé 1épését a bizonyitast ir6 hallgatod jol irja le. Az ,egyiittes
minimalpolinom” kifejezés, mint matematikai fogalom, nem létezik, tehat tekinthetjiik ugy,
hogy a hallgaté hamis allitast hasznal. A javitast végzo hallgatot mar az elsé gondolataval csébe
hiuzza. Kovetkezd 1épésként a bizonyitd hallgatdé helyesen felsorolja a minimalpolinom
kritériumait, a minimalpolinomokat az egy-egy elemmel bdvitett testek esetében jol
meghatarozza, azonban a kritériumokat mar nem ellendrzi. Ezek utan a bizonyitd hallgato a
feladatmegoldas sordn elvart tételt alkalmazza, sajnos hibdsan. Ehhez a gondolathoz a javitd
hallgat6 a C2, vagyis a ,,Gondolatmenet helyes, de a kovetkeztetés hianyos”, hibakodot irta,
ami nem a megfeleld hibakod. Az ,,egylittes minimalpolinom”, bar nem Iétezik ilyen, de a
hallgaté értelmezésében véve valdjaban nem a megoldas soran leirt minimalpolinom. Ennek a
polinomnak valoban 36 lenne a fokszama, de ez nem a keresett minimalpolinom. A feladatban
eredetileg keresett minimalpolinom foka ugyanis a két minimalpolinom fokanak szorzata, azaz
323 lenne. (7. dabra) A bizonyitd altal megadott minimalpolinom fokszamat a javitast végz6
hallgaté megkérddjelezi, a B1-s, ,,Nem tudom elddnteni, de szerintem jo” koddal jeldli, mégis
hisz a bizonyitast ir6 hallgatonak. Ez betudhato a bizonyité részletes feladatmegoldasanak és a

kritériumok pontos felsorolasanak, és a végeredmény ellendrzésének.

5. EREDMENYEK ES KOVETKEZTETESEK

A 3. tablazathan 6sszeszedtiik, hogy a bizonyitasok soran melyik feladatokban milyen tipusu
hibakat kovettek el a hallgatok. A 27 bizonyitasban 6sszesen 49 hibat talaltunk. A 27 bizonyitast
a 31 jelentkez6 altal beadott bizonyitasokbol valogattuk és tobb, mint 20 kiilonb6z6 ember
bizonyitasa kertilt be a kijavitando feladatok kozé. A kijavitandé feladatok kozott 1 hibatlan
volt, a hibak eloszlasat a 3. tabldzatban lathatjuk.

A feladatok jellegébdl adodik, hogy egy feladatban csak néhany hibatipust lehet elkovetni. A
tablazatbol lathatdo, hogy a 27 feladatbol 16-ban van hiany, akar indoklasban, akar
kovetkeztetésben. Jellemz0 még a hibas megforditas, ez 8 bizonyitasban szerepel. A hianyos
indoklasnal nehéz eldonteni, hogy a hallgatdo nem vette észre, hogy kell még valamit
bizonyitani, vagy csak nem irta oda, mert azt gondolta, hogy ez beleértendd. Az elsd eset
komoly hiba, a masodikat lehetne leirasi hibanak tekinteni, azonban ezt a leirt bizonyitasokbol
nem tudjuk eldonteni. A kovetkezd leggyakoribb hiba a hibas megforditas. A 8 feladatbol 4 a
polinomok témakorébdl volt és tévesen kovetkeztetett a gyok nem Iétezésébdl a

felbonthatatlansagra.
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A bizonyitasi tipusokbol az évfolyam hibazott mind az induktiv, mind a deduktiv, mind az
abduktiv bizonyitasi tipusban. Ebbdl latszik, hogy nem egy bizonyitasi tipusra korlatozodik a
hallgatok hidnyossaga, ezért a bizonyitasi kompetencidk altalanos fejlesztésre szorulnak. Ez
megerdsiti Stylianides és munkatarsai (2007) eredményét, akik ugyanezt allapitottak meg

tanarszakos hallgatok korében az induktiv bizonyitasokkal kapcsolatban.

Elofordulas | Szazalék
Hibakategoriak Feladatok szama
gyakorisaga (%)

Hianyos indoklas, de
2.,5,7.,10.,15,17, 20, 21., 26. 9/27 33,33
kiegészithetd

Gondolatmenet helyes,
2.,5.,6.,12., 14, 15,, 18, 20., 23,,

de a kovetkeztetés 11/27 40,77
. 24., 217.
hianyos
Nem bizonyitott allitast
13., 19. 2127 7,4
hasznal
Hamis allitast hasznal 4., 8., 10, 16., 17., 23. 6/27 22,22
Hibas megfordités 1,8.,14.,16., 17,22, 24., 27. 8127 29,63
Példabol kovetkeztet
12.,15., 22., 26., 27. 527 18,52
egy altalanos szabalyra
Nem odatartozo
12.,18., 19., 27. 4127 14,81
gondolat
Hibatlan vagy nem elvi
) 3.,9,11,, 25, 4/27 14,81
hiba
3. tabldzat

Egyes hibakategoridk eloforduldasa és annak eloszlasa

Nem készitettlink tablazatot a javitasokrdl, mert a résztvevd hallgatok jelentds tobbsége, 31
hallgatobol 22, le tudta ellendrizni a bizonyitasok helyességét, mindenhova a megfelel kodot
irta be. A 22 hallgatobol 13-an helyesen ki is egészitették a hibas bizonyitasokat a tobbiek nem
fektetettek bele energiat. Minddssze kétszer fordult eld, hogy a javitd hibasan egészitette ki a
bizonyitast. A javitasi kompetencia fontos tanari készség, igy elmondhatjuk, hogy ezt a

kompetenciat mar magas szinten elsajatitottak a hallgatok. Ezzel Kicsit ellentmondunk a
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bizonyitas készitéseknél tapasztalt hianyoknak, hiszen Blanton és Kaput (2003) értelmezésében

a hibak észrevétele és javitdsa magaval vonja a deduktiv kdvetkeztetés képességét.

Vizsgalatunkban Tall és munkatarsai (2012) keretrendszerét hasznaltuk, ami 3 fazisra bontja a
bizonyitasi kompetenciat, bizonyitasok megértésére, bizonyitasok készitésére ¢és bizonyitasok
javitasara. Ezek koziil mi kettot biztosan vizsgaltunk. A bizonyitasok készitését azzal, hogy
bizonyitasokat és feladatmegoldéasokat kellett beadniuk, a bizonyitasok javitasat azzal, hogy a
beadott bizonyitasokat ki kellett javitaniuk. Felmeriil a kérdés, hogy a bizonyitasok megértését
vizsgaltuk-e. Ha a bizonyitdsok megértése alatt azt értjiik, hogy a hallgatok észreveszik a leirt
bizonyitasokban a hibédkat, akkor elmondhat6 az évfolyamrol, hogy értik a bizonyitasokat. Ha
azonban, a bizonyitasok megértése alatt azt értjiik, hogy a hallgatok le tudjak irni helyesen a
bizonyitasokat, akkor a megértési készségiik nem felel meg az elvart kovetelményeknek. A
beadott munkak alapjan a hallgatok a Tall-féle megértés mindharom szintjét elérték (Tall és

mtsai., 2012), mégsem sajatitottak el mindharom bizonyitasi kompetenciat.

6. TAPASZTALATOK ES DISZKUSSZIO

Dolgozatunkban a tanarszakos hallgatok bizonyitasi kompetencidit vizsgaltuk a Tall-féle
keretrendszer alapjan. Ehhez a 2020-ban indulé matematika tanarszakos évfolyam 31
hallgatdjanak t6bb, mint 1000 beadott bizonyitasat és feladatmegoldasat vizsgaltuk. Ezeket a
bizonyitasokat az Algebra és szamelmélet 3, Algebra és szamelmélet 4 és Algebra és
szamelmélet 5 kurzusok keretében adtak be. Ezt a beadott tobb, mint 1000 bizonyitast harom
féléven keresztiil a dolgozat két szerzdje javitotta. Ezekbdl a bizonyitasokbol kivalasztottunk
27-et, amibol 31 hallgaté 7-7-et kijavitott. Megallapitottuk, hogy az évfolyam bizonyitas

javitasi kompetenciaja nagyon jo, bizonyitas készitési kompetencidja hianyos.

A 27 feladatot kozosen a targy eldadojaval valasztottuk ki, ugy, hogy a leggyakrabban
eléforduld hibak lehetdleg reprezentativan forduljanak eld. A kivalasztasnak sok szempontja
volt. A feltételek ellenérzését nem tettiik be a hibacsoportok kozé, mert lattuk, hogy az
évfolyamnak mar nem okoz gondot. Az 6todik félév végére a 31 hallgatonal kétszer fordult eld
ez a hiba. Esetszétvalasztasos feladatmegoldasoknal még gyakori, hogy nem minden esetet
vizsgalnak meg a kutatasban résztvevd hallgatok. Eszrevettiik, hogy negyedévben, az Algebra
és szamelmélet 5 kurzus alatt beadott bizonyitasokban még mindig az esetek tobb, mint felében,

azaz ezerbdl tobb mint 500 darabban, eléfordul az allitdsok hibas megforditasa. Megfigyeltiik,
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hogy azok a hallgatok, akik nem jarnak el6adasra gyakran esnek bele a nem bizonyitott allitas
hasznalata kategoriaba, mert a szakirodalmakra tamaszkodnak. Ugyanis, azok a hallgatok, akik
nem jarnak el0adasra a feladatmegoldasoknal altalaban cimszavak alapjan keresnek az ajanlott
irodalomban. gy, gyakran elSkeriilnek az adott bizonyitishoz nem kapcsolodd tételek,
allitasok, lemmak. Ezekbo6l a lemmakbol probalnak adaptiv moédon bizonyitasokat késziteni.
Tehat esetilkben nem mutathatd ki sem a bizonyitas készitési, Sem a bizonyitas megértési
kompetencia megléte. Annak ellenére, hogy az évfolyam sok éve bizonyit (lasd 2. tabldazat),
még mindig vannak hianyos bizonyitasok, pontatlansagok. A beszélgetések alapjan sok esetben
a hallgatok, ha ugy érzik, hogy ha egy bizonyitasuk nem teljes, akkor inkabb nem adjak be,
pedig részpontszamot kaphatnanak érte. Ez a be nem adéas nem tekinthetd érdektelenségnek
vagy lustasagnak, mert utana eléadason és gyakorlaton rakérdeznek, hogy egy-egy bizonyitast
hogyan kellett volna helyesen megoldani. Tehat a magyar matematikatanarszakos hallgatokra
is érvényesek Herbert és mtsai. (2015) megallapitasai, hogy bizonyitasi kompetencidk nélkiil
érkeznek a hallgatok a kozépiskolabdl az egyetemre, ahol négy év alatt sem sikertilt
elsajatitaniuk a bizonyitas készitésének képességét. Az Algebra és szamelmélet 4 és 5 kurzusok
soran egyértelmiien latszott, hogy a barati tarsasagokon beliil a hallgatok 6sszedolgoznak. Ez
esetenként azzal jart, hogy ugyanazt a hibat kovették el a beadott bizonyitdsokban. A leirasok
alapjan nem egymasrol masoltak, igy ezek a hibak tekinthetok kollektiv hibaknak, amiket még
egyiitt, kdzosen sem vesznek észre. Erdekes, hogy amikor javitottak, a tobbieknél az ugyanilyen
tipusu hibakat észrevették. Ez az észrevétel még jobban szétvalasztja a bizonyitas készitési és

ellendrzési kompetenciakat.

Osszességében lathatjuk, hogy a didkok bizonyitds javitasi készsége jobb, mint bizonyitas
alkotasi készségilik. A Tall és mtsai. (2012) féle keretrendszernek ez a két szintje élesen elvalik
a kijavitott bizonyitasok alapjan. A tovabbi vizsgalatokban érdemes lenne finomitani a
bizonyitasok megértésének kompetencidjat. Addig, amig egy hallgatdé hibasan bizonyit és
hibatlanul javit, nem beszélhetiink egy egységes megértés fogalomrol. Ez a latszdlagos

ellentmondast véleményiink szerint 0j keretrendszert €s tovabbi kutatasokat igényel.
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7. KUTATASBAN VEGZETT SAJAT MUNKA

Az Algebra és szamelmélet kurzusokon az orak tartasanak kivételével a teljes kutatast mi, a két
szerz6 végeztiik. Két féléven at kijavitottuk az évfolyam Osszes beadand6 hazi feladatat. A
hibakat csoportositottuk, majd a szakirodalom alapjan kategoriakba osztottuk. A tébb, mint
1000 beadott munkabdl, az el6adoval kozdsen, kivalasztottuk azt a 27-t, amely a kutatas targya
volt. Elkészitettink egy javitasi-kddolasi Utmutatot. Az évfolyamtarsaink altal beadott

javitasokat feliilvizsgaltuk, a kodrendszer szerint kategorizaltuk és kielemeztiik.

Kutatasainkat az MTA-ELTE Matematika Tanuldselméleti- és Pszicholdgiai Kutatocsoport
tagjaiként végeztik az ELTE DOKK tamogatasaval a ,, XXI. szdzadi kompetenciarendszer

kidolgozasa” alprojekt keretében.
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