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l. Bevezetés

Dolgozatunk két f6 részbdl all. Az els6 részben egyetemi hallgatok geometriai megértési
szintjeinek mérésén keresztiil vizsgaljuk, hogy fels6fokt oktatasban is érvényesek-e Vigotszkij
¢s a Van Hiele hazaspar tanulassal kapcsolatos elméletei, melyeknek a kdzoktatds szintjén
torténd érvényess€égét mar tobb tanulmény alatimasztotta. Kutatasunkbol kideriil, hogy az
0todik van Hiele szint vagy az azt mér6 teszt nem megfeleld. Ennek nyoman azt elemezziik,
hogy hogyan lehetne a Van Hiele elméletet magasabb szintre kiterjeszteni. A masodik részben
matematikai problémakhoz kapcsolodd esztétikai és etikai kérdéseket vizsgalunk,
tehetséggondozasban szerepld feladatokon keresztiil. Mindkét rész egy-egy, referalt
folyodiratban megjelent cikkhez kapcsolodik. (Bereczky-Zambo, Szabo, Muzsnay, Szeibert,
2022 ¢és Szabo, Bereczky-Zambo, Szenderak, Szeibert, 2022). A két rész ugy kapcsolodik
egymashoz, hogy mindkét részben kiemelt fontossagu a tanar és a diak kdzotti kommunikécio
ezen beliil kiemelten az, hogy a tanar milyen nyelvezetet haszndl a tanitasi-tanulasi folyamat
soran. Kétféle kutatasi modszert alkalmazunk a dolgozatban. Az elsd részben egy sztenderdizalt
mérdeszkdz segitségével végzett mérés €s az eredményeket 6sszegz0 statisztika adja a kutatas
magjat, ezt egészitjiikk ki interjukkal ¢és azok elemzésével, mig a masodik részben tisztan

kvalitativ modszereket alkalmazunk, interjukra és feladatok elemzésére épiil a vizsgalat.

A kommunikacid szerepe kulcsfontossagu a tanitasi és tanulasi folyamatban (Brendefur
¢s Frykholm, 2000). Vigotszkij legkozelebbi fejlodési zona-elmélete szerint a tanitasi folyamat
soran figyelembe kell venni a tanulok megértési szintjét és a fogalmakkal kapcsolatos
ismereteiket (Vigotszkij, 1967; 86. 0.). A legkozelebbi fejlédés zonajardl szold elméletet a van
Hiele hazaspar a geometria teriiletére dolgozta ki (Usiskin, 1982). Van Hiele-¢k a geometriai
megertés strukturalasara és leirdsara javasolnak egy lehetséges modot, a geometriai alakzatok
¢s azok rendszerének megértésére Osszpontositva. A geometriai megeértés Ot szintjét
kiilonboztetik meg: (1) rdismerés, vizualizacio (2) vizudlis vizsgéalodas, elemzés, leirds, analizis
(3) fogalmak rendszerezése, absztrakcid, (4) formadlis kovetkeztetések, dedukcid és (5)
fegyelem, formalis logika, axiomatikus gondolkodas (Usiskin, 1982). Elméletiik szerint a
tanulo a kezdeti szinttdl (vizualizacid) a legmagasabb szintig (axiomatikus gondolkodés) halad
elére egymas utan, mintegy 1épcséfokrol 1épeséfokra. A tanulok nem tudnak elsajatitani egy
adott gondolkodasi szintet anélkiil, hogy az el6z6 szinteket ne sajatitottak volna el. Ahhoz, hogy

fejlddés johessen létre, a tanitasi folyamatnak a megfeleld Van Hiele-szintrdl kell kiindulnia.



Gyakori és kézenfekvo feltételezés, hogy egy egyetemi matematika tantargy elvégzése
¢s a vizsga sikeres teljesitése azt jelenti, hogy valaki elsajatitotta a tantargy kovetelményeit és
kelléen mélyen megértette a tananyagot. Ezzel parhuzamosan a van Hiele-elmélet szerint, ha
valaki nem ¢éri el a kurzus elvart belépési szintjét, akkor a kurzus soran nem fog tudni
ténylegesen fejlédni a megértése, gondolkoddsmodja. Gyakran eléfordul azonban, hogy valaki
a kurzus megkezdésekor nem teljesiti a bemeneti elvarasokat (elézetes tudds vagy megértés
tekintetében), de a kurzus végén jol szerepel a vizsgan. Ez az ellentmondas felveti a kérdést,
hogy melyik allitas igaz: "Ha valaki elvégezte a targyat és sikeres vizsgat tett, akkor megértette
az anyagot.”, vagy "Ha valaki felkésziiletlentil érkezett, akkor nem tud valodi megértést elérni

a tananyagbol, és nem tud sikeres vizsgat tenni.".

A fenti kérdés megvalaszolasdhoz az Usiskin altal kidolgozott (Usiskin, 1982) tesztet,
az in. VHGT-t (Van Hiele Geometry Test) hasznaltuk. A tesztet az elsd egyetemi geometria
kurzusuk megkezdésekor kitoltettiik 111 elsééves hallgatoval. Két periddusban végeztik a
kitoltetést, 2016 tavaszan 65 matematikus hallgatot vizsgaltunk, 2018 tavaszan pedig 46
tanarszakos hallgatot. A teszt eredményei alapjan a didkok mindegyike harmas vagy 6tos
szinten volt. Az elvaras egy els6éves matematikus vagy matematikatanar szakos hallgat6otol —
de hivatalosan barmelyik frissen végzett kozépiskolastol — a negyedik vagy 6todik szint, ezért
nem tlint hihetdnek az, hogy a didkok harmadik szinten vannak. Emiatt gy dontéttiink, hogy
leteszteljiik a tesztet, ellendrizziik, hogy ezek az eredmények helyénvaldak-e. Behivtuk a
hallgatokat egy interjira, amelynek segitségével el tudtuk donteni, hogy helyesen mért-e a
VHGT. Azt taldltuk, hogy a teszt helyesen mér. A kovetkezd kutatdsi kérdés volt
vizsgalodasunk vezérfonala: A van Hiele-elmélet szerint, ha a tanitasi folyamat soran a tanar
kommunikécidja nem megfeleld a tanulok aktualis geometriai szintjét figyelembe véve, akkor
nem valésulhat meg valodi fejlddés. Ervényes-e ez az allitas a magasabb van Hiele-szinteken

(3., 4. és 5. szint)?

A kurzus teljesitése utan két héttel Gjra kitoltettiik a didkokkal a VHGT-t. A tesztek
eredménye alapjan, aki a kurzus elején harmas szinten volt, az a végén is harmas szinten maradt.
Ugyanez mondhato el az 6tos szinten teljesitokrdl is. Mivel a kurzus négyes-6tds szintet
feltételezett, ezzel igazoltuk disszertacionk egyik f6 eredményét: Vigotszkij és Van Hiele
elméleteinek megfeleloen magasabb szinteken, nagyobb tudas mellett is igaz, hogy a)
fontos a diak megértési szintjének megfelelé nyelvezet hasznalata b) akihez magasabb
szintnek megfeleldo nyelvezeten beszéliink, mint ahol 6 van, az nem fejlodik. Felmertilt

benniink a kérdés, hogy miért nem teljesitett senki negyedik szinten. A szintek leirasat



megvizsgalva azt talaltuk, hogy az 6tds szint nem illeszkedik a sorba. Ez az észrevétel
Osszhangban all azzal a ténnyel, hogy mar korabbi kutatdsokban is felmeriiltek dilemmak az
Otos szinttel és annak mérhetdségével kapcsolatban. Megvizsgaltuk, hogy a Van Hiele-szintek
folytatasanak mik a lehetOségei. A van Hiele szintek kétféle kiterjesztésével foglalkoztunk, az
egyik az eredeti negyedik szint finomitdsa, a masik az eredeti 6todik szint helyett néhany
lehetséges 10j valtozat megfogalmazasa. Megallapitottuk, hogy a negyedik szint
tobbféleképpen is Kkiterjeszthetd, ez a Kiterjesztés mar nem feltétleniil linearis és azon is
miulik, hogy milyen geometriai lexikalis tudassal rendelkeznek az alanyok. Az 6todik szint
megfogalmazasakor megkérdeztiink tudomanyos fokozattal rendelkez6 geometria kutatdkat,
hogyan képzelnék el a lehetséges 0tos szintet, mit varnanak el egy hallgatotol, PhD hallgat6tol
vagy kollégatol ahhoz, hogy egyaltalan felmérhessiik ezt az 6tos szintli tudast. Azt a valaszt
kaptuk, hogy ezen a szinten a tudas mar nagyon specifikus, egy-egy kutato kutatasi
terilletére mar a kozvetlen Kkollégainak sincs ralatasa. Az interjuk alapjan
megallapitottuk, hogy az egyetemi és annal magasabb szintii geometria tudas megértési
szintjeinek kidolgozasa és mérése felesleges befektetett energia lenne, mert csak nagyon

sziik rétegre vonatkozna.

Dolgozatunk masodik felében a matematikai kommunikécioé egy mésik vonatkozéasaval

foglalkozunk, amely elvezet a sz€pség €s érthetdség kozotti konfliktus kérdésére.

Kiindul6 feladatunk Roka Séandor példatarabdl azt aldbbi, klasszikusnak szamito
feladat: 9 érme koziil egy hamis, s ez kdnnyebb, mint a tobbi (a tobbi egyenld stlya). Egy
kétkarth mérlegen sulyok felhaszndldsa nélkiil két mérlegeléssel keressiik ki koziiliikk a hamis

érmét. Hogyan lehet ezt megtenni?”” (Roka 2013: 74)

Ez a feladat szamos helyen szerepel feladatgyilijteményekben, kvizekben
érdekességként, rejtvényként. A legtdbb helyen azonban — ahogyan Roka Sandor konyvében is
— csak a végeredmény és az ahhoz tartoz6 méréssorozat szerepel. Arrdél nem szolnak a
megoldasok, hogy kevesebb mérés miért nem elég. A teljes megoldas megtaldlhato pl. a Jaglom
példatarban (Skljarszkij, Csencov, Jaglom 1979). Lathatd, hogy révid, am nagy mélységet

megkoveteld gondolatmenetrdl van szo.

Itt folvetjik azt a kérdést, hogy etikus-e egy feladatgyiijteményben egy feladatra
hidnyos megoldast kozolni. Ennek kapcsan megvizsgaljuk, hogy egy feladat kitlizésénél milyen
etikai kérdések meriilhetnek fel matematikai szempontbdl, valamint tanari, szerzoi ¢és
feladatkitliz01 szemszogbdl. A felmeriild kérdésekre mi magunk nem adunk valaszt, de

megkérdeztiik Roka Sandort, hogy 6, aki az dsszes szerepben volt mar, hogyan oldana fel a



helyzetet. A tanar urral Szenderak Julia, kutatocsoportunk tagja készitette az interjut, amely a

mellékletben talalhato.

Disszertacionkban harom olyan problématipussal foglalkozunk, amelyrél ugy
gondoljuk, hogy a feladatgytlijteményben szereplé megoldésai félrevezetdek lehetnek a didkok
szdmara. Az elsé tipus a mar emlitett ,mérleges” feladatok, ahol egy kétkarad mérleg
segitségével kell megallapitani, hogy latszélag egyforma érmék koziil melyik a hamis. A
masodik, ,,tevés” feladattipusban sivatagon valo atkelést kell megtervezni megadott feltételek
mellett, gy, hogy ne fogyjon el az ivoviziink. A harmadik tipus az ,,allitasos”, ahol egy lapon
olyan mondatok szerepelnek, mint: ,,Ezen a lapon legalabb 50 allitas hamis”. Ezek a feladatok
altalaban konnyen, természetes modon altalanosithatok vagy terjeszthetok ki, azonban a
kiterjesztések egy része még megoldatlan probléma, egy masik része pedig nagyon bonyolult,
magasabb matematikai tudast igénylé megoldassal rendelkezik. Dolgozatunkban bemutatjuk
ezen problémak pillanatnyi helyzetét. Tobbek kozott az is kideriil, hogy mind a tevés, mind a

mérleges feladattipus alapfeladatanak van még megoldatlan kiterjesztése.

A megoldasok szempontjabdl kicsit kilégnak a sorbol az allitasokrdl szold feladatok.
Ezért ezeket kiilon is elemezziik és interjut készitiink roluk harom matematika doktorandusszal.
Az interjiban azt vartuk, hogy maguktol ismerjék fel a problémakat és jussanak el a
matematikailag helyes megoldashoz, esziikbe jussanak a feladatok kiterjesztései €s azokat is
oldjak meg. Ez a folyamat azonban nem ment végbe zokkenOmentesen, a problémak
felismerésétdl nem vezetett szamukra egyértelmii gondolatmenet a feloldashoz. Hosszadalmas
és nehézkes uton tisztazodott szamukra a feladattal kapcsolatos problémék feloldasanak
lehetséges modja. Sokatmondo ténynek gondoljuk, hogy matematika doktoranduszok szamara

is kihivast jelentett a feladatok és a vele kapcsolatos dilemmak atlatasa.

A fenti matematikai problémak elemzése kapcsan arra jutottunk, hogy tanari
beavatkozas nélkiil ezeknek a feladatoknak a kitiizése komoly nehézségek elé allithatja az
érdeklodé diakokat, hiszen sajat maguktol eljuthatnak megoldatlan vagy nagyon nehezen
megoldhaté problémakig, ami komoly dilemmakat okozhat benniik. Ebben az esetben az
els6dleges veszély az, hogy kudarcélményt okozhatunk vagy matematikai szorongas
kialakuldsat segithetjiik el6 az érdekl6dd didkokban. Azonban nem csak rajuk jelent veszélyt

az ismertetett tipusokhoz hasonlo feladatok kitiizése.

Az ilyen feladatok a kevésbé érdeklodé diakok szempontjabdl is veszélyt

jelentenek, mivel ezek a didkok azt hihetik, hogy a méréssorozat leirasa mar egy teljes



matematikai bizonyitas, ezzel egy rossz bizonyitas-fogalom alakulhat ki benniik. Ez akar

a tanulmanyaikra is hatranyos hatdssal lehet, de a szemléletiiket mindenképpen rombolja.

Roviden, mas-mas modon, de a matematika irant érdeklodo és a kevésbé érdekl6do
diakokra egyarant negativ hatdssal lehet, ha olyan feladatokat tliznek ki nekik kell6 utmutatés
nélkiil, amelyeknek a mintamegolddsa hianyos ¢és a teljes megoldas tulmutat a szamukra
befogadhat6 szinten. Mindkét tipusui problémat kezelni kell, mégpedig etikus modon kell
kezelni — ez a tanar fontos feladata, melyben kulcsszerepet jatszik a megfelelo

kommunikacio.



TESZTELJUK A TESZTET.

A GEOMETRIAI MEGERTES VAN HIELE — SZINTJEINEK
UJRAGONDOLASA MAGYARORSZAGI EGYETEMISTAK

TESZTEREDMENYEINEK ELEMZESERE TAMASZKODVA



11.1. Bevezeto

A Van Hiele-elmélet és a ra alapuld mérés (Usiskin, 1982) a nemzetkozi
szakirodalomban széles korben ismert és elismert (Grigoriadou, 2012). A szintek a geometriai
tudasuk, szemléletiik alapjan soroljak diszjunkt osztalyokba a diakokat. A szintrendszer
Magyarorszagon vald alkalmazésat az is aldtdmasztja, hogy a Nemzeti Alaptanterv [3] és a
kerettanterv [1] [2] kovetelményei megfeleltethetok a Van Hiele szinteknek, egyértelmiien

megallapithatd, hogy melyik korosztalynak melyik szinten kellene lennie.

Dina van Hiele-Geldof és Pierre van Hiele az 50-es években dolgoztak ki a geometria
megértésének szintjeit (Dehaene, 1992). Vigotszkij, Piaget és Bruner (Bruner, 1966, 1986,
1990; N. Kollar-Szabo 2004, Vigotszkij 1967) elméletei szerint minden életszakaszban
megvannak a megértés fejlodési szintjei. Ezek a szintek egymast kovetik, egy didk nem juthat
el egy felsébb szintre az Osszes korabbi szint elsajatitdsa nélkiil. A tanulids folyamata
leegyszeriisitve ezen szintek egymast kovetd elérésébdl all. Emellett a matematika és minden
tudomany kiilonboz6 teriileteinek vannak megértési szintjei, amelyek szigorian egymasra
¢épiilnek. A tanitasi folyamat célja nem mads, mint hogy a didkok minél magasabb szintre
jussanak el a megértés egymast kovetd szintjei koziil. A van Hiele hazaspar a matematikén beliil
a geometria megértésének szintjeit dolgozta ki részletesebben, elméleteik dsszhangban allnak
Vigotszkij és Piaget altalanosabb érvényl gondolataival, amit a kovetkezé két bekezdésben

Kilkenny [9] alapjan 6sszegziink.

Vigotszkij (1978) a tanulas szocidlis konstruktivista modellje mellett érvel, amelyben a
tanulo a tobb tuddssal rendelkezd masiktol (,,more knowledgeable other") és tarsaitol tanul. Azt
allitotta, hogy a tanulés akkor kovetkezik be, amikor a gyerekek olyan feladattal szembesiilnek,
amelyet egyediil nem tudnak megoldani, de egy tarsuk vagy egy tanar segitségével igen. A
fejléddésnek ezt a kozvetleniil a jelenlegi fejlettségi szint f616tt taldlhatod szintjét "legkozelebbi
fejlodési zonanak" (,,zone of proximal development”, ZPD) nevezte. Vigotszkij elméletének
fontos alkalmazasa az a gondolat, hogy a tanuldkat a ZPD feletti fogalmakkal és készségekkel
segitjiik, hogy az 6nallo felfedezés felé iranyitsuk 6ket. Ezt a folyamatot "scaffolding”-nak
(,,allvanyozas™) nevezik. (Yazdani, 2008). Wood, Bruner és Ross (1976, 90. 0.) vezette be a
fogalmat, és olyan folyamatként definidlta, "amely lehetévé teszi egy gyermek vagy kezdd
szdmara, hogy megoldjon egy olyan feladatot vagy elérjen egy olyan célt, amely meghaladna a
segitség nélkiili eréfeszitéseit". Vigotszkij scaffolding-ja meglehetdsen hasonlonak tiinik van

Hiele-elmélet szintjeihez és fazisaihoz.



"P. van Hiele és D. van Hiele-Geldof Piaget munkéjara épitve fejlesztették ki a
geometriai gondolkodas szintjeit. (P. Herbst et al., 2017). Piaget elmélete azt sugallja, hogy a
gyermekeknek egy meghatarozott kognitiv struktirat kell kifejlesztenilik, miel6tt képesek
lesznek olyan feladatok elvégzésére, mint a problémamegoldas vagy az absztrakt
gondolkodas.". (Yazdani, 2008, 58. 0.). Van Hiele elméletei ezen a ponton eltérnek Piaget-étél
(Usiskin, 1982), 6 ugy véli, hogy a kognitiv fejlddés a geometridban tanitassal felgyorsithato.
Ez §sszhangban van Bruner filoz6fidjaval, miszerint a gyermek megfeleld tanitassal barmilyen

feladatot képes megtanulni. (Bruner, 1960).

A van Hiele hazaspar altal kidolgozott elméletnek, mint ahogy a fent emlitett
elméleteknek is, van egy kommunikéciot érinté vetiilete. Eszerint a kiilonb6z6 szinten 1évo
emberek ,,kiilonb6z6 nyelvet beszélnek”, és nem meglepd modon a kiilonb6zo nyelvet beszélok
nem ¢értik meg egymast. Ezalatt a matematika, illetve azon beliil a geometria esetén tobbek
kozott azt értik, hogy az egyik szinten lévOk nem fogadjdk el a masik szinten érveldk
indoklésait. Egy alsobb szinten 1évo didk foloslegesnek gondolhatja a folsobb szinten 1évo
indoklasat, mert nem érzi sziikségesnek, hogy allitasait kiilon alatdmassza, szdmara azok
teljesek. Ezzel szemben a f6ls6bb szinten 1évd nem tekinti teljes értékii indoklasnak az alsobb

szintli altal adott magyardzatot.

A van Hiele hazaspar elmélete nemzetkozileg ismertté és elfogadotta valt, és ennek
koszonhetden sokan kezdték el vizsgalni a geometriai fejlddés szintjeit. A magyar
kozoktatasban egyértelmiien elkiiloniilnek ezek a szintek. Az elsd szint a 4. osztdlyos, a
masodik szint a 6. osztalyos, a harmadik szint a 8. osztalyos, a negyedik szint pedig a 12.
osztalyos kovetelményrendszernek felel meg, ezt a késObbiekben részletesebben is kifejtjiik. A
80-as években sziiletett meg a legismertebb teszt, amely ezeket a szinteket hivatott mérni
(Usiskin, 1982). Vilagszerte végeztek méréseket a felhasznalasaval, tobbek kozott az Egyesiilt
Kiralysagban (Zachos, 1994), az Amerikai Egyesiilt Allamokban (Wang, 2011), Malajzidban
(Chew, 2009), Hollandiaban (Grigoriadou 2012), a Dél-afrikai Koztarsasagban (Selkirk 2011).
A tobb mint negyven orszag koziil, ahol alkalmaztidk a tesztet és elemzéseket tettek kozzé
eredményeirdl, mi most csak néhanyat emeliink ki. Malajzidban tobb tanulmany is foglalkozik
a didkok fejlettségi szintjével. Itt 13 éves korban kezdddik a kdzépiskola, a matematikaoktatas
az orszagban nem egységes. A tanulmanyok koziil Tay-¢é (Tay, 2003) az els6 osztalyosokra
fokuszal, Chong (2001) a masodik osztalyosok szintjét mérte fel, Rafidah pedig a 4. osztalyig

terjesztette ki a vizsgalatokat (Rafidah, 2003). Eredményeik alapjan a malajziai kozépiskolas
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diakok els6 vagy masodik szinten vannak, €s csak iranyitott Van Hiele-tipustu oktatassal jutnak

el a masodik szintre.

Az Egyesiilt Kirdlysagban (Jones, 2002) erdsen fiigg az oktatasi mddszertdl, hogy
milyen szintre jutnak a didkok. A kozponti szabalyozas szerinti elvart szint alacsonyabb, mint
Magyarorszagon. Még igy is ez alatt a szint alatt teljesit az als6éves kozépiskolasok 40 %-a,
legtobben az els6 vagy a masodik szinten vannak. Ez egy ellentmondéasos helyzetet
eredményez, amelyben a didkok megértési szintjét meghalad6 szintli tananyagot kell(ene)
tanitaniuk a tanaroknak, ami pedig az elmélet kommunikécids megfontolasai alapjan nem lehet
hatékony. Ez rendkiviil megneheziti a tanitasi-tanulési célok elérését, a késObbiekben kisérletet

1s tesziink ennek alatamasztasara.

Gorogorszagban sem jobb a helyzet (Kospentaris és Spyrou, 2008), itt az oktatas még
kevésbé egységes, a kovetelményrendszerrdl pedig a cikkbdl nem kapunk informéciot. A
szerzOk megallapitjak, hogy a 15-23 évesek koziil csak azok jutottak el masodik szintre, akik
elvégeztek egy geometriakurzust is. Korabban mar megjegyeztiik, hogy ez Magyarorszagon
kortilbeliil az altalanos iskola negyedik-6todik osztalyaban elvart szint. A méréseket mindenhol

a Van Hiele-tesztek alapjan folytattak (Usiskin, 1982).

Kim (2016) Dél-Koreaban a kdzoktatasban érintett teljes korosztalyt feloleld mintan
végzett felmérést a geometriai megértési szintekkel kapcsolatban. Az 1. dbran lathatjuk a
felmérés eredményeit. A diagram X tengelye mentén az évfolyamokat talaljuk, mig Y tengelye
mentén azt, hogy az adott évfolyamon a felmért tanulok hany szazaléka talalhatoé az egyes
geometriai megértési szinteken. A tdblazatban ugyanezek az adatok szerepelnek szdmszertien.
(LO jeloli azokat, akik nem érték el az elsé van Hiele-szintet, L1, L2, L3, L4, és L5 pedig a van
Hiele modell 6t szintjét. Ezek az eredmények nemzetkdzi 6sszehasonlitasban kiemelkeddek,
tekintve, hogy nem elhanyagolhat6 aranyban jelenik meg a harmadik, negyedik és 6tddik van
Hiele-szint — igaz, maga a szerz0 is Ggy fogalmaz, nem tud magyarazatot adni arra, hogyan ért
el latszolag az otodik szintre a 12. évfolyam egy része. Mindemellett itt is teljesiil, hogy a

tanulok tobb, mint fele legfeljebb a harmadik szinten van a kdzoktatas befejezésekor.
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1. dbra: Dél-koreai tanuldok van Hiele-szintje (forrds: Kim, 2016)

A Filop-szigeteken is végeztek vizsgalatot a VHGT segitéségével, Lanao del Sur
néhany kozépiskolajaban a harmadik évfolyamos diakok (N=409) geometriai megértési szintjét
mérték fel. Az eredmények a kovetkezok voltak: 312 valaszadd tartozott a 0. szinthez
(megismerés el6tti szint), 93 diak érte el az 1. szintet (vizualizacid), és 4 tanuld teljesitette a 2.
szintet (elemzés). A valaszadok koziil egy sem teljesitett 3. szinten, ami a diakok geometriai

megértésének elvart szintje a kdzépiskola harmadik évfolyamaba valo belépés eldtt.

Csehorszagban 215 f6s mintan, 15-17 éves korosztaly korében végzett felmérést
Haviger & Vojkuvkova (2015). A tanulok koriilbeliil fele volt gimnazista, negyede technikus
képzés résztvevdje, negyede pedig lizleti technikum didkja. A VHGT kiértékelésekor az un.
»gyenge” feltételt alkalmaztak, azaz, ha az adott szinthez tartozo kérdések koziil hdromra
helyesen valaszolt valaki, akkor méar igy tekintették, hogy elérte az adott szintet. A résztvevok
96,7 %-a érte el legalabb az elsé szintet, 86,5% legalabb a masodik szintet, jelentdsen kevesebb,
39,9% legalabb a harmadik szintet és mindossze 9,9% a negyedik szintet. Ha megnézziik ezen
40 orszag idevagod szakirodalmat, azt figyelhetjiik meg, hogy mindeniitt 1-2. szint koril
mozognak a didkok. Ezek a nemzetk6zi eredmények azt sugalljak, hogy a magyar NAT
kovetelményei [3] [7] meghaladjdk mas orszagok didkjainak és tandrainak teljesitményét.

Onmagaban is természetes a kérdés, hogy hogyan alakulnak a szintek a magyarorszagi didkok
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korében, elérik-e a tantervben szereplo elvarasok szintjeit. A 1ényeges kiilonbség a malajziai és
brit didkok helyzetével szemben, hogy Magyarorszdgon az oktatas er6sebben kdzpontositott -
a NAT lazabban, a kerettanterv [1] [2] szorosabban meghatarozza a geometria oktatas tartalmat.
Elvarhato tehat, hogy Magyarorszagon a geometriai megértés térképe egységesebb legyen, és
a fejlodési szintek korabbi életszakaszokra legyenek tehetOk, mint a fenti orszagokban. Az
eddigi viszonylag friss vizsgalatok altalanos iskolakban és kozépiskoldkban vizsgaltdk a Van
Hiele szinteket mérd tesztek eredményeit (Bursics—Fehér—Muzsnay, 2016; Gyory, Konya,
2018; Herendiné Konya, 2003) és megallapitottdk, hogy a magyar atlagos kozépiskolasok
évfolyamtol fliggetleniil a kettes szinten vannak. Tehat elmondhato, hogy a magyar diakok is
joval a hazai kdvetelményrendszer alatt teljesitenek, valamint ami szintén meglepd lehet, hogy
a gimnazium évei alatt nem tapasztalhato fejlédés. Azonban az valoban igaz, hogy a didkok
megértési szintje egységesebb, valamint ilyen viszonyitdsban magasabb is, hiszen a masodik
szintet csak nagyon kevesen nem érték el. A kozépiskolai kovetelmények alulmtilasanak okarol
egy cikkiinkben (Bereczky-Zambd, Szabo, Muzsnay, Szeibert, 2022) és a késdbbiekben is

részletesebben irunk.

Minket ezen kutatasunk alkalmaval a Van Hiele modell magasabb szintjei érdekeltek,
hogy milyen szinten allhatnak az egyetemi hallgatdk, azon beliil is a matematika szakos
hallgatok. A fentiek alapjan lathatd, hogy nagyobb matematikatuddsu didkok szintjeinek
megallapitasara és a Van Hiele elmélet helyességének tesztelésére magasabb szinteken kevés

példa volt mindmaig a nemzetkdzi szakirodalomban is.

Wang (2011) az Egyesiilt Allamokban vizsgalta tanarszakos hallgatok geometriai
megertési szintjét. Felmérése soran a hallgatdk kevesebb, mint 5 %-a érte el a 4. vagy az 5. van
Hiele szintet. Az elsé harom szint valamelyikén teljesitett a hallgatok 80%-a (ebbdl 50% a 3.
szinten) és kozel 15% volt a Wang altal ,,nofit”-nek kategorizaltak ardnya, ami megerdsiti a

teszttel kapcsolatosan kordbban tobb helyen is felmeriilt kételyeket.

Magyarorszagon eddig altalanos iskolasokat és kozépiskolasokat vizsgaltak (Bereczky-
Zambo, Szabd, Muzsnay, Szeibert, 2022; Gyéry, Konya, 2018), illetve tanitojeloltek szintjérdl
késziiltek felmérések (Herendiné Konya, 2003). Itthon a kozépiskolaba belépd elvart szint a
NAT alapjan a harmadik, a kilépd pedig a negyedik. Természetes, hogy a matematika szakra
felvett egyetemi hallgatoktol az atlagnal magasabb geometriai megértési szintet varunk el, igy
megfeleld kozegnek tiint az els6éves matematika alap-és tanarszakos hallgatok kozott

megallapitani a szinteket, vizsgalni a modell helyességét. Azonban az altalunk ismert
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kozépiskolai eredmények figyelembevételével elképzelhetonek tartottuk azt is, hogy a

hallgatok esetleg a varakozéasainkon alul teljesitenek.

11.2. Kommunikacio

,Ha fejleszteni akarjuk a gyerek képességeit és gyorsitani fejlodését, akkor arrdl a
szintrél kell kiindulnunk, ahol a gyerek éppen tart, vagyis az elvardsoknak a gyerek
képességeihez és sziikségleteihez kell igazodniuk.” Ez Vigotszkij legkozelebbi fejlodési zona
elméletének a mottdja. A legkozelebbi fejlédési zona kifejezés (Vigotszkij, 1967) arra utal,
hogy a gyereket koriilvevé kornyezet akkor a legtamogatobb, ha egy — a gyermek szdmara
optimalis nagysagu — 1épéssel éppen az aktualis fejlettségi szint el6tt jar (N. Kollar — Szabo,
2004). Az elmélet szerint akkor van esélye egy gyereknek a fejlddésre, ha a sajat nyelvén
sz6lunk hozza: az ¢ pillanatnyi tuddsanak, képességeinek megfeleld szavakat és nyelvezetet
hasznalunk. Vigotszkij munkai posztumusz jelentek meg, néhany koziiliik csak évtizedekkel
halala utan. Sokat hangoztatott alapelve, a legk6zelebbi fejlédési zona elve tovabbi modszertani
elemekkel kiegészitve a mai magyar tehetséggondozasban Posa-modszer néven valt szélesebb

korben ismertté.

A kommunikacid az élet szamos szinterén hatalmas jelentdséget kapott a torténelem
soran és manapsag is — magatol értetddden az oktatas terén mindig is fokozott figyelmet kapott.
Ez az elmélet hatvanyozottan jelenik meg Brunernél, aki reprezentacio-elméletét (Bruner,
1966) feliilvizsgalta, majd késObbi narrativa-elméletében (Bruner, 1986) Kkifejti, hogy a
kulturdlis és személyiségfejlodést erésen meghatarozza a csalddban végbemend
kommunikéci6. Bruner azt mondja, hogy az oktatonak meg kell probalnia arra 6sztondzni a
tanuldkat, hogy maguk is felfedezzék az Osszefliggéseket. Kiemelkedd szerepet tulajdonit a
szOkratikus tanulasnak, ezért nagyon fontosnak tartja a kelléen gyakori, sziil6-gyerek kozti
beszélgetést. Ugyanebbdl az okbol tartja nagyon fontosnak az oktatd és hallgatd kozotti
megfelel6 kommunikaciot. Az oktatdo feladatdnak tekinti azt, hogy a tanitani kivant
informaciokat, ideértve a gondolkodasi mddszereket, eljarasokat is, a tanul6 jelenlegi értelmi
allapotanak megfeleld formdba Ontse. Lathatjuk, hogy Bruner elméleteinek magjat is Vigotszkij
legkozelebbi fejlodési zona elve adja. Ugyanez igaz az egyik legjelentsebb fejlodéskutato,
Piaget elveire is. Itt szeretnénk megjegyezni, hogy bar Vigotszkij 1896-1934-ig ¢lt, munkai és
elméletei maig érvényesek, mig Piaget és Bruner munkai folyamatos feliilvizsgalaton és

atalakitdson mentek keresztiil az idok soran. Bruner példaul sajat maga feliilvizsgalta korabbi
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téziseit évtizedekkel késObb, mig Piaget elméleteivel kapcsolatban elsdsorban mas kutatok

fogalmaztak meg kétségeket (Weaver, 1972).

A van Hiele hazaspar ugyanezt a jelenséget —azaz azt, hogy minden gyermekhez a sajat
nyelvén kell besz€lni, hogy fejlodést tapasztaljunk — a matematika teriiletén fogalmazta meg.
A Van Hiele-elmélet tulajdonképpen a legk6zelebbi fejlédési zona elméletének geometriara
vald leképezése. A Van Hiele elmélet szerint, emellett, a matematika minden teriiletén l1éteznek
olyan fejlodési szintek, amelyek linearisan egymasra épiilnek, és egy adott szintre csak a tobbi
alsobb szinten keresztiil lehet eljutni. Azaz egy folsObb szinten a megértés elképzelhetetlen az

Osszes alsobb szint megértése nélkiil.

Az iskolai kommunikacié alatt jellemzden a tanorai eldadasokat, magyarazatokat,
beszélgetéseket értjiikk. A tanité tanar, oktatdo mindig az altala a didkokrdl feltételezett szinten
szolitja meg a hallgatosagot. Az oktato altal feltételezett szint nagyon gyakran nem egyezik
meg a diakokrol feltételezhet6 szinttel — a diakokrol feltételezhet6 szint pedig ritkan egyezik
meg a didkok tényleges szintjével. A legtobb egyetemi oktatd ugyanazt a szintet feltételezi a
didkokrol, amilyennel 6 keriilt be az egyetemre, vagy amilyen szintet az ¢ évfolyamtarsai
itottek meg annak idején. Feltételezhetd szintnek tekintjiik a NAT altal megfogalmazott
kompetencidkat, tananyag- és tudasanyagot, mig a valodi szint pedig az, amit a diak éppen az
adott pillanatban képvisel. gy az egyetemi oktaté gyakran nem veszi figyelembe, hogy ma mar
nem csak a legfelkésziiltebb jelentkezdket veszik fel az egyetemre. Ugyanakkor a kézépiskolai
tananyag folyamatosan atalakul és a didk sem éri el altalaban a feltételezhetd szintet. Tobb
tanulmany érvel amellett, hogy a didkok azért nem rendelkeznek a sziikséges kompetencidkkal,
mert az iskoldban nem az életre és nem a NAT kompetencidira, hanem az érettségire készitik
fel Oket. Igy az érettségiben kisebb sullyal vagy egyaltalan nem szamonkért témakorok,
képességek nem kapnak kell6 hangsulyt a tanitasi folyamat soran, hiaba szerepelnek hivatalos
kovetelmények kozott. A feltételezett és a valos szint kozotti eltérések pedig komoly problémat
sziilhetnek a tovabbiakban. A korabbi elméletek azt sugalljak, hogy akkor van esély a tanitasi
folyamat sikerességére (most sikeresség alatt a gondolkodasi- és problémamegoldd készség
fejlesztését értjiik), ha az oktatd felméri a didkok szintjét és annak megfeleléen alakitja
kommunikéciojat. Enélkiil ,,legjobb” esetben is csak a tananyag memorizalasa kovetkezhet be,

annak megértésre elképzelhetetlen.
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11.3. A szintek

11.3.1. A Van Hiele szintek és a teszt

Az 6t Van Hiele szint a kovetkez6 (Crowley, 1987; Bereczky-Zambo, Szabo, Muzsnay,
Szeibert, 2022):

1. szint, a raismerés, vizualizacio szintje: Rajzrol, abrardl felismernek alakzatokat: kor,
téglalap, négyzet stb. Meg tudjak nevezni ezeket, az alakzatokat egy egységként latjak, a format
figyelve tekintenek ra. Az alakzatok részeit €s tulajdonsagait még nem ismerik fel. Elkiilonitik,
kategorizaljak a kiilonbozd alakzatokat, de nem latnak kapcsolatot a kiillonb6zd kategoridk
kozott. Egy négyzetre példaul nem mondjak ra, hogy téglalap, vagy egy téglalapra, hogy

paralelogramma. Nem nevezik meg az alakzat részeit, mint példaul csucs, oldal, szog.

2. szint, a vizualis vizsgalodas, elemzés, leiras szintje: A tanul6 felismeri az alakzatok
egyes részeit és az egyes részek viszonyat. Azonositani tudjak az alakzatok tulajdonsagait, de
ezeket még nem tudjak Osszekdtni és nem latjak a kiilonbozo alakzatok tulajdonsagai kozotti
Osszefiiggéseket. Példaul egy négy derékszoggel rendelkezd alakzatrdl meg tudjak allapitani,
hogy téglalap (akkor is, ha nincs szépen lerajzolva). Egy rombuszrdl tudjak, hogy szemben 1évo
oldalai parhuzamosak vagy egyenld hossztiak, de ezeket a tulajdonsagokat még nem kotik
Ossze. Egy egyenld oldali négyszogrol tudjak, hogy rombusz. Egy négyzetre még most sem

mondjak ra, hogy téglalap, vagy egy téglalapra, hogy paralelogramma.

3. szint, a fogalmak rendszerezésének, az absztrakcionak a szintje: A tanuld az egyes
tulajdonsagokat, fogalmakat mar rendszerben latja. A tulajdonsdgok rendszerezése alapjan
kovetkeztetéseket tud levonni, €s ebben a rendszerben fontos szerepe van az ok-okozatisagnak:
példaul egy haromszogben két oldal egyenldségébdl kovetkezik két szog egyenldsége. Képesek
definiciokat alkotni és megindokolni az éllitasaikat, kdvetkeztetéseket levonni, de még nem
teljes matematikai rendszerben gondolkoznak, nem értik a bizonyitasokat. Tudjak és értik, hogy
minden négyzet téglalap, minden téglalap paralelogramma. Latjdk, hogy ha egy négyszdg
egyben téglalap és rombusz is, akkor az négyzet. A szakirodalomban tipikusan emlegetett példa
a valtoszogek felismerése és az azzal vald érvelés. Mas tipust matematikai érvelésekre viszont

még nem képesek. A geometridt még nem latjak teljes ok-okozati dsszefliggésben.

4. szint, a formalis kovetkeztetések szintje: Ez a szint egy altalanosabb matematikai
¢érettséget is jelent, amely a geometria teriiletén is megnyilvanul. Az ezt a szintet eléré személy
mar megkiilonbozteti a definiciokat, tételeket, bizonyitdsokat, axiomékat, kdvetkezményeket,

elméleteket. Allitasok megfogalmazasakor felmeriil benne a bizonyitas iranti igény, ezeket a
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bizonyitasokat érti és maga is el tudnak végezni egyszeriibb bizonyitdsokat. Megérti a
szlikséges ¢€s elégséges feltételeket. A geometrian beliil a tanuld megérti az alapfogalmak ¢€s az
axiomak meglétét, az utdbbiakat el tudja kiiloniteni a tételektdl. Példaul be tudja bizonyitani,
hogy egy haromszognek van beirt kore. Teljes axiomatikus bizonyitasra nem feltétleniil
képesek. Példaul egy négy derékszoggel rendelkezd négyszogre ramondja, hogy a szemben

1év0 oldalak egyenldk, de nem érzi, hogy ezt még be kéne bizonyitani.

5. szint, a fegyelem, a formalis logika szintje. Megértik, hogyan épiilnek fel a kiilonbdzo
matematikai rendszerek. Képesek absztrakt kovetkeztetések levonasara, specialis geometriai
interpretaciok hasznalata nélkiil. Fel tudjdk mérni egy adott axioma hozzdaddsanak vagy
kivételének hatdsat a rendszerbdl. Ez a szint mar megkdveteli a kiilonbozé geometriai

axiomarendszerekben valo gondolkodas €s az azokban valo bizonyitas képességét.

A Van Hiele modell alapjan a didkok geometriai megértését ezen Ot szint segitségével
diszjunkt csoportokba lehet rendezni. A szintek talan legmeghatirozobb tulajdonsaga, hogy
rogzitett sorrendiiek és egymasra épiilok. (Crowley, 1987) Tehat a szintek elsajatitdsanak
sorrendje nem felcserélhetd, és ahhoz, hogy egy tanuld egy magasabb szintre jusson, minden
korabbi szintet el kell érnie. Az elmélet alapjan a szintek elérhetdk, tehat valos tanulasi-tanitasi
cél lehet az egymds utdni egyre magasabb Van Hiele szintek elérése. Kommunikacids
megfontolasok alapjan azonban a kiillonb6z6 szinteken allok ,,mas nyelven beszélnek”, igy
nehezen értik meg és fogadjak el egymas érveléseit és gondolatmenetét. Ezaltal a tanitasi
folyamat akkor lehet sikeres, ha a tanitds soran a diakok valds szintjéhez igazitjuk a

kommunikécionkat, ,,az 6 nyelviikon probalunk szolni”.

Van Hiele ugy vélte, hogy a kdvetkezd, magasabb szinten torténd teljes megértéshez
vezetd tanulasi folyamatnak 6t, megkozelitleg, de nem szigorGian egymas utan kovetkezd
fazisa van: informalodas, iranyitott felfedez(tet)és, magyarazat, szabad felfedezés és integracio.

(House & Howse, 2014, idézi Kilkenny [9]).

e 1. fazis — Informalodas : Beszélgetések soran a tanar képet kap a didkok meglévo tudasarol,
a didkok pedig képet kapnak a kovetkezdkben tanulandé témarol, mikozben a sziikséges

szokincsiik, fogalmaik is elkezdenek kialakulni.

o 2. fazis — Iranyitott felfedez(tet)és: A tanulok aktivan részt vesznek a tanar altal kidolgozott

iranyitott feladatokban, tevékenységekben.
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e 3. fazis — Magyarazat: A tanulok lehetdséget kapnak arra, hogy sajat szavaikkal

megfogalmazzak tapasztalataikat, észrevételeiket.

e 4. fazis — Szabad felfedezés: A tanulok kihivast jelent6 (nyitott) feladatokon keresztiil

fedezik fel sajat problémamegoldéasi modszereiket, a korabbi tapasztalatokat felhasznalva.

e 5. fazis — Integracio: A tanuldk 0sszegzik az Gjonnan tanultakat, beépitik azokat a korabbi
ismereteik és képességeik altal meghatarozott rendszerbe. Ezek a fazisok elsdsorban a
tanitasi-tanulasi folyamat megszervezésében és vezetésében kapnak fontos szerepet. Jelen
kutatasnak ilyen folyamatok kidolgozasa nem volt része, két-két idopontban a résztvevok

pillanatnyi megértési szintjét mértiik fel.

A hallgatok (fent ismertetett értelemben vett) geometriai megértésének vizsgalatara
létezik egy nemzetkdzileg elismert teszt, az Usiskin-féle teszt (Usiskin, 1982). Ez a teszt a Van
Hiele szintek mérésére szolgdl. Mind az 6t szint mérésére 5-5 kérdés, tehat dsszesen 25 kérdés
talalhatd a tesztben. A teszt jogkoteles, az engedélyeket a szerzotdl megszereztik, és
hozzajarulasat kovetden kutatocsoportunk tagjai Gyoéry Akos vezetésével magyar nyelvre

forditottak. Mutatunk néhany példat a feladatokra.

Az els6 szintet mérd feladatok kozott szerepel az kovetkezo:

Melyik négyzet?
a. Egyik sem.
b. Csak G.

C. CsakFésG.
d. Csak Gésl
e. Mind az.
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Az alébbi feladat pedig a negyedik szint mérésére szolgal:

Tekintsiik a kévetkezo sikban megfogalmazott allitasokat:

I Két, ugyanarra az egyenesre merdleges egyenes parhuzamos.

ii. Egy egyenes, amelyik merdleges két parhuzamos egyenes egyikére, merdleges a
mdsikdra is.

iii. Ha egy egyenes minden pontja egyenlo tavolsagra van egy masik egyenestol,

akkor a két egyenes parhuzamos.

Az alabbi abran az m és a p egyenesek merolegesek egymdsra, az n és a p egyenesek is

merolegesek egymasra.

S
1l

v
z

A fenti allitasok koziil melyikbol kévetkezhet, hogy m és n parhuzamosak?

a.
b.

C.

Csak i-bal.

Csak ii-bal.

Csak iii-bdl.

i-b6l vagy ii-bol.
1i-bél vagy iii-bdl.

Ezzel a feladattal pedig a teszt szerint az 5-6s szint meglétét lehet mérni:

Egy F-geometriaban (ami kiilonbozik attol, amihez hozza vagy szokva) pontosan négy

pont van és hat egyenes. Minden egyenesnek pontosan két pontja van. Ha a pontok P, Q, R, S,
akkor az egyenesek {P; Q}, {P; R}, {P; S}, {Q; R}, {Q; S}, {R, S}.
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Ebben a geometriaban a metszi és a parhuzamos a kovetkezot jelenti: példaul {P; Q} és
{P; R} metszik egymast, hiszen P kozos pontjuk, mig példaul {P; Q} és {R; S} parhuzamosak,

mivel nincs kézos pontjuk.
Az alabbiak koziil melyik helyes?

a) {P; R} és {Q; S} metszik egymadst.

b) {P; R} és {Q; S} parhuzamosak.

C) {O; R} és {R; S} parhuzamosak.

d) {P;S}és {Q; R} metszik egymadst.

e) Az a)-d) dllitasok koziil egyik sem igaz.

A tesztet a kovetkezdképpen kell kiértékelni: egy kitolto elérte az adott tesztszintet, ha
az adott szinthez tartoz6 6t kérdés koziil legalabb négyre tudta a helyes valaszt, és az elbtte 1évo
szintek mindegyikénél a szintet mér6 6t kérdésbol legalabb négyre helyes valaszt adott. Az elért
szintek koziil a legmagasabb a kitoltd teszten elért szintje. Tehat egy tesztet kitoltd személy az
1. szinten 4ll, ha az els6 6t kérdésbdl legalabb négyre helyesen valaszolt, viszont a masodik 6t
kérdés koziil mar csak legfeljebb haromra tudta a valaszt. Egy kitltd a masodik szinten all, ha
az elsd ot, illetve a mésodik 6t kérdésbol legaldbb négyet-négyet helyesen vélaszolt meg,
viszont a harmadik szintet mérd 6t kérdésbdl mar csak legfeljebb haromra tudott jol valaszolni,
¢s igy tovabb. Egyes esetekben megkiilonboztetnek erds és gyenge Van Hiele szinteket, erds
szint esetén a fent emlitett szabaly alapjan minden elért szint kérdései koziil legalabb négyre
kell jo valaszt adni, mig gyenge szint esetén egy szintet elért a tanulo akkor, ha legalabb harom
kérdésre tudta a helyes valaszt, és a tanul6 szintje az a szint, ami utdn a kovetkezd szinten
legfeljebb két j6 megoldast adott. A tovabbiakban mi egy didk Van Hiele szintje alatt az erds
Van Hiele szintet értjiik.

I1.4. Fels6oktatas €s a szintek
Az egyetemistak geometriai megértési szintjének mérését megeldzték mas kutatasaink,
melyek részben egyetemistak, részben kozépiskoldsok korében zajlottak. A kozépiskolai
vizsgalatok eredményei fontos alapot adnak a dolgozatunk témajat jelentd kutatasunkhoz, ezért

roviden Osszegezziik Oket a dolgozatban.
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I1.4.1. Korabbi eredményeink

Korabbi kutatasaink soran felmértiik a magyar kozépiskolas didkok Van Hiele szintjét,
¢s azt sszehasonlitottuk a NAT altal el6irt adott korosztalyra vonatkozo szintekkel (Bereczky-
Zambo, Szabd, Muzsnay, Szeibert, 2022). Megfigyelhetd, hogy a NAT egymasra épiil6
elemekbdl felépithetd fejlodési folyamatot ir el6 [3] [7].

A 8. osztaly végére a didkoknak ismerniiik kell a haromszog fogalmat és fajtait, a
specialis négyszogek fajtait és ezek tulajdonsédgait, valamint a sokszdgeket — elsésorban a
szabalyos sokszdgeket. Emellett a kor és részeinek ismerete és adott feltételeknek megfeleld
ponthalmazok megtalalasa is szerepel az altalanos iskolai szakasz kimeneti koriilményei kozott.
A 9-12. osztaly végére mar azt varhatjuk a NAT alapjan a didktol, hogy a haromszogek ¢és
négyszogek fajtainak rendszerét atlassa, tudja, mi a haromszdg magassaga, sulypontja, beirt
kore és koriilirt kore, a szabalyos sokszdgek beirt és koriilirt kore és példaul Thalész tételével
is tisztdban legyen. Emellett képesnek kell lennie arra, hogy megértsen és megjegyezzen
indoklasokat, cafolatokat, kovetkeztetéseket és gondolatmeneteket, alkalmazni tudja ket akar
uj kornyezetben is és ismerjen bizonyitasi modszereket. Az altalanosités, konkretizalas, példak
¢s ellenpéldak keresése példaul egy indoklas hibdinak bemutatdsara; allitdsok, tételek
megfogalmazasa és bizonyitdsa direkt vagy indirekt modon szintén sziikséges és fontos
képesség a NAT szerint.

Lathatjuk, hogy ezek az elemek 1ényegében egyértelmiien megfeleltethetok a Van Hiele
szinteknek, ahogyan a kerettantervek bizonyos elemei is, melyeket itt terjedelmi okbdl nem
részleteziink. A NAT és a KET alapjan elmondhato, hogy egy tanulonak az altalanos iskolai 4.
osztaly végére az elso, 6. osztalyra a masodik, 8. osztalyra a harmadik szintre kell eljutnia, mig
a kozépiskola 12. osztalyara a negyedik Van Hiele szintet kell elérnie a NAT eldirdsai szerint.
Ehhez képest azonban a diakok 95%-a altal valasztott kozépszintii érettségi Van Hiele — elmélet
alapjan besorolhat6 geometria feladatai legfeljebb a harmadik szintet kovetelik meg. (Rékasi,
2021). Ez azért probléma, mert sokszor mind a tanarok, mind a didkok kizardlagos célja az
érettségi vizsgan valo jo teljesités (Csanyi—Pozsonyi—Szabo, 2014; Kovacs—Palotay, 2012),
amihez pedig nincs sziikség a bizonyitds iranti igény megjelenésére, azaz a negyedik szint
elérésére. Mindezek ismeretében megdobbentd, de érthetd, hogy 570 magyar kozépiskolas kora
diak — akik 1ényegében lefedik a magyar kozépiskolasok teljes spektrumat — Usiskin-féle
teszten elért eredményének atlaga 2,09 és 2,46 k6zott mozog. Emellett a gimnaziumi évek alatt
a geometriai megértési szintjiik nem valtozik (Bereczky-Zambo, Szabd, Muzsnay, Szeibert

2022; Gyory, Konya, 2018).
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11.4.2. Tesztelés az egyetemen

Annak érdekében, hogy megvizsgéljuk az elmélet és a teszt érvényességét felsbb,
egyetemi szinten, kitoltettiik az Usiskin-féle tesztet az ELTE matematika alapszakos els6éves

diakjaival, illetve a matematikatanar szakos els6éves diakjaival.

A felmérést eloszor matematika BSc-s hallgatok korében végeztiik. Ebben a
peridodusban 65 elsdéves matematikus hallgato toltotte ki a VHGT-t klasszikus, papiralapt teszt
formajaban 2016 tavaszi félévének kezdetekor és a félév vége utan kozvetleniil. Hasonlod
kisérleti beallitast alkalmaztunk 2018 tavaszi félévében 46 tanarszakos hallgato részvételével.
Ok az Edubase program hasznalataval toltotték ki a VHGT-t, szintén a félév kezdetekor és

annak lezarasa utan.

Mindkét csoporttal az egyetemi tanulmanyaik masodik félévében végeztik el a
kisérletet. Ennek egyik oka az volt, hogy igy mar egy féléven keresztiil egyetemi tananyagot is
tanulhattak matematikabol, volt idejiik alkalmazkodni az egyetemi élet kihivasaihoz szervezési
¢s tanulmanyi szempontbol. Mar sikeresen teljesitettek matematika targyakat, igy a félév
kezdetekor is elvarhato toliik, hogy ismerjék a matematikai fogalmak felépitését, tobbek kozott
azt is tudjak, hogy mit jelent az, hogy bizonyitas. Emiatt egészen biztosan meg kell lennie
benniik a bizonyitasi igénynek, nem csak geometridt, hanem a matematika minden teriiletét
illetéen — azaz legalabb a 4. van Hiele-szinten kell lenniiik. A masik ok az volt, hogy az elsé
egyetemi geometriakurzus mindkét szakon a II. félévre esik. A tesztet ezen kurzus megkezdése
elétt, majd fél évvel késébb a sikeres geometriavizsga utan Kkitdltetve ugyanazokkal a
hallgatokkal az els¢ mérés eredménye a gimnaziumi tanulmanyaik soran elért geometriai szintet
mutatja, a masodik mérés eredménye pedig az elsé geometriai kurzus soran elért szintet. A két

szint kiilonbsége megmutatja, az adott hallgaté mennyit tudott fejlddni a kurzus segitségével.

A tesztek kitoltése eldtt kiilonbozo eldfeltevéseink voltak, igy példaul valdszintsitettiik,
hogy a matematika irdnyban tovabbtanul6 hallgatok a két legmagasabb, tehat a 4. és 5. szinten,
vagyis a NAT alapjan legalabb 12. osztalyos szinten fognak allni geometriabol. Ezen kiviil
pedig azoktol, akik a 4. szinten allnak, a geometriakurzus elvégzése soran szintemelkedést
vartunk. Ennek ellenére a kozépiskolai felméréseink eredményei alapjan elképzelhetdnek
tartottuk azt is, hogy lehet akér par olyan hallgatd, aki csak 3. szinten 4ll, az 6 esetlikben viszont
a Van Hiele elmélet értelmében a megértési szintjiik a kurzus elvégzésével sem emelkedhetett,
részben a szintek egymadsra €piilése részben pedig az elmélet kommunikaciods vetiilete miatt,
hiszen egy egyetemi geometriaéran az oktaté minden bizonnyal magasabb szinten targyalja a

tananyagot, mint amilyenen eredetileg 6k voltak. Azonban az az eshetdség, miszerint valaki fél
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éven keresztiil tanulhat az egyetemen geometriat és levizsgazhat beldle anélkiil, hogy a NAT

szerinti 12.-es szintet elérhetné, elsore valdszeriitlennek tiint.

11.4.2.1. A VHGT teszt eredményei

Matematika BSc Matematika tanarszak
1. kitoltés (db) | 2. kitoltés (db) | 1. kitoltés (db) | 2. kitdltés (db)
3. tesztszint 27 11 23 24
4. tesztszint 0 0 0 0
5. tesztszint 38 17 23 22
3.—5. ugras 0 7
5.—3. visszaesés 0 6

1. tablazat: Az elsoéves matematikus és matematika tandrszakos hallgatokkal kitoltetett
VHGT-k eredmeényei

A tablazat els6 oszlopaban lathatjuk, hogy a 65 BSc hallgat6é koziil az elsé kitoltés
alkalmaval 27 f6 volt a teszt eredményei alapjan a 3. szinten, 38 f6 pedig az 5. szinten. Nem
volt egy hallgato sem, akit 4. szintre sorolt a teszt. A masodik oszlopban lathatjuk, hogy az
Osszlétszdm a masodik kitoltetés alkalméval csokkent, Gsszesen 28 {6 toltotte ki Ujra a tesztet.
Az alacsonyabb létszamnak az az oka, hogy nem tudtunk minden didkot elérni a vizsgaiddszak
végeztével. A tesztet masodszor is kitoltd 28 {6 koziil 11 6 teljesitett 3. szinten, 0 f6 4. szinten,
17 16 6todik szinten. Az als6 két sorban lathato 0 értékek azt mutatjdk, hogy nem volt olyan,
aki a harmadik szintrdl az 6todik szintre ugrott volna vagy az 6tddik szintrdl a harmadik szintre
esett volna vissza a teszteredmények alapjan. A masodik kitoltéskor 3. szinten teljesitd 11
hallgat6 akoziil a 27 £6 kozil kertilt ki, akik elsd alkalommal is 3. szinten toltotték ki a tesztet.
Hasonloan, az a 17 {6, aki a kurzus végén 5. szinten volt, mar a kurzus elején is 5. szinten

teljesitett.

A tablazat harmadik oszlopaban lathatjuk, hogy a 46 tanarszakos hallgato koziil az els6
kitoltéskor 23 f6 volt a teszt eredményei alapjan a 3. szinten, 23 f6 pedig az 5. szinten. Nem

volt egy hallgatd sem a 4. szinten. Ebbdl a csoportbdl mindenki kitoltotte a tesztet a masodik
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alkalommal, a sikeres vizsga utan is. A teszteredmények alapjan 24 {6 teljesitett 3. szinten, 22
6 0todik szinten és ezttal sem volt senki, akit 4. szintre sorolt a teszt. Ebben a csoportban 7
hallgat6 esetében fordult eld harmadikrol 6tddik szintre ugras, 6 esetben pedig 6todik szintrdl

harmadik szintre visszaesés a VHGT eredményei alapjan.

11.4.2.2. A teszteredmeények értelmezése és az altaluk kijelolt kutatasi kérdések

A fenti eredményekkel kapcsolatosan szeretnénk kiemelni és értelmezni néhany
észrevételt. Az elso ilyen észrevétel, hogy BSc-s didkoknal és a tanarszakosoknal is minden
hallgato, aki értékelhetd teljesitményt nyujtott, vagy az 6tddik, vagy a harmadik szinten all(t).
Ez két szempontbdl is problémads jelenség. Egyrészt, elképzelhetetlennek tlint, hogy matematika
szakos hallgatok a NAT szerint egy 8. osztalyostol is elvarhat6 szinten alljanak; emiatt mar az
elsd kitoltetés utan felmeriilt a gyanink, hogy a teszt hibas. Mésrészt, a hallgatok kozott nem
volt 4. szinten 1év0 didk — aki elérte a negyedik szintet, az az 6todiket is. S6t, szamos olyan
hallgatd is volt, aki a 3. és 5. szint kérdéseit jol toltotte ki, a negyediket viszont nem. (Ilyenkor
a szabalyok szerint 3. szinten all az illet6.) Ez ellentétben all a szintek egymasra épiilésével.
Mar maga Usiskin (1982) is, amikor megalkotta a tesztet, azt sejtette, hogy ez a teszt az 5.
szintet nem jOl méri, és a szakirodalomban tobb helyen is taldlunk erre vonatkozé kétségeket
(Wilson, 1990; Usiskin & Senk, 1990; Senk et al., 2022). Azonban, mint mar emlitettiik, a
tesztet kordbban fOként 1-2. szint koril mozgéd didkok korében toltotték csak ki, olyan
alanyokkal nem, akik elérhették volna a magasabb szinteket. A mi eredményeink tovabb
erGsitik a korabbi kétségeket arrol, hogy az 5. szintet valoban lehet-e mérni és hogy ezek a

kérdések tényleg mérik-e az 5. szintet.

Megfigyelhetd volt az is, hogy az alapszakos hallgatoknal nem volt szintugras, mig a
tanarszakosoknal el6fordult harmadik szintrdl 6todikre vald ugras és 6todikrdl harmadik szintre
vald visszaesés is a fél év eltelte soran. Utobbi jelenség annak mond ellent, hogy a Van Hiele-
elmélet alapjan nincs visszafejlodés a geometriai megértésben, egy mar megszerzett szintet nem
lehet elvesziteni. A szintugrdsok pedig a Van Hiele-elmélet kommunikacids vetiiletének
mondanak ellent, amely szerint csak abban az esetben torténhet szemléletfejlodés, ha az oktato
¢s a hallgato kozti kommunikacié megfeleld. Tehat az elmélet azt sugallja, hogy az év elején 3.
szinten teljesitd hallgato a félév végén, a geometriakurzus ellenére sem valt szintet, ugyanis az
egyetemi oktaté altal alkalmazott nyelv szintje magasabb az &vénél: egy egyetemen

matematikat oktatd tanar minimum 4. szintet var el a hallgatosagtol. Ezzel szemben 111
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tanulobol mégis volt hét olyan, aki az els6 forduloban 3., majd a masodik forduldban 5. szinten

teljesitett.

A fentiek alapjan személyes meggy06zddésiinkké is valt az, amit mar maga Usiskin
(1982) is felvetett: validalni kell a teszt eredményeit, vagyis tesztelni kell a tesztet. Annak
érdekében, hogy ellendrizziik, valosak-e a meglepd eredmények, interjura hivtuk be a
hallgatokat, azokat is, akik 3. szinten toltotték ki a tesztet és azokat is, akik 5. szinten

teljesitettek.

11.4.3. A teszt tesztelése — Interjuk

Az interjuk a kovetkezOképpen zajlottak: Az 0sszes didkot behivtuk egy interjira. Az
interjun altalaban a kutatocsoport két-harom tagja vett részt és a didkok 1-3 f6s csoportokban
jelentek meg. Minden alkalommal ugyanazokat a kérdéseket tettiik fol, és amikor egyszerre
tobb f0 vett részt az interjun, figyeltiink arra, hogy mindenkirél megkapjuk a sziikséges
informaciokat. Ez az informdcid az volt, hogy az illet6 valoban a teszt altal kimutatott szinten

van-e geometriabol. Mindenkinek az alabbi két kérdést tettiik fol:

1. feladat: Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott egyenestol d

tavolsdagra vannak?

2. feladat: lgaz-e, hogy minden haromszégnek létezik koréirt kore?

Elsésorban az elsd kérdésre adott reakcidkra voltunk kivancsiak. A valaszok mindségébdl
egyértelmiien lehet kovetkeztetni a hallgatdo Van Hiele szintjére. ElsGsorban azt szerettiik volna

megtudni, hogy:
1. Megadja-e a helyes valaszt.
2. Felmeriil-e benne a bizonyitas igénye.
3. Latja-e, hogy a bizonyitas két részbdl all.
4. Ad-¢ egy eljarast arra, hogy hogyan vette fel a két parhuzamos egyenest.
5. Visszavezeti-e a problémat egy masik problémara.

6. Visszavezeti-e a problémat az axiomakig.
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Azt gondoljuk, hogy a 4. van Hiele-szintet eléréknek a fentiek koziil legalabb az 5.
pontig el kell jutnia. Felkésziiltiink arra is, hogyha valaki nem jutna el a 2-3. pontig. Azért, hogy
ezeknek az interjualanyoknak ne legyen kudarcélménye, feltettilk a masodik kérdést is.
Sejtettiik, hogy erre a kérdésre jol fognak valaszolni a hallgatok, ugyanis ez a kérdés a

matematika érettségi tételek kozott is szerepel.

A BSc hallgatokkal készitett interjik sordn leszirt tapasztalatok azt mutattdk, hogy a
teszt a negyedik szintig jol mér, megbizhatoak az eredményei. Ez alapjan egy évvel késébb a
tanarszakos hallgatokkal mar nem az els6 kit6ltés utan végeztiink interjukat, hanem a kurzus
sikeres teljesitését kovetden. Ezzel az volt a célunk, hogy azt vizsgalhassuk, milyen hatassal
volt a kurzus a hallgatok fejlodésére, valoban igaz-e, hogy akik nem érték el az elvart bemeneti
szintet, azok nem tudtak fejlédni. A tanarszakosok koziil foként azokat a hallgatdkat hivtuk be,
akik valamelyik alkalommal nem érték el az 5-0s szintet, de kontroll kedvéért néhany hallgatot
azok koziil is behivtunk, akik mindkét alkalommal 5-6s szinten teljesitettek. Amikor valaki nem
mindkét alkalommal 5-6s szinten teljesitett, az vagy azt jelentette, hogy a félév soran szintvaltas
tortént, vagy pedig azt, hogy a hallgaté mindkét alkalommal 3. szinten irta meg a tesztet. A
szintvaltds a teszteredmények alapjan mindkét irdnyba megjelent. Ezekrdl az esetekrdl a

késObbiekben irunk.

A tanarszakosoknal a 2. kérdés az alapszakos hallgatoktol eltéréen az volt, hogy van-e
minden haromszognek beirt kore. A harminckét valaszolobol négy azt mondta, hogy igen,
huszonnyolc pedig azt, hogy nem mindig. Voltak olyan interjlialanyok, akiknek miutdn nem
sikertilt bebizonyitaniuk, hogy minden haromszdgnek van beirhato kore, feltettiik azt a kérdést,
hogy van-e minden haromszdgnek koréirt kore. A hallgatok koziil volt olyan, aki miutan ezt

megoldotta, be tudta latni a beirt korre vonatkoz6 tételt is.

A teljesség kedvéért a dolgozatban nem csak Osszefoglaltuk az interjik soran

tapasztaltakat, hanem néhanyat pontosan le is irtunk.

11.4.3.1. Példak alapszakos interjukra

Koszonés és leiiltetés utan foltettiik az 1. kérdést. (Hol helyezkednek el a sikon azok a
pontok, amelyek egy adott egyenestol d tavolsagra vannak?) A didkok altaldban gyanakvoan
néztek, keresték a csapdat. Megmondtuk nekik, hogy nem arra vagyunk kivancsiak, hogy

tudjdk-e a helyes valaszt, hanem a valaszadas kozbeni reakcidikat figyeljiik. A tablara
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felrajzoltunk egy egyenest ¢s téle tavolabb egy d hossza szakaszt, majd megkezdddott a

feladatrol valo beszélgetés. A dolgozatban kozolt interjukban és interjurészletekben K jeloli a

kérdezbt, azaz az interju készitdjét, V a valaszadot, azaz a hallgatot, akivel az interja késziilt.

Az interjuk itt k6zolt leirata a rogzités utani, nyers verziok szerkesztett valtozata, amelyben a

Iényeg kiemelése érdekében a szdismétléseket és egyéb, élészoban jellemzo6, de az irott

szovegben zavaro jelenségeket kiiktattuk.

S A S A

< A < A <A

Mi a feladat megoldasa?
Hat két egyenes.

Rajzolja be, hogy melyik két egyenes. (A hallgaté odament a tabldhoz és felrajzolt két

latszolag parhuzamos egyenest.)

Es miért pont ez a két egyenes? Most elegend6 nekiink az, ha csak az egyik egyenesrdl

besz¢l, latjuk, hogy a masiknal ugyanaz a helyzet.

Mert az egyenest azt ugy kapjuk, hogy merélegest bocsatunk az eredetire, felmériink d
tavolsagot, ami megad nekiink egy pontot és ebben a pontban merdlegest bocsatunk az

eldbbi egyenesre.

Es hogyan bizonyitan be, hogy ez az egyenes a vélasz?

Azt kell megmutatni, hogy az egyenes minden pontja jo, €s mas pont nem j0.
Es azt hogy mutatnd meg?

Felveszek az egyenesen egy tetszleges pontot (kozben rajzol) és ebbdl a pontbdl
merdlegest bocsatok az eredeti egyenesre (felrajzolta az dbrara a harmadik derékszoget
is). Es akkor ez egy téglalap, tehat a szemben 1év6 oldalai megegyeznek. (Itt mér tudtuk,

hogy az interjlialany a 4-5. szinten van, de folytattuk a kérdezgetést.)
Honnan tudja, hogy ez téglalap?

Onnan, hogy négy derékszoge van.

En csak harmat latok.

De akkor a 4. is derékszog.

Miért?

Mert egy négyszog belsd szogeinek az 6sszege 360°.
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Ez miért igaz?
Huzzunk be egy atlot, és az a két haromszog egybevago.

Honnan tudja, hogy ez a két haromszog egybevagd?

S A S A

Hét mert mindkettének van egy szdge, ami derékszog, €s ezen feliil még egy szoge, ami

megegyezik, és egy oldaluk pedig k6zos.

K: Es miért egyenlek azok a szogek?
V: Mert valtoszogek.

K: Miért?

V:

Mert az abra szimmetrikus.
Itt megkdszontiik a részvételt és elkdszontiink.

Az interju soran lathattuk, hogy a hallgatoban megvan a bizonyitas iranti igény, latja,
hogy a bizonyitas két f6 részbdl all, egyarant meg kell mutatni azt, hogy az egyenesnek minden
pontja jo és azt is, hogy mas pontok koziil viszont semelyik nem jo. Az indoklasaiban torekszik
arra, hogy ismert tételekre, definicidkra vezesse vissza a problémat, amit meg is tud tenni. Ezek

alapjan egyértelmiien rendelkezik legalabb a negyedik van Hiele-szinttel.

A valaszadok koziil tobben eljutottak a téglalap felrajzolasaig, és ettdl a ponttdl tobb
eltérd bizonyitast is adtak. Volt, aki a négyszog szogeinek Osszegét ugy indokolta, hogy
felosztotta azt két haromszdgre €s azt mondta, hogy a haromszog belsd szogeinek dsszege 180°.
Ilyenkor megkérdeztiik, hogy ezt honnan tudja. Valaszként felrajzolt egy haromszoget a tablara,
melynek egyik oldalegyenesét a vele szemben taldlhat6 csticsba tolta el és meghosszabbitotta a
tobbi oldalegyenest is. Felhasznélva, hogy az eltolds szogtartd €s hogy metszé egyenesek
metszéspontjaban keletkezd csticsszogek egyenld nagysaguak, belatta, hogy a haromszog
szogeinek Osszege 180° azaz a klasszikus bizonyitast mondta el. Mi itt csak arra figyeltiink,
hogy a megfeleld résznél valoban kimondja-e a parhuzamossagi axidmat, vagy legalabbis utal-
e rd. Olyan is volt, aki berajzolta az oldalak felezOpontjait és megmutatta, hogy az abra
(négyszog) szimmetrikus. Interjuztattunk olyan hallgatot is, aki ezek kozott az allitasok kozott
korbe-korbejart a beszélgetés alatt. A téglalap belsd szdgeinek Osszegét visszavezette a

haromszog belsd szogeinek Osszegére. Innen Ujra eljutott az eredeti feladathoz, majd az
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ekvivalens allitdsok kozott tovabb mozgott — de nem jutott eszébe, hogy visszavezesse a

feladatot az axiomakig.

El6fordult olyan hallgaté is, aki masképp adta meg az egyenest: az eredeti egyenesen
kijelolt két kiilonbozo pontot, merdlegest bocsajtott a két pontban az eredeti egyenesre, felmért
d-d tavolsagot, majd az igy kapott pontokra illesztett egyenest. Majd azt mondta, hogy ez az
egyenes parhuzamos az eredetivel. (Az interjinak csak a szdmunkra legrelevansabb részletét

emeljiik ki a kdvetkezd bekezdésben.)

K: Mit jelent az, hogy parhuzamos?
V: Hogy nem metszik egymast.

(Ilyenkor ugy rajzoltuk az abrat, hogy valahol tavol a felrajzolt egyenes elmetszi az eredeti

egyenest.)
V: Ilyen nem lehet.

K: Miért? (Itt kicsit tobbet gondolkozott a tanuld, de raérzett arra, hogy a kapasbol

felmeriil6 valaszok nem lennének helyénvaldak.)

Rovid gondolkodas utan azt valaszolta, hogy szimmetriai okok miatt a tuloldalon is lenne egy

metszéspont. Két egyenesnek pedig nem lehet két metszéspontja, hacsak nem egyeznek meg.

Mind a valasz alapos végiggondolasa, mind az indoklas helyessége azt tamasztja ala,
hogy ez a hallgatd is legalabb negyedik van Hiele szinten van. Akadt azonban olyan
matematika BSc-s hallgatoé is, aki kevésbé mintaszeriien valaszolt a kérdésre. Bemutatunk egy

ilyen tipusu interjut is. A kérdésfeltevést kovetden az aldbbiak hangzottak el:

Hét 2 egyenes.

Melyik kett6?

Hat ez meg ez (felrajzolta a tablara).
Es miért az?

Héat mert ez az egyenes.

A S A S A S

De hogy kapta meg ezt az egyenest?
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(Ekkor 6 is megadta jol az eljarast, amivel az egyenest felvette. — Altalaban igy tortént a tobbi,
hasonlo jellegli interjukezdés utan is. Kevesen voltak, akik az eljarast is hibasan vagy hianyosan

mondtak el.)
K: Es miért ezek azok a pontok?
V: Mert ezek vannak rajta az egyenesen.

Ezen a ponton nyugtaztuk, hogy erds segitséggel sem kelthetd fel a bizonyitas iranti igény a
hallgatoban, azaz legfeljebb harmadik szinten lehet. Gyorsan témat valtottunk és megkérdeztiik,

hogy van-e minden haromszégnek koréirt kore.

A tovéabbiakban az interjukbdl csak részleteket emeliink ki, amelyeket fontosnak tartunk

egy-egy jelenség szemléltetéséhez.

A szerkesztési eljarast mas formaban is megadta egy interjlialany, az aldbbi modon: az
eredeti egyenesen kijelolt két kiilonbdzo pontot, merdlegest bocsajtott a két pontban az eredeti
egyenesre, felmért d-d tavolsagot, majd az igy kapott pontokra illesztett egyenest és innen nem
jutott tovabb. Innen kicsit koriilményesebb is az altalunk ismert bizonyitas. Ezt az is mutatja,
hogy szamos 5. szintii hallgaté is eldszor igy vette fel az egyenest, majd, amikor megkérdeztiik,
hogy ennek az egyenesnek miért j6 minden pontja, akkor hirtelen taktikat valtott, masképp vette

fel az egyenest, mert latta, hogy az a modszer célravezetobb.

Azoknal, akik nem tudtdk megvalaszolni az eredeti kérdést, minden esetben feltettiik a
haromszog koréirt korével kapcsolatos kérdésiinket is. Egy hallgato kivételével kis ravezetés
utan mindenki tudta, hogy igen, 1étezik minden haromszognek koréirt kore és ez az oldalfelezd
merdlegesek metszéspontja. Minden alkalommal lerajzoltuk Gigy a harom egyenest, hogy nem
egy pontban metszik egymast. Ekkor elmondték, hogy ez lehetetlen, ezek egy pontban metszik
egymast és sikeriilt indokolniuk is. Erdekesség, hogy egy hallgat6 ugy bizonyitotta ezt be, hogy

rajzolt egy haromszoget, koré egy nagy kort €s annak a sugarat kezdte el csokkenteni.

11.4.3.2. Példak tanarszakos interjukra

A tanarszakosok, akiket késObb teszteltiink, abban kiilonbéznek a matematika BSc

szakosoktol, hogy nekik részben mas a tananyag: naluk nagyobb hangsulyt kap az elemi
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geometria (hiszen késébb a kozépiskoldban is azt kell tanitaniuk), ezért az altaluk tanult
anyagrész kozelebb all az Usiskin-féle teszt kérdéseinek a szelleméhez. Ugyanakkor kevesebb
,magas matematikat” tanulnak, mint az alapszakos hallgatok. Az azonban elmondhatd, hogy
bar mashogyan €és mast tanulnak a tanarszakosok, ezen a képzésen is elvaras veliik szemben az
elsé feélév végén, hogy kialakuljon benniik egyfajta alapveté matematikai kultira, melynek
része a bizonyitds iranti igény is. Ez valtozé mértékben teljesiilt a kutatdsunkban vizsgalt

hallgatdkra, ahogyan az alabb kozolt interjuk soran is lathatjuk.

Alabb egy olyan hallgat6 valaszaibol idéziink, aki az els6 alkalommal 5-6s, méasodik
alkalommal 3-as szintet ért el a teszten, viszont az interju soran kétséget kizaroan meg tudtuk

allapitani, hogy valdjaban csak 3-as szinten van.

K: Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott egyenestdl d tavolsagra

vannak?

V: Tehat van egy egyenes, nevezziik e-nek, és egy d tavolsag, vagyis egy szakasz. (K6zben
rajzolja.) Ezt most szerkesszem meg neked, vagy csak mondjam el, hogy hol vannak
azok a pontok?

(Megkertiik, hogy mondja meg, hol vannak a pontok. Ezt sikeresen megtette, majd ezutdn

megprobaltuk ravezetni arra, hogy ezt bizonyitsa is be.)
K: Es ez biztos?

\Y Miért ne lenne az? Szerintem biztos.

K: Es miért biztos ez akkor?
\

Az e egyeneshez kettd parhuzamost szerkesztettiink, és mivel parhuzamosak, és ezt
tudom, mert ugyanazt a... Ohm. Mivel kettd helyen is felmértem, és a végpontokat
kotottem dssze, ezért biztos, hogy parhuzamost kaptam, mert hogy barmelyik

kovetkezd ponton néznék egy merdlegest, akkor az is ugyanugy d tavolsagra lenne.
K: Es miért lenne az is?
V: Mert parhuzamos.

K: Es nem lehetne példaul ugy, hogy: (ekkor dsszekotottiik a két kijeldlt pontot egy olyan

gorbével, ami nem d tdvolsagra volt e-t6] minden pontban).

V: Ez nem egyenes. Nem tudom mire vagy kivancsi most még.
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K: Be tudnad-e latni, barmelyik pontrol, hogy ezek jok, vagyis, hogy ezek mind d

tavolsagra vannak?

V- Szerintem nem tudnam belatni, marmint most ide tudnék huzni, de ez nem szamitana

belatasnak...

Ezutan rogton attértiink a masodik feladatra. Lattuk, hogy tobb ravezetd kérdés kell
ahhoz, hogy egyaltalan probaljon érdemi indokldst adni a hallgatd, nem csak az eljarast
ismertetni, viszont ezutan sem €r célt, a bizonyitas iranti igény mellett a képesség terén is mutat
hidnyossadgokat. Azt mindenképpen pozitivumként értékeljilk, hogy az utolsd idézett
mondatabol itélve képes érzékelni, mit tekinthetiink bizonyitdsnak és mit nem — talan mar jo
uton volt ahhoz, hogy elinduljon a harmadik szintrdl a negyedik felé, de az interju pillanatdban

még hatarozottan az eldbbihez tartozott.

Volt olyan 3-as szintii hallgato, aki tobb alkalommal is az altala rajzolt abrara igyekezett

tamaszkodni, nem tudott elvonatkoztatni tdle és altalanossdgban gondolkozni.
(A masodik, haromszog beirt korével kapcsolatos kérdés bizonyitési probalkozasabol idéziink.)

V: Viarjal, rajzolok egy jobbat, hatha kitalalok téle valami okosat.

K: Jo, és akkor egyaltalan 1étezik ez a metszéspont? Kettd metszéspontjat ugye mindig ki

tudjuk valasztani, de a harmadik biztos, hogy ugyanott metszi dket?

V: Szerintem mindig metszik egymast. Varj, most rajzolok egy nagyon absztraktat. Hat,
ebbol nem latok sokat... Erre nem tudok biztosat mondani, de ha kéne, tuti azt

mondandm, hogy metszik.

Az abrdhoz vald ilyen mértékii ragaszkodds (és mellette a szinte teljesen hianyzo

bizonyitasi igény) szerencsére ritkan fordult elo.

A kovetkezé példa is alatamasztja a 4. szint finomitasanak sziikségességét, hiszen
lényegi kiilonbség van példaul a bizonyitasi igény megjelenése, és a kiillonb6z0 nehézségii
bizonyitasok elvégzése kozott, valamint abban is jelentds kiilonbségek mutatkoznak, hogy a
hallgaték milyen bonyolultsagu allitasokra vezetik vissza a kérdést a bizonyitds soran. Az

alabbi részlet egy interjii masodik felébdl, a haromszog koréirhatod korével kapcesolatos részbol
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szarmazik. A hallgat6é eljutott addig, hogy a koréirhaté kor kozéppontja az oldalfelezd

merdlegesek metszéspontja, majd az aldbbi parbeszéd zajlott:

V: (...) Es most megint meg fogod kérdezni, hogy ezek minden esetben metszik egymast?
Mert arra nem tudok valaszolni, de mivel van mindegyik haromszdg minden oldaldnak
szakaszfelezé merdlegese, ezek pedig egy pontban metszik egymast - ezt nem tudom

bizonyitani, - akkor biztos, hogy van koréirhato koriik is, az dsszesnek.

K: Most mar akkor tényleg csak az van hatra, hogy ezek egy pontra illeszkednek. Probald

meg, aztan legfeljebb megylink tovabb, ha nem megy, nem muszaj.

V: Gondolkodom. De akkor ezt most mar feltehetem, hogy van koréirhato kore, vagy ezt

csak akkor tehetem fel, hogyha ezt mar bebizonyitottuk?

Itt arra lathattunk példat, amikor a bizonyitasi képességek voltak hidnyosak. Bar az
igény megjelent az indoklasra, nem latta a hallgato, hogy mi az, amit fel szabad hasznalnia a

bizonyitas soran és mit nem, nem volt 6tlete, hogy hogyan kezdje el egyaltalan a bizonyitast.

Sok esetben pont a bizonyitési igényrdl vilaglott ki, hogy nem tul erds, ha van egyaltalan:
Van-e minden haromszognek beirt kore?

Van.

Es miért?

Mert a kdzéppontja a (...) szogfelezOk metszete.

Es ez miért igaz?

< A S A <A

Mert ezt tanultuk az iskolaban.

Ezutan nem folytatta a hallgato, egyaltalan nem érezte, hogy valaszat ebben a forméaban
egyaltalan nem tekinthetjiik indokldsnak. Nem probalta még végiggondolni, hogy amit
,tanultak az iskolaban”, az miért van ugy — pedig mar egy félévet tanult az egyetemen, ahol,
ugyan geometriat nem tanult, de mas targyakat igen és igy a szemlélete részévé kellett volna

vélnia annak, hogy mindent indokolni prébaljon.
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Egy masik példa a bizonyités iranti igény hidnyara:

(Miutan nem sikeriilt a beirhato kor meglétét bizonyitania egy masik hallgatonak, feltettiik neki

crer

Van-e minden haromszognek koré irhato kore?

Van.

Es miért?

Mert az oldalfelezé merdlegesek mindig metszik egymast, egy pontban.

Miért?

< A S A <A

Nem tudom, mert igy mikodik a matek.

Ezt kimondva kis szilinet utdn a hallgaté megadta a klasszikus bizonyitast, két ponttol
egyenld tavolsagra 1évé pontok mértani helyével, ,,Ja, igen, ez volt a bizonyitas...” és miutdn
ezt megoldotta, a beirt kdrre vonatkozo tételt is be tudta bizonyitani, azonban kijelenthetd, hogy

az igényt csak erds kiilsé motivalasra lehetett felszinre hozni.

11.4.3.3. Az interjuk elemzésébol levonhato kévetkeztetések

A tandrszakos hallgatdk interjii alapjan egyértelmiien lathato volt, hogy aki legalédbb
egyszer akar az els6, akar a masodik alkalommal a 3. szinten toltotte ki a tesztet, az valdjaban
a 3. szinten van. Azaz, sem a szintugrasok, sem a visszaesések nem valdsak. Az interjuk soran

kideriilt a jelenségek valds magyarazata is.

A latszolagos szintugrasok hatterében az all, hogy a tanarszakosoknal az Edubase
programnak a segitségével végeztiik a tesztelést. Sajnalatos moédon a program a kitdltést
kovetden megmutatta az elrontott valaszokat és azok helyes megoldasat is. fgy a diakok koziil
voltak néhanyan, akik emlékeztek, hogy el6z6 alkalommal mit rontottak el, és ez alapjan tudtak
javitani az eredménytiiket. Koztiik két hallgato is volt, aki egy év orvosi egyetemi képzés utan
jelentkezett at a tandrszakra, igy a gyors €s hosszu tdvli memorizalas terén rendkiviil rutinosak

voltak.
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Ahogyan azt kordbban emlitettiilk, az elmélet az 5. szintrél vald visszalépést sem
engedné, ennek ellenére voltak olyan tanulok, akik bar 5. szintet értek el az elsd teszten, a
masodikon 3. szinten teljesitettek. Az interjik soran kideriilt, hogy 6k azon kevés emberek kozé
tartoztak, akik igen jo érzékkel tudtak tippelni — lehet véletleniil jol kitolteni egy tesztet. A
véletlen jelleget igazolja az is, hogy méasodjara mar nekik sem sikeriilt jol tippelni €s a jo helyett
rossz valaszt jeloltek, mivel nem volt tényleges megértés a kezdeti jO valasz hatterében.
Megallapithatd tehat, hogy a Van Hiele-elmélet ezen része egyetemi szinten sem vezet

ellentmondasra.

A latszolagos szintugrasokat és visszaeséseket az interjuk alapjan korrigalva az alabbi

eredménytabldzatot kapjuk:

Matematika BSc Matematika tanarszak
1. kitoltés (db) | 2. kitoltés (db) | 1. kitoltés (db) | 2. kitdltés (db)
3. tesztszint 27 11 24 24
4. tesztszint 0 0 0 0
5. tesztszint 38 17 22 22
3.—5. ugras 0 0
5.—3. visszaesés 0 0

2. tablazat. Az elsoéves matematikus és matematika tandrszakos hallgatokkal kitoltetett
VHGT-K interjuk alapjan korrigalt eredményei

A korrigalt eredmények alapjan is problémas jelenség maradt az, hogy egy hallgaté sem
teljesitett negyedik szinten, illetve az is, hogy tobb, harmadik szintre sorolt hallgato helyesen
toltotte ki az 6tddik szintre vonatkozo kérdéseket a VHGT-ben. Ez alapjan a szintek mérésére
szolgald teszt az 5. szinten megbukott, a szakirodalomban megfogalmazott kétségek igazolast
nyertek azt illetden, hogy ha létezik is 5. szint, nem biztos, hogy mérhetd — legalabbis ez a teszt

biztosan nem azt méri.
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11.4.4. Tul a Van Hiele szinteken

A kovetkezd néhany fejezet tartalmat cikk formajaban benytjtottuk egy folyoirathoz. A

kézirat a kapott biraloi vélemények alapjan atdolgozas alatt 4ll.

A Van Hiele elmélet kommunikaciés része nem vezetett ellentmondésra az egyetemi
kisérletiink alapjan. A Van Hiele-¢€k altal meghatarozott szintek valéban egymasra épiilnek, és
a 4. szintig jol mérhetéek az Usiskin altal 1étrehozott teszttel. Ami viszont nem igaz, az az, hogy
kizarolag ezek a geometria megértésének lehetséges szintjei. Az els¢ harom szint csak
alakzatokkal foglalkozik, viszont a geometria egyaltalan nem csak sikbeli alakzatokrol szol,
foként nem csak a parallelogrammadrél, hanem sok minden masrol is. Az igaz, hogy léteznek
olyan tipikus megértési szintek, amelyek egymadsra épiilnek és igaz rajuk a Van Hiele elmélet,
de ez nem jelenti azt, hogy ne lehetne felirni masféle szinteket is, amik nincsenek ellentétben a
Van Hiele elmélettel. Azt gondoljuk, hogyha az egész geometriat kell a tesztnek lefednie, akkor
nincs bizonyitva, hogy ez a teszt azt is méri. Nem tudjuk, hogy aki itt 5. szinten teljesit, az a
geometria mas teriiletén, mas értelmezésénél hogyan szerepelne.

Az Usiskinre hivatkozo cikkek alapjan Ggy tlnik, hogy 1980-ban ezt a tesztet
egységesen jonak itélték a vilagban. Azdta is hasznaljak €s mukodik, leszamitva egyetlen
elemet. Ez a kivétel, amely sok helyen, mar maganal Usiskinnél is megemlitést nyer, nem mas,
mint az 5. szint, melynek nem-miikodése kutatasunk soran pedig be is bizonyosodott.
Tapasztalataink azt mutatjdk, hogy még a matematikaval komoly szinten foglalkozo
egyetemistaknal sem meriil fel trividlisan az 5. szint, azaz a més axidmarendszerben, €s a mas
geometridban vald gondolkodas és bizonyitas képessége. Ugyanakkor egyaltalan nem igaz,
hogy tudni kell a mi geometriai rendszeriinkben bizonyitani ahhoz, hogy valaki axiomatikusan
gondolkozzon egy masikban. A teszten nem véletleniil tapasztaltuk, hogy 12 olyan hallgaté is
volt, aki teljesitette a 3. szintet és az 5. szintet is, de a 4. szint nem sikertilt neki. Az 5. szint,
ugy gondoljuk, megbukott, mert hol bukhatna meg mashol, mint egy egyetem matematika
szakan; és foleg azért, mert a vildgon nagyon kevesen jutnak el oddig, hogy lehetdségiik legyen
ilyen szinten gondolkozni. Ezt a szintet lehet, hogy be kellene illeszteni valahova, de az nem
igaz, hogy linedrisan fejlédik és a 4. Van Hiele szint utan kovetkezik, hanem ennek a szintnek
a fejlédése parhuzamosan torténik a matematikai érettséggel, €s nem pedig a geometriai

megértéssel.
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11.4.4.1. A negyedik szint finomitasa

A Van Hiele hazaspar altal megalkotott elmélet tovabbfejlesztésének egy lehetséges
irdnya a 4. szint finomitasa és az elmélet kibdvitése tovabbi lexikai tudassal. Tobb feltételezett
tuddsanyagra épitve Osszetettebb kérdések feltevésére nyilik lehetdségiink. Ez a gondolat azért
is meriil fel, mert a van Hiele-elmélet a legjobb szandékkal nézve sem fedi le a teljes
kozépiskolai, még kevésbé az egyetemi geometria tananyagot és gondolkodast. A negyedik van
Hiele-szint finomitasanak sziikségességét egy feladaton keresztiil szeretnénk illusztralni, amely
az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny (OKTV) masodik forduldjaban keriilt kitizésre
a II. kategoria versenyz6i szamara a 2021-2022-es tanévben [4]. A verseny 3 fordulobol all és

3 kategoriaba soroljak a résztvevd didkokat a heti matematika 6raszamuk alapjan.

A feladat:

A hegyesszogli ABC haromszogben AB # CB, az AC oldal felezépontja F. Legyen a B-bdl
indulé magassagvonal talppontja az AC oldalon T, az A és C pontok merdleges vetiilete a

haromszog B csucsabdl induld belsd szogfelezdjének egyenesén pedig rendre P és Q.

(a) Bizonyitsuk be, hogy P, Q, F és T egy koron helyezkednek el.
(b) Legyen R az ABC koré irt kor sugara, r pedig a P, Q, F és T pontokat tartalmazé kor
sugara. Hatarozzuk meg az ABC haromszog legnagyobb és legkisebb szogének aranyat,

haABCsz = 72°¢és R:r = 2:1.

Mi az (a) feladatrészre fogunk fokuszalni a tovabbiakban. A feladatot és mintamegoldasat a
honlapon [4] szerepld forméban kozoljiik aldbb, a jobb érthetdség érdekében sajat készitésii

abrakkal kiegészitve.
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3. feladat A hegyesszigii ABC hiromszighen AB # C'B, az AC oldal felezGpontja F'.
Legyven a B-bdl induld magassigvonal talppontja az AC oldalon T', az A és (' pontok
merdleges vetiilete a haromszig B csicsibdl induld belsd szogfelezdjének egyenesén
pedig rendre P és ().

(a) Bizonyitsuk be, hogy P, Q, F és T' egy koron helyezkednek el.

(b) Legven R az ABC kiré irt kor sugara, r pedig a P, @, F és T pontokat
tartalmazd kor sugara. Hatdrozzuk meg az ABC haromszog legnagyobb és legkisebb
szogének arinyat, ha ABC/ =727 és R:r=2:1.

Megoldéas: (a) Legyven ABC/ = 3 és az ABC' koré irt kor B-t nem tartalmazo
AC ivének felezGpontja S. Az iv felezGpontjan dthalad AC felezémerdlegese és a B-hdl
indulod belso szogfelezd is. Az alabbiakban az AB < CB esetet targyaljuk, ekkor a
pontok elhelyezkedése az abranak megfeleld, azaz AT < T'C és a szigfelezdn a pontok
sorrendben B, P, @ és S. Az AB > (B eset ehhez hasonloan targyalhatd, vagy az

alabbi gondolatmenet irdnyitott szigekkel tekintve altalinosan megfeleld. 1 pont
AB Thalesz kirén rajta van P és T, igy AT PB humégyszig. Mivel a hirnégyszogek
szemkozti szogeinek Osszege 180°, ezért ABP/ = CTP/ = 3/2. 1 pont

C'S Thalesz kirén rajta van @ és F, igy CFQ)S hurnégyszog, amelyben FCS/ =
FQB/. Méasrészt FCS/Z = [3/2, hiszen az AS ivhez tartozd keriileti szig, ebbdl ado-
déan FQB/ = /2. 1 pont

CTP, = FTP/, = (/2 = FQB/, = FQP/ és a PF egyenes ugyanazon oldalan
van T ¢s Q, igy a PF szakasz 3/2 szogi litokoréen van T és . Ezzel megkaptuk, hogy
P. @), F ésT egy kiron helyezkednek el. 1 pont

2. dbra: sajat keészitésii abra a Geogebra online verzidjaval készitve
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3. dabra: sajat keészitésii abra a Geogebra online verziojaval készitve

4. abra - sajat készitésii abra a Geogebra online verzidjaval
készitve

39



Van egy olyan megoldas is, ami a kertileti szogek tételét alkalmazza az ABC haromszog
koriilirt kérében, majd folytatédik masik korokkel, példaul a CB szakasz rajta van a CPAM
koréirt korén és a CPTB koréirt korén, a PT szakasz emellett rajta van a PTFQ koron, az FQ
rajta van a FMAQ koron stb. Ha valaki a keriileti szogekkel probalja ezt a feladatot megoldani,
akkor azt talalja, hogy szinte minden szakasz legalabb két koron van rajta. A problémamegoldas
soran ezen a ponton felmeriilhet a kérdés, hogy vajon az Osszes korre sziikség van-e, milyen
sorrendben lenne érdemes felhasznalni Oket, illetve, hogy elég informaciot adnak-e, be lehet-e

fejezni a megoldast csak a keriileti szogek tételével.

Kézenfekvo lehet az az észrevétel, hogy rengeteg hasonld haromszog és derékszogi
haromszog fedezhetd fel. Példdul, az alabbi hasonldsagok a kordket haszndldo megoldashoz
képest  sokkal  konnyebben, kevesebb  eszk6z  haszndlatival  felfedezhetdk:

BTDA~AQD A~CPDA~MFDA~ATX A~ BQXA.

A megoldashoz nem csak egyesével ezekre az informaciokra van sziikség, akar a
korokre, akar a haromszogekre, hanem sziikséges mellé egy geometriai szemlélet, azért, hogy
az egész rendszert egészében lassuk. Az els6 Otletek Osszegyiijtése utan ki kell valasztani,
melyek azok az informaciok, amelyekre sziikségiink van és azokat milyen sorrendben kell

felhasznalnunk.

A probléma egy masik lehetséges megoldasa azon a megfigyelésen alapul, hogy a
T,Q,F,M pontokat ugy kapjuk, hogy az AC és MB szakaszokat merdlegesen levetitjiik
egymasra. Emiatt a CBAM és a FQT P négyszogek hasonloak, a hasonldsag aranya cos §, ahol

6 a két szakasz 4ltal bezart szog.

Nézziik meg kicsit alaposabban a vetitésen alapuld6 megoldasmenetet. A DT az AC-ra
vett merdleges vetiilete a TB-nek. Ahol a szogfelez0 és az oldal metszi egymast, azt a szoget
elnevezziik § -nak. Eszrevessziik, hogy ravetitjiik az egyik csticsot a masikra, a masikat meg az
egyikre, tehat ezek a szakaszok cos § -szorosukra valtoznak. Ugyanigy cos § -szorosara

valtozik a masik két szakasz is, amikor a C és az M pontokat kapjuk vetitéssel.

A DAB héaromszognek és a DCB haromszognek kdzos szoge a §; a vetiilet utan kapott
DQT haromszognek ugyanigy megmaradt a § szoge (mivel ugyanaz a szog). A DQ szakasz a
DA vetiilete, a DT pedig a DB-¢, azaz, cos § -szorosara csokkentettiik a haromszoget (mik6zben

tilkroztiik is). Hasonld gondolatmenet mondhaté el a masik haromszogrol. Tehat
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megallapithaté, hogy ugyanebbdl a D csucsbol ugyanugy kiindul két hdromszog, amik
hasonldéak az eredeti haromszogekhez, csak éppen helyet cseréltek; a hasonlosdg aranya
ugyanaz, a metszéspont ugyanolyan ardnyban vagja szét az atlokat, ezért az a kapott
haromszogek altal alkotott négyszog hasonld az eredeti négyszoghdz €s hasonldsag aranya

cos §.

Emiatt, ha az els6 négyszog hurnégyszog, akkor a masodik is, és ha a masodik
hurnégyszog, akkor az elsd is. Azt, hogy az elsé négyszog hirnégyszog, be is lattuk azzal, ha
ismerjik az informaciot, hogy a szogfelez €s az oldalfelez6 merdleges egy pontban metszi

egymast.

Lathattuk, hogy a feladatot tobbféle gondolatmenettel lehet megkdzeliteni. Az egyik a
vetitéseken alapul. Egy masikhoz meg kell keresni szdmtalan kertileti szoget és alkalmazni a
Thalész-tételt. Egy harmadik lehetdség, hogy észrevessziik: fel tudunk rajzolni hat egymashoz
hasonl6 haromszoget. A mintamegoldas ezeknek egy kombinécioja. Bar az ember azt gondolna,
hogy a hasonlé haromszogek észrevétele tudasban megelézi a keriileti szogek tételének
felhasznalasat, ami pedig megeldzi vagy egy szinten van a vetitések észrevételével, ezek a
bizonyitasok tartalmilag lényegében fiiggetlenek. A geometriai szintek szempontjabol nézve
ezt gy fogalmazhatjuk, hogy attol fiiggden, hogy ki milyen tudéssal rendelkezik, méashogy
all(hat) neki ennek a feladatnak. A keriileti szogeken alapulé megoldas nem hasznalta a
hasonldsdgot, a vetitésen alapuld gondolatmenet nem hasznalta a keriileti szogeket. Azt az
alaptudast mindegyik megoldas hasznalja, hogy a belsd szogfelezd egyenese és az oldalfelezd
merdleges a koriven metszik egymast, de a kiilonboz6 eszkoztarak, amelyeket az egyes

esetekben emellett felhasznaltunk, 1ényegében fliggetlenek.

Vegyiik észre, hogy az ismertetett megolddsok sordn nem hasznéltunk fel konkrét
hosszakat vagy szogek nagysagat, nem hasznaltunk mértéket. Nem hasznaltuk a szinusztételt,
sem a koszinusztételt, amelyek szintén fontos részei a geometrianak. Az azonban mindegyik
esetben egyértelmii, hogy tobb vagy legalabbis mas lexikalis tudast hasznaltunk fel, mint ami a
van Hiele-elmélet 4. szintjében megjelenik. Itt mar nem elég a bizonyitas iranti igény, itt mar
kell targyi tudas, amit a feladat megoldasanak leiraskor részleteztiink, de ezeket semmiképp

nem neveznénk 0tOs szintnek.

Tehat, hogyha a negyedik VH szintet szeretnénk valamilyen formaban mérni, akkor ez

mar egy szertedgazo szint lenne, a kitoltdk attol fliggden teljesitenek egy-egy parhuzamos
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szintet, hogy mi az a lexikalis tananyag, aminek a tudasat roluk feltételezhetiik. Ha valoban
feltételezhetjiik, hogy Ok a tobbféle gondolatmenethez sziikséges kiillonb6zd tudasanyagok
koziil csak az egyiket tudjak, akkor lehet jobban a megértést tesztelni. Emellett annak is
tudataban kell lenniink, hogy ugyanazon tudasanyagra épitve tobbféle gondolkodasi szint

1étezhet; akar kevés lexikai tudast felhasznalva is feltehetoek kifejezetten nehéz kérdések.

Az a véleménylink, hogy a teljes negyedik szint 6sszeallitasa egy lehetetlen feladat, de
a negyedik szint kiilonbozé elemeit ki lehet dolgozni, esetleg egy tesztet is késziteni a

mérésiikre.

11.4.4.2. Az otodik szint ujragondoldsa

Annak megvizsgalasa érdekében, hogy egyaltalan milyen felépitések képzelhetdek el az
5. szint helyett, vagy az eddigi Van Hiele szintekkel parhuzamosan, eldszor megprobaltuk
feltérképezni, és megtudni azt, hogy manapsag mit értiink geometria alatt. 1957, illetve 1980
oOta sokat valtozott a vilag, és még ha ez a teszt meg is felel az akkori geometria szellemének,
érdemes feliilvizsgalni. Tehat fontos lenne eldszor megtudni, hogy mit kell érteni a mai
vilagban geometria alatt, majd pedig az alapjan kéne tesztet késziteni. Megtettiik az elsd
lépéseket, harom egyetemi geometria oktatot kérdeztiink meg arrdl, hogy 6k mit érteneck ma
geometria alatt: Dr. Csikés Balazs habilitalt egyetemi docenst, az ELTE TTK Geometria
Tanszék vezetdjét, Dr. Naszodi Marton szintén habilitalt egyetemi docenst és Dr. Muzsnay

Zoltan egyetemi tanart, a Debreceni Egyetem TTK Geometria Tanszék vezetdjét.

Csikos Balazs a linedris algebra és a geometria dsszekapcsolasat tekinti kiemelkedden
fontosnak. Azt, hogy a determinansra gondolhatunk Uigy, mint egy linearis leképezésre a tér
folott, vagy példdul a matrixszal vald szorzasra tekinthetiink ugy, mint egyfajta
transzformdaciora. Lényegesnek tartja azt is, hogy lassuk, hogy az algebrai egyenleteket 0ssze
lehet kapcsolni geometriai alakzatokkal. Erre egy kézenfekvd példa a linearis programozas,
ahol van sok-sok egyenl6tlenségbdl allo rendszer, és a maximalizalas a feladat: ilyenkor
nekiallhatunk szamolgatni, de valdszintileg egyszertibben megoldhaté a feladat, ha latjuk, hogy
az egyenldtlenségekre ugy is gondolhatunk, mint félsikokra vagy félterekre, és azoknak a
metszetét keressiik. Meg kell érteni a feladathoz kapcsolddd geometriai képet.

Naszodi Marton hasonloképpen gondolkozik a geometriai szemléletrél, megértésrol.
Szerinte is az Osszefiiggéseket kell latni: azt, hogy az alakzatokhoz kapcsolhatd algebrai
egyenlet, és az, hogy valaki az algebrai egyenletet 6ssze tudja kotni adott alakzat képével, az

egy fontos képesség. Ne csak, mint formalis egyenletet 1dssa, hanem lassa, hogy geometriailag
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az milyen ¢l6lény. Amikor példaul egy tobbvaltozds fliggvénynek tanulja a didk az érintdjét,
akkor lassa, hogy ott egy geometriai vektorfogalomrol van sz9, illetve egy €rintdsikrol.
Muzsnay Zoltdn egy masik nézdpontot képvisel. Az elézdekkel ellentétben 6 pont
azokat a tulajdonsagokat, mennyiségeket emelné ki, amelyek paraméterezéstdl, koordinata-
rendszertdl fiiggetlenek. Ahogy Einstein is megfogalmazta, a fizikai térvények igazabol
geometriai tulajdonsagok, és egy térvény nem fiigghet viszonyitasi rendszert6l, koordinata-
rendszert6l. Azokra a geometriai tulajdonsadgokra, Osszefiiggésekre, jellemzdkre helyezné a

hangsulyt, amik nem fiiggenek att6l, hogy milyen segédeszkdzt hasznalunk.

11.4.4.3. Egy szerteagazo otodik szint

A Van Hiele elmélet kiterjesztésének egy masik lehetséges iranya annak vizsgalata,
hogy a geometriai fogalmak, jelenségek, tételek hogyan jelennek meg felséfoku
tudomanyokban, hogyan alkalmazhatok mas kontextusban, hogyan altalanosithatok. Ha a
geometriai megértés magasabb szintjeit szeretnénk definialni, ahhoz el kell mélyiilniink a
matematikdaban. Vannak olyan, felsébb matematikai teriiletek, amelyeknek geometriai gyokerei
is vannak, példaul az algebrai geometria, diszkrét geometria, differencialgeometria,
funkcionalanalizis, és természetesen a topoldgia. Gondoljunk egy kicsit bele, milyen tipusu,
geometriabol szarmaz6 tudasanyag, otletek €s gondolatok jelennek meg ezeken a teriileteken.
A dimenzi6 jelentése a geometridban jol definialt, azt pedig tudjuk, hogy minden geometria
koordinatazhat6 egy ferde test felett, amelyre a Desargues-tétel teljesiil — és minden 3 vagy

annal tobb dimenzids geometriara teljesiil a tétel.

Emiatt, nem meglepd modon szinte az Osszes fenti témakorben megjelenik a
koordinatazas és az egyenletek. Az algebrai geometria a lehetd legegyszeriibb fliggvények, a
tobbvaltozos polinomok 4ltal meghatarozott ponthalmazokat foglalja magédban. A
geometridban példaul az y — 3x gyokeit egyenesnek, az y — x? gydkeit parabolanak, vagy az
x? 4+ y* — 1 nullhalmazat kornek tekintjiik. A ponthalmazok metszéspontjat, példaul két
egyenes vagy egy kor és egy egyenes metszéspontjat geometriai €s algebrai uton, parhuzamosan
lehet kezelni. Példaul egy egyenesnek lehet 0, 1 vagy 2 kozos pontja egy korrel. Két sik
metszheti egymast egy egyenesben, vagy lehet diszjunkt. Az algebrai geometria egyik alapvetd
megfigyelése, hogy két objektum metszéspontjanak un. dimenzidja kiszdmithaté az
szamithato ki. Ebbdl adddik az egyenlet segitségével definialt ponthalmazok és azok kozos

zérushalmazainak magasabb szintli megértése. Ha az egybevagosag altalanositasat keressiik,
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akkor eljutunk az algebrai topologidhoz és a geometriai objektumokhoz rendelt csoportokhoz.

Ezen csoportok segitségével definialhatjuk a fenti ponthalmazok ekvivalenciajat.

A differencidlgeometriaban a koordinaték differencialhato fiiggvényeket tartalmaznak,
de mindannyian tudjuk, hogy a derivaltak fliggenek x-t61 €s y-t6l, a koordinatatengelyektol. A
differencialgeometridban  vizsgalhatjuk a koordinataktol fiiggetlen tulajdonsagokat,
ugynevezett invariansokat. A Theorema Egregum példaul azt mondja, hogy a gorbiilet
koordinatarendszerfliggetlen. Vagy, feltehetjiik ismét a kérdést, hogy mely objektumok
egyenértékiiek. A sik- vagy térgeometridban az egybevagdsag és a hasonlosag ekvivalencia-
relaciok és példaul barmely két szabalyos haromszogek hasonld egymashoz. A
differencidlgeometridban egy egyenessel ekvivalensek példaul az R, a valds szdmok altal
paraméterezett gorbék. Egy kor ekvivalensei kozé tartoznak a zart, nem Onmetszé gorbek,
amelyek megfeleld differencialhatd fiiggvényekkel a kor képei. Az ekvivalenciat a
diffeomorfizmusok hatarozzdk meg. Sikgeometridban tudjuk, hogy két haromszog egymassal
egybevago, ha oldalaik hosszai paronként egyenldek, és hasonld, ha szogeik egyenldek. A
differencidlgeometriadban is vannak ekvivalencia fogalmak. Egy egyenes egyenértéki egy
parabolaval, egy spirallal vagy akar egy baseballban dobott gorbe labdaval a 3. dimenzidban.
Ezen ekvivalencidk egyikét az objektumok szerkezeti invariansainak egy halmaza alapjan
allapithatjuk meg, nevezetesen egy diffeomorfizmus akkor és csak akkor létezik, ha az dsszes
szerkezeti invarians megfelelden meghatarozott értelemben megegyezik. Tehat ha példaul a
sikon azt allitjuk, hogy egy szog egy masik szdg tengelyes tiikorképe, akkor ugyanezeket az
érveket a differencidlgeometriaban diffeomorfizmussal fogalmazzuk meg, és a hosszak és

szogek szerepét mas invaridnsok veszik at.

A topologia mindezen részteriiletek alapjai kozé tartozik, mégsem mondhatjuk, hogy a
topoldgia axiomatikus kezelése magasabb rendii geometriai tevékenység lenne. Azonban,
geometriai kérdések megalkotdsa topoldgiai terekben magasabb geometriai ismeretnek
tekintendo, és a topologiai kérdések megalkotasa a geometriakban szintén magasabb geometriai
tudas. Gondoljunk egyszeriien a kétdimenzios feliiletek jellemzésére a lyukakat és fogantytkat

tartalmazo térben.

Komolyan el kell gondolkodnunk azon, hogy érdemes-e taxonomidkat és teszteket
létrehozni, amelyek a geometriai szemléletet vagy a geometriai tudast mérik a matematika ezen

teriiletein. A gondolkodas soran ismét geometria professzorok véleményét kértiik, hiszen ki

44



mas tudna jobban megitélni a kérdést, mint az, aki a legmagasabb szinten kutatja és oktatja a

geometriat?

Az egyik interjubdl idéziink alabb. Interjualanyunk kutatasi teriilete a diszkrét

geometria, és konvex halmazokkal foglalkozik. Elmagyardztuk neki a van Hiele-szinteket, és

megkérdeztiik, hogyan terjesztené ki az egyetemi hallgatokra, akik az 6 orajan vesznek részt,

¢s a kutatokra/doktoranduszokra, akik az ¢ teriiletével foglalkoznak.

Prof:

Prof:

Ertem a szintjeidet, de nem tudom, hogyan lehet linerisan kiterjeszteni. Nem vagyok
teljesen biztos benne, hogy mit értesz ez alatt. Az biztos, hogy sziikségem van arra, hogy
a didkok megkiilonboztessék a definicidkat a tételektdl és megértsék a definicid

jelentését.

Megfogalmazom masként a kérdést. Hogyan ellenériznéd, hogy egy didk tudéasa

alkalmas-e az 6radra, vagy arra, hogy a doktoranduszod legyen. Mit varnal el?

Most mér értem a kérdést. Amirdl meggy6zddnék egy oran, hogy a didkok rutinszeriien
tudnak-e vektorokkal banni, ismerik-e a skalaris szorzat fogalmat, az ortogonalitast, és
értik-e, hogy a linearis egyenletrendszerek leirjak a hipersikokat stb. A kutatdsomhoz
nekem elég, ha a didk megérti, hogy a vektorok ortogonadlisai hipersikok, az
egyenldtlenségek féltereket és félterek metszéspontjait irjak le, a konvexitas pedig
skalaris szorzattal irhato le. A skaléris szorzat nagyon fontos a magasabb geometridban,
¢s példaul a funkcionalanalizis csupa skalaris szorzattal dolgozik. Ezek utan be tudom
mutatni a kutatdsi témaimat, és elmagyarazni minden részletet. Ellendrizni, hogy egy
(diszkrét) geometria kutato érti-e a teriiletemet, nagyon kényes kérdés. Ha valaki csak
egy kicsit mas teriileten dolgozik, akkor semmit sem tudna az eredményeinkrdl és a
technikainkrol. Tehat, ez nem egy ellendrizendd dolog. Egyébként, ha megkérdezted
volna a kollégamat, 6 mindkét kérdésedre teljesen mas valaszt adott volna.
Kozépiskolaban jo voltam matekbol, de a matematikénak az a teriilete, amit a legjobban
utdltam, a geometria volt. Soha nem értettem meg, €s soha nem is tudtam, hogy miért
¢s hogyan kell az abrara egy plusz vonalat hiizni, hogy meglegyen a megoldas. Az
egyetemen aztan lattam, hogy a geometria szép €s vildgos. A fogalmak természetesek

¢s logikusan kezelhetok.

Nagyon hasonl6 valaszt adott egy masik professzor is, akinek a kutatdsi teriilete a

diszkrét geometria. ,,Altaliban a hallgatok, akik hozzam keriilnek, mar tisztiban vannak a
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linearis algebra alapjaival, ismerik az ortogonalitast €s a belsé szorzatot, és komplex szamtest
folott diagonalizalni tudjak a matrixokat. Nekem ez a tudas elég ahhoz, hogy felépitsem a
kurzusomat. Ha egy doktorandusz jonne? Most példaul van egy kiilfoldi doktoranduszom,
akinek a tudasa teljesen hidnyos. Neki az alapoktol meg kell tanitani mindent, kiilén
foglalkozom vele. A kérdés masodik felére valaszolva, ha egy kollégamat kérdeznék meg a

kutatasomrol, nem sokat tudna hozzaszo6lni.”

A téma alapos koriiljarasa €s a professzori interjuk alapjan egyértelmiien levonhato6 az a
konklizi6, hogy az 6tddik Van Hiele szinthez nem érdemes egy sztenderd teszt, taxonomia
készitésén gondolkozni. Az elmélet kiszélesitésekor tobb lehetdséglink is van, ahogyan lattuk,
raadasul ezek a modok lehetnek egymastél fiiggetlenck. Ugy gondoljuk, hogy kiilonbozé
iranyokat lehet kijelolni attol fiiggden, hogy milyen lexikalis tudast feltételeziink. A geometria
megértésének ilyen magas szintjei csak nagyon kevés embert érintenek, lényegében éppen
azokat, akik alkalmasak volnanak a fels6 szintek leirdsanak, mérési modjanak kidolgozasara.

Eppen ezért feleslegesnek tartjuk az 6todik szint kidolgozasara idét és energiat szanni.

11.4.4.4. Levelezés Usiskin professzorral

Korabbi kutatasainkbol irt cikkiinkre, melyben magyarorszagi kozépiskolasok Van
Hiele szintjeit mérjiik fel és elemezziik, maga Usiskin professzor is reagalt emailben, ami

megerdsitett minket abban, hogy a kérdésfelvetésiink aktudlis €s relevans.
Dear Csaba, Janka, Csilla, and Anna:

| have gazed over your paper with obvious interest and would like to comment on what is in

the paragraph below Table 9 on page 8.

"Although the results are from different schools, the performances of the schools are similar
and based on these results we can estimate the VVan Hiele levels of students attending to other
schools in the country. Based on this estimation most of the Hungarian high-school students
are on the level of a primary school student in geometry. This raises the question how students
can be successful on the final exam. This question requires a deeper investigation, a part of it
could be the analysis of the geometry problems and their sample solutions in the final test.
Reading through the past fifteen years’ final exams it is reasonable to question the amount of

geometrical proving skills needed to solve the tasks."
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While Sharon Senk and I were developing the van Hiele test in the CDASSG project 40 years
ago, Pierre van Hiele visited us. We showed him a draft of the test of van Hiele levels that we
had devised. We were surprised that Pierre responded to many of the items we had created as
"No level™, by which he meant that the thinking needed to do the item was outside the realm
of the theory of development that he and his wife had created. Often these items had to do
with problems involving lengths and angle measures that required the application of theorems
or formulas. Even though deduction from theorems was required to do the problems, they did

not - in Pierre's vision - fit into the hierarchy of levels to which his name is attached.

It seems to me that your paper supports the idea that there is more to the understanding of
geometry than just nesting geometry in the domain of careful mathematical language,
mathematical systems, and proof. As your study shows, people (i.e., students in Hungary) can
learn to solve even difficult problems without necessarily being able to distinguish a statement
from its converse, or realize the importance of careful definitions, etc. The van Hiele theory
at its best does not cover all of geometrical thinking.

So I think your collective intuition is correct! It is "reasonable to question..."
Sincerely,

Zalman Usiskin
Professor Emeritus of Education

The University of Chicago
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11.5.  Osszefoglalas

Dolgozatunkban a magyarorszdgi matematika-és matematikatanar szakos hallgatok
geometriai megértési szintjét vizsgaltuk a Van Hiele modell segitségével. A Van Hiele-elmélet
tekintélye széles korben elismert a nemzetkozi szakirodalomban, hasonldan a ra alapulé mérés,
amely 1982-es megalkotasa 6ta a mai napig gyakorta alkalmazott. Azonban a teszt magasabb,
egyetemi szinten vald alkalmazhatdsdganak vizsgalata nemzetkdzi szintéren is hianypotld
vallalkozas. Kutatasunk soran az ELTE els6éves matematika alapszakos, valamint elsdéves

matematika tanarszakos hallgatoival toltettiik ki az Usiskin-féle tesztet.

A tesztet a kisérletben résztvevd minden didk két alkalommal toltotte ki, egyszer a tavaszi
félév elején, egyszer pedig ugyanazon félév végén. A két kitoltés kozott mind az alap- mind a
tanarszakos hallgatok elvégezték elsé egyetemi geometriakurzusukat, az alapszakosok
Geometria 1., a tanarszakosok Bevezetés a geometriaba cimen. Korabban mar megallapitottuk,
hogy a NAT ¢és a kerettanterv kovetelményei alapjan egyértelmiien behatarolhatd, hogy a
didkok a kozépiskola évei folyaman mely szintek eléréséig kellene eljussanak, megvizsgaltuk
¢s megallapitottuk azt is, hogy a tanulok valos teljesitményei azonban 1ényegesen ezen szintek
alatt vannak. Ezek alapjan a kozépiskolaba belépd elvart szint a 3., a kilépd pedig a 4., igy az
volt a feltételezésiink, hogy a felmérésiinkben résztvevd matematika teriiletén tovabbtanuld
hallgatok mar mind legalabb a 4. szinten vannak, a geometriakurzus elvégzése utan pedig akar

az 5. szintet is elérhetik.

A tesztek eredményei alapjan azonban a hallgatok mindegyike a 3. vagy az 5. szintet érte
el. Sajat eredményeink is alatdmasztottak az Usiskin altal és a szakirodalomban azota is
tobbszor megfogalmazott kétséget arra vonatkozoan, hogy a teszt kérdései valoban jol mérik-e
az 5. szintet. Erre tovabbi bizonyitékként szolgél az a tény, hogy a hallgatok kozott sok olyan
volt, aki a 4. szintet nem érte el, viszont az 5. szint kérdéseire jol tudta a valaszt. Ez a szintek
alapvetd tulajdonsaganak, az egymasra épiilésnek is ellentmond. A geometriakurzus elvégzése
utan pedig azt tapasztaltuk, hogy altalanosan érdemi fejlodés a szintek alapjdn nem tortént a
tanulok geometriai megértésében. Ennek okaként a Van Hiele elmélet kommunikécids részével
egybehangzoan azt feltételezziik, hogy az oktatd altal feltételezett hallgatéi megértési szint
magasabb, mint a didkok valos eredményei, hiszen az ismert elméletek alapjan a tanitasi
folyamat akkor lehet sikeres, vagyis akkor jarulhat hozza eredményesen a tanuld gondolkodasi
¢s problémamegold6 készségének fejlesztéséhez, ha az oktatd a hallgatok valdés megértési
szintjének megfelelden alakitja kommunikéaciojat. A Van Hiele elmélet részét képezi az a

meggondolas is, hogy a kiilonbdz6 szinten 1év egyének ,.kiilonbdzd nyelvet beszélnek™, tehat
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nem értik meg vagy nem fogadjak el egy masik szinten 1€v6 indoklésait. Ezaltal a feltételezett
és a valds szintbeli kiilonbségek kommunikacids akadalyokhoz, majd a tanitasi folyamat

meghiusitdsdhoz vezethetnek.

Annak érdekében, hogy megallapithassuk, valoban a NAT altal elvart 8. osztalyos szinten
van-e a matematika szakos hallgatok jelentds része, teszteltiik a teszt eredményeit és a
hallgatokkal interjukat készitettiink. Megfigyelhettiik, hogy minden olyan hallgato, aki nem
teljesitett mindkét alkalommal 5. szinten, valéjaban 3. szinten all. Az interjuk eredményei
alapjan azt mondhatjuk, hogy a Van Hiele elmélet egyetemi szinten sem vezet ellentmondasra,
az elmélet kommunikacios vetiilete is igazolddni latszik az egyetemistak és egyetemi oktatok
korében is. Azt is megallapitottuk, hogy a VHGT 6todik szintre vonatkozo kérdései valojaban

nem mérnek magasabb geometriatudast.

Bar kutatasunk alatdmasztotta, hogy az elmélet egyetemi szinten sem vezet ellentmondésra,
az tovabbra sem bizonyitott, hogy a teszt a teljes geometriat lefedné. Ugy gondoljuk, hogy
felallithatok masfajta megértési szintek is, amelyek nincsenek ellentmondasban a VVan Hiele-
elmélettel. Egy ilyen teszt készitésének els6 1épéseként megkezdtiik feltérképezni, egyaltalan
mit is értiink manapsag geometrian. Els6 korben két geometria tanszékvezetd ¢€s egy habilitalt
docens véleményét kértiik ki arr6l, hogy mi igazan fontos geometria teriiletén, a valaszaikban
egyrészt az algebra €s a geometria Osszekapcsolasdnak képességét, masrészt a viszonyitasi
rendszertdl fliggetlen geometriai tulajdonsdgok, Osszefiiggések vizsgalatit emelték ki. A
negyedik szint atfogo kidolgozasat a teljes kozépiskolai tudasanyag felhasznalasaval nem latjuk
lehetségesnek, mivel ekkor mar tilzottan szertedgazo6 az ismeretek, eljarasok és szemléletmod
rendszere. Adott részteriiletek megértési szintjei viszont feltérképezhetdk és akar teszt

készitését is lehetségesnek latjuk a szintek mérésére.

Ezutan megkérdeztiink professzorokat arrol is, hogy mit gondolnak, mi lenne egy 6todik
van Hiele szinten, ami mar az elemi geometria folott all tudasszintben. Mindegyikiiktdl azt
kérdeztiik, hogy a szakteriiletiikre hogyan terjesztenék ki ezt a szintezést. Azt a valaszt kaptuk,
hogy ezen a szinten a tudds mar nagyon specifikus, egy-egy kutatd kutatasi teriiletére mar a
kozvetlen kollégainak sincs ralatasa. Arra a kdvetkeztetésre jutottunk, hogy egyetemi és annal
magasabb szintii geometria tudas megértési szintjeinek kidolgozasa és mérése felesleges

befektetett energia lenne, mert csak nagyon sziik rétegre vonatkozna.
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I1.6. A kutatas kiterjesztése: tervek

A geometriai megértési szintekkel kapcsolatos kutatas folytatdsaként a van Hiele-
szintekre ¢épitd geometriai fejlesztés gyakorlati megvaldsitasaval kapcsolatban szeretnénk
osztalytermi kisérletet végezni. Kitekintés jelleggel készitettiink interjukat olyanokkal, akik
érettségiztek matematikdbol, de nem matematikus vagy matematika tanari szakon tanultak
tovabb. Az interjuk elsddleges elemzése soran megallapitottuk, hogy mélyebb elemzésre €s
tobb interjura van sziikség ahhoz, hogy érdemi kovetkeztetéseket tudjunk levonni és az eddigi
interjuk soran megfogalmazodé megfigyeléseinket kelléen alatdmasztottnak tekinthessiik. Ez a
kutatds egy masik lehetséges folytatasi iranya. Emellett sziikség volna a szintek finomitasara,
figyelembe véve a magyar matematikaoktatas sajatossagait, egyedi vondsait mind a lexikalis
tudasanyag, mind nemzetkozileg is méltdn elismert oktatési, tehetséggondozasi modszerek

terén.
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MetamatemEtikai dilemmak a tehetséggondozasban
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I11.1. Etikai kérdések a tudomanyban

Napjainkban gyakori, a kozbeszédben is jelen 1évé dilemmak a miivészetek €s a tudomany
terén is a mesterséges intelligencia hasznalataval kapcsolatos kérdések — Mikor jogos
hasznalni? Milyen feltételekkel hasznalhatjuk mesterséges intelligencia szellemi termékét és
hogyan tudunk ra korrektiil hivatkozni? Ki felel az 6nvezetd auto altal okozott balesetért? stb.
Azonban a tudomanyhoz kapcsolodd etikai kérdések nem mai keletiiek, kifejezetten a

matematikaval kapcsolatban is taldlunk ilyen jellegli kérdésfelvetéseket és allasfoglalasokat.

,»A matematika egy hasznos eszkdz. Ezzel az eszkdzhasznélattal etikai kérdések is
felmeriilnek, amelyek azzal kapcsolatosak, hogy milyen a matematika hatdsa a vilagra. A
matematika az emberi tudas legabsztraktabb része, és nem mas, mint az abszolut tudas keresése.
A matematika tételei 6nmagukban megkérddjelezhetetlenek, ez is az oka annak, hogy a
matematika az ember egyik leghasznosabb és legjobban kidolgozott eszkdze.” (Chiodo és

Clifton, 2019)

A Chiodo és Clifton altal megkérddjelezhetetlennek mondott tételek azonban tisztan
elméleti jellegliek és jol meghatarozott feltételrendszerrel rendelkeznek. A valo életben mégis
sokszor alkalmazzak ezeket a tételeket, osszefliggéseket, képleteket ugy, hogy a feltételek nem
pontosan teljesiilnek — 4ltalaban szinte lehetetlen tokéletes modellt talalni egy-egy
problémahelyzetre. A kovetkeztetések ezzel egyiitt is altalaban igazak — de nem mindig.
Amikor nem megfelelden hasznaljak fel a matematikai tételeket, kimaradnak feltételek, akkor
komoly problémak meriilhetnek fel. J6 példa erre a 2007-2008-as globalis pénziigyi valsag,
amely a modern vilaggazdasdgot meghataroz6 események egyike volt, hatasai az egész vilagon
érezhetdek voltak. A globdlis pénziigyi valsdg okai nagyon Osszetettek, azonban a matematikai
modellezés vitathatatlanul nagy szerepet jatszott benne. Kideriil, hogy az addssag-
kotelezettségekre és a jelzdlogokra irt matematikai modellekben olyan alapvetd hiba volt,
amelynek esetleges kovetkezményeire a modellkésziték nem gondoltak. Ezek a modellek a
biztositékkal fedezett adossagkotelezettségeket irtdk le. Itt a matematikusok kamatozé
javakbol, elsésorban jelzéloghitelekbdl egy orids adatallomanyt készitettek, majd ezt ujra
"darabokra vagtak". Igy kamatozo termékek egy olyan halmaza alakult ki beldlik, amelyek
kisebb kockazattal ¢és ezaltal nagyobb értékkel rendelkeztek, mint az eredeti javak. A tézsdén
nagy forgalmat bonyolitottak ezekkel a termékekkel. A modell felépitése mogott allo

matematika rendkiviil nem trivialis, sztochasztikus szamitasokat, differencidlegyenleteket stb.
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igényelt. Alkalmazasukhoz azonban elegenddek voltak alapvetd, de egyetemi szintli
matematikai ismeretek. Az alkalmazok tehat nem voltak tisztaban modellek mélységeivel és
korlataival, de tudtdk, hogyan kell hasznalni. Az egyik aprésag, amit a modell rosszul vett
figyelembe, az volt, hogy mi torténik, ha ugyanabban az utcaban van két jelzaloghitellel terhelt
haz. Ez a hiba 2007 ¢és 2008 k6zott 700 milliard dollarnyi veszteséghez vezetett. A tobbi mar
torténelem. (Chiodo és Clifton, 2019).

A tudomany egyik legismertebb etikai kérdése a 20. szazadi fegyverkezéssel
kapcsolatos, ezen beliil a Robert Oppenheimer altal iranyitott Manhattan-tervvel, amely az elsé
atombomba létrehozasara iranyult. A terv résztvevoje volt Szilard Leo is, aki Albert Einstein,
Wigner Jend és Teller Ede bevonasaval kereste meg Roosevelt elnokot 1939 augusztusan az
un. ,,Einstein-Szilard levél”-ben. [6] Ebben tajékoztatjak az elnokot arrol, hogy friss kutatasi
eredményeik alapjan az urdnium lancreakcioja energiaforrasként is hasznalhatd, valamint, ,,Ez
az Uj jelenség bombak készitéséhez is vezetne, €s elképzelhetd — bar sokkal kevésbé biztos —
hogy 1j tipust, extrém erejii bombak is készithetoek igy. Egyetlen ilyen 1j tipusi bomba, hajon
szallitva és a kikotében felrobban(t)va jo eséllyel teljesen elpusztitand a kikotot €s vele egyiitt
a kornyez6 teriilet egy részét. Azonban, az ilyen bombdk valdsziniileg til nehezek volnanak a
légi uton vald szallitdshoz.” A tuddsok azért is tartottdk fontosnak az elndk tdjékoztatdsat
tudomanyos eredményeikrél és az abban rejld lehetOségekrdl és veszélyekrdl, és azért
szorgalmaztdk a kutatasokat a fegyverként vald felhasznalaséval kapcsolatban, mert tartottak
annak esetleges kovetkezményeitdl, ha a naci Németorszag lesz képes a vilagon elsdként
atombomba készitésére. A folytatdst ismerjik a torténelemkonyvekbdl: a habora
eldrehaladtaval a kutatasi projekt intenzitasa is nétt, az atombombak elkésziiltek — és bevetésre
is keriiltek. Teller Ede igy fogalmazza meg alldspontjat az ezen a ponton felmeriild etikai
dilemmakkal kapcsolatban: ,,A tudds feladata az, hogy a tudomannyal foglalkozzék.
Hasznalnia kell tudasat, feleldssége abban rejlik, hogy el kell magyardznia mindazt, amit
l1étrehozott, a kovetkezményekkel egyetemben. Ezen a ponton ér véget a tudds feleldssége”.

(Teller, 1990)

Manapsag szadmos kutatocsoport, titkos ¢€és nem titkos laboratorium probal
kvantumszamitdgépet megépiteni. Amint ez sikeriilne, az dsszes bank dsszes titkositdsa egy
pillanat alatt feltorhetd lenne, az Osszes titkositott adat minden portdlon olvashatd lenne.
Felmeriil a kérdés, hogy ennek ismeretében etikus-e kvantumszamitogépet késziteni? Etikus-e
hasznalni? Etikus megoldas-e, ha megépitjiik a kvantumszamitégépet, de az elkésziiltének

pillanataban bejelentjiik, hogy egy megadott id6 mulva hasznélni tervezziik, igy esélyt adva a
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biztonsagi rendszerek tjragondolasara? Tom Clancy 1999-ben irt Net Force: Night Moves c.
konyvében viziondl egy ilyen esetet. A regényben a szamitégépek jelentik az aktudlis
szuperer6t, amin keresztiil akar a vildgot is iranyitani lehet. Ennek megfeleléen a jog
érvényesitésére a digitalis vilagaban az FBI kiilon szamitdgépes titkosiigynokséget hoz 1étre
Net Force néven. Egyszer csak megjelenik a képben egy hacker, aki kvantumszamitogép
segitségével a vilag Osszes szamitogépéhez hozza tud férni és ezt gatlastalanul hasznalja fel
akéar nemzetek kozotti konfliktus szitasara is. De hogyan tudnanak a szakértok €s a Net Force
nyomara bukkanni valakinek, aki minden biztonsagi kod feltorésére képes €s az internetes

rendOrség szervereit is kiiktatva kovethetetlenné valik?

A matematikaval kapcsolatos etikai kérdések vizsgalataval kapcsolatban nem all
rendelkezésiinkre kiterjedt szakirodalom, mivel a téma kifejezetten ujszerti. Az Eurdpai
Matematikai Tarsulat folyoirataban 2019-ben megjelent cikk (Chiodo és Clifton, 2019) hozott
nagyobb nemzetkdzi figyelmet a néhany évvel kordbban indult kezdeményezésnek, melynek
szervezeti hatterét a Cambridge Egyetem kifejezetten erre a célra alakult munkacsoportja adja
[8]. Mi a dolgozatban az 6 felfogasukhoz hasonld, viszonylag tag értelemben hasznaljuk az
etika szot. Igy etikai kérdésnek tekintiink nem csak olyan helyzeteket, amikor arrél van szo,
hogy valakinek kozvetlen elénye vagy hatranya szdrmazhat a matematika alkalmazasanak
modja miatt, hanem olyanokat is, amikor a matematikardl, a matematika és a vilag viszonyarol
alkotott kép alapvetd mértékben alakulhat. Ezek az utobbi tipust helyzetek a kialakulod
matematikai szemléleten keresztiil a késébbiekben direktebben is kifejthetik hatdsukat, akar a
szorosabb értelemben is etikainak mondhat6 kérdésekhez vezetve, ezért is tekintjiik 6ket mar
onmagukban etikai kérdésnek. Err6l a szemléletrdl jo képet adnak a cambridge-i kutatocsoport
honlapjan talalhato, altaluk etikai tartalmuként megjelolt feladatok. [10] Példaul egy analizis
témakorébe tartozé allitassal kapcsolatban a kovetkezé a feladat: ,,Adjon egy szép és egy
csunya bizonyitast az allitasra!”, a kiemelt etikai tartalom pedig az, hogy a matematikdban sem
minden kategoria elvagolagos, nem csak hibas és helyes 1étezik, hanem mindenkinek megvan
a sajat szakmai és személyes nézGpontja tobbek kozott arrdl, hogy mi a ,,szép” matematika. Egy
logika témaju feladat soran pedig azt szeretnék kozvetiteni a matematikai tartalmon keresztiil,
hogy a,,Ha Te nem csindlod meg, majd megcsindlja mas.”, a munkaltatok altal gyakran hasznalt

manipulativ mondat érvként val6 alkalmazasa miért hibas.
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I11.2. Etikai kérdések a matematikatanitasban

A tudomany miivelésével és annak alkalmazasaival kapcsolatos kérdések utan
gondoljuk at, milyen etikai kérdések meriilhetnek f6l a matematika tanitdsaval kapcsolatosan.
Néhany példa, a teljesség igénye nélkiil: Tanithatok-e olyan anyagot, amit nem tanultam,
hogyan kell tanitani? Elvallalhatok-e magéantanitvanyt tigy, hogy csak megoldom vele a hazi
feladatat — de nem biztos, hogy szakszeriien tanitom és fejlesztem? Tovabb léphetek-e a
kovetkezo tananyagra egy osztalyban gy, hogy tudom: van, aki nem érti még az el6z6t sem?
Mondhatom-e azt egy kozépiskolaba belépd diakra, hogy ,,nem tud torteket Gsszeadni, de én
mar nem tanitom meg, mert ezt mar tudnia kéne”? Mondhatom-e azt egy egyetemre belépd
didkra, hogy ,,azért az érettségi szint ala nem megyek, amikor magyarazok neki”? Inkabb arra
szanjak 1d6t, hogy minél tobb mindent maguktdl oldjanak meg a didkok, vagy inkabb probaljam
megmutatni a lehet6 legmagasabb szintli példakat is? Tudok-e ugy differencialni, hogy senki
ne szenvedjen nagy hatranyt — a gyengébb képességliek ne maradjanak le, a kiemelkedoek is
kapjanak kihivast, a ,kozépsok™ se érezzék elhanyagolva magukat? Mondhatunk-e

szandékosan hibas definicidt egy matematikai fogalomra az 6ran?

A fenti kérdések mindegyike Osszetett problémakra mutat ra és ha csak egy mondatban
valaszolhatunk rdjuk, akkor a legkorrektebb taldn az mondani: ,,Az attdl fiigg.” Ennek
illusztralasara az utols6 kérdést vizsgaljuk meg kicsit kozelebbrdl. A matematika tananyag
felépitése hazadnkban olyan, hogy fokozatosan vezet be anyagrészeket, a spiralitas elve mentén:
egy-egy témakdr tobbszor, de mas szemszogbdl, mas modszerekkel, egyre mélyebben keriil
feldolgozasra (Fiizi, 2015). gy, amikor elszor taldlkozunk egy fogalommal, akkor még nem
teljes precizitassal targyaljuk, utana lépésrdl 1épésre pontositjuk. Két példat mutatunk most a

szamelmélet témakorébol.

A szamelmélet alaptétele (SZAT) mar a hatodik osztalyban eldkertil bujtatott formaban,
amikor tobb Iépésben egyszeriisitiink torteket és latjuk, hogy mindig ugyanaz a végeredmény,
illetve amikor szamok primtényezés felbontdsakor mas-mas sorrendben haladva is mindig
ugyanazokat a tényezoket kapjuk meg. Ekkor azonban még nem mondjuk ki magat a tételt.
Késdbb, hetedik-nyolcadik osztalyban ujra eldkeriil a szamelmélet témakore és vele a SZAT,
ekkor mar tobbnyire kimondjuk, hogy a felbontési folyamat egyértelmii, de nagyon kevés olyan
iskola van, ahol pontosan, a matematikai szabalyoknak megfeleléen hangzik el az allitds. Az
el6z6 NAT szerint 9. osztalyban, az 1 tanterv szerint 11. osztalyban kertil sor el6szor a SZAT
mint tétel kimondésara. A matematika mdodszertana nem tekinti etikai kérdésnek, hogy 6. ill 8.

osztalyban kegyesen hallgatunk az eljarasainkat lehetévé tévd tételrdl. Ekkor még csak
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tapasztalatokat gytjtiink és észrevételeket fogalmazunk meg - kézépiskolaban mar megérik a
legtobb gyerek arra, hogy a SZAT-ot ne definicioként hasznaljuk, hanem tételként mondjuk ki.

crer

iskolaban, kozépiskolaban igy tanuljuk: ,, Azokat a természetes szamokat, amelyeknek
pontosan két osztoéjuk van, primszamoknak nevezzik.” A primszamok valddi definicidja
azonban nem ez. Primszamnak azokat a szdmokat nevezziik, amelyekre igaz, hogy ha egy
szorzatnak osztdja, akkor a szorzat valamelyik tagjanak osztéja. A felbonthatatlan szamok
definicidja az, hogy nincsen az egységt6l és onmagatdl kiillonbozo osztdja — ennek egy, a
természetes szamok korére sziikitve értelmes valtozata a fenti ,,prim-definicié”. Ami miatt
mégis hasznalni tudjuk ezt a hibés valtozatot, az az, hogy az éltalanos iskolédban a természetes
szamok korében, a kozépiskolaban az egész szamok korében foglalkozunk csak szamelmélettel
¢s ezen halmazokon értelmezve egymassal ekvivalens a felbonthatatlan- és a primtulajdonsag.
Ez azonban nem minden szamhalmaz esetén van igy, példaul a paros szamok halmazan
vizsgalddva mar kiillonboznek egymastdl a felbonthatatlan szamok és a primszamok. (Pl. a 2
felbonthatatlan, de nem prim a paros szdmok halmazan értelmezett szamelméletben.) (Utdbbi

jelenség tobbnyire csak egyetemi szamelmélet 6rdkon kertil eld.)

Nem csapjuk-e be a diakokat akkor, amikor hidnyos vagy hibas definiciokat adunk
nekik, vagy puszta gondolatmeneteket mondunk bizonyitasok helyett? Karositjuk-e ket azzal,
hogy ilyenkor tulajdonképpen hamis képet festiink a matematikarél €s a matematikai
gondolkodasrol? Szerencsére ezt a kérdést a matematika modszertan oktatasa felismerte, kezeli,
és mar lassan klasszikussa vélik az a szolas, ami Vasarhelyi Eva tanarn6tél ered, hogy
sengedményeket kell tenniink a matematikai szabatossag rovasara a tanulok fejlettségi
szintjétél fiiggden az érthetdség javara” (Csanyi, Fabian és Szabo, 2016). Az ilyenfajta
engedmények teszik lehetévé a tananyag spiralis felépitését, ami ndveli a tanitasi folyamat
hatékonysagat azaltal, hogy mindig a didk altal aktualisan befogadhat6 legmélyebb szinten
dolgozzuk fel az egyes témakdoroket. (N. Kollar és Szabo, 2004)

A kozoktatas legkézenfekvObb matematikai etikai kérdése azonban az, hogy mit
tanitsunk, milyen tananyagrészek, tudaselemek, kompetenciak, matematikatorténeti vagy —
filozofiai gondolatok kertiiljenek atadéasra a felnovekvo generacioknak. A NAT torvényi szinten
szabalyozza, hogy minek kell benne lennie a tananyagban, igy az elsd kérdés, hogy mi keriiljon
NAT-ba, melyek azok a kompetencidk, amik elsajatitisa ez altal kiemelt fontossagot kap.
Kérdés az is, hogy ez valdban tiikrozi-e az elképzeléseinket a matematikai nevelésrél. Az

jelenik-e meg a NAT-ban, amit matematikai nevelésnek szeretnénk hivni vagy mashonnan
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nézve, ami a NAT-ban megjelenik, azt szeretnénk-e a matematikai nevelésnek hivni? Tovabbi
etikai kérdések meriilhetnek fel azzal kapcsolatban, ahogyan a tananyag és a kimeneti
kovetelmények kisebb-nagyobb mértékben atalakulnak, ahogy a NAT atfogd, torvényi
szabalyozast jelent6 szintjér6l a mindennapi gyakorlatig eljutunk. Az elsé 1épcséfok ebben az,
ahogyan a NAT tartalmai bekeriilnek a kerettantervbe. A kerettantervi szint még mindig
orszagosan egységesen szabalyozza a tanitasi folyamatot, azonban mar nagyobb
részletességgel, a négyéves periddusok helyett kétéves periodusokra bontva, az egyes képzési
tipusok esetén kiilonbozé modon. Példaul a kozépiskola 9-10. osztilydban mas-mas
kerettanterv vonatkozik a nyolc-, a hat- és a négyosztilyos gimnaziumi osztalyokra, a
szakképzésre €s az iskolarendszerli felnoOttképzésre. Itt mar jelentdés hangsulyeltolodasok,
kiilonbségek jelenhetnek meg az egyes verziok kozott, azonban ahogy tovabb kozelitiink
szintrdl szintre a hétkdznapi gyakorlatig, minden egyes atmenettel valtozasok és veliik egytitt
etikai kérdések jelenhetnek meg. Az eddig emlitett dokumentumokat kevesen forgatjak napi
szinten a tanitasi folyamat tervezésekor, mivel a 2-4 éves periddus nehezen atlathato. A
tananyagnak a tanéven beliili idébeli elosztasat, a témak sorrendjét és sok mas, konkrétabb
tampontot és részletet a tanmenet tartalmaz, amelyet méar minden tanar maganak ir vagy dolgoz
at minta-tanmenetekbdl, kollégdk jol bevalt tanmeneteibdl. A tanmenetek mar kozeli
rokonsagban vannak a ténylegesen megvalosuld tanitdsi-tanulasi folyamattal, azonban
folyamatos rugalmas kapcsolat sziikséges koztiik €s a gyakorlat kozott. Ha a gyakorlat eltért a
tanmenettdl, akkor a terveken moddositani kell, hogy tovabbra is irdnymutatoként tudjanak
szolgalni. Ezzel kapcsolatosan jellemzd dilemma, amikor év végéhez kdzeledve el vagyunk
maradva a tanmenethez képest. Mivel tesziink jobbat ilyenkor a didknak? Ha megprobalunk
minden hatralévé témat érinteni (akar csak mese-szinten), hogy legalabb halljon réla — de ezzel
lehet, hogy csak Osszekavarjuk? Vagy ha tovébbra is a szokott tempdban és modszerrel
haladunk, hogy amit tanulunk, azt alaposan tudja — viszont igy lesz, amir6l egyaltalan nem fog
hallani? Vagy ha koztes megoldast keresve az interaktivitason probalunk sporolni és
»letanitjuk” az anyagot, nem térddve a didk szintjével €és a szdmara optimalis tempdval? A
felmeriilé kérdésekbdl is lathatd, hogy van még egy tovabbi 1épcséfok, a tanmenetek még
nagyon sok elemét nem szabdlyozzdk egy tényleges tanoranak, igy ez is egy Ujabb
szintdtmenetet és vele etikai dilemmakat jelent. Emellett a teljes folyamatot atfogo etikai kérdés
az az a sokat vitatott felvetés, hogy a tandrok puszta jo szandékbol a NAT-beli célok
megvalodsitasa helyett az érettségin elért lehetd legnagyobb pontszamot tekintik mérvadonak,

arra trenirozzak a diakokat a kdzépiskolai oktatas soran (Kovacs és Palotay, 2012). Ez azonban
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azt is eredményezi, hogy az érettségin nem szamonkért kompetencidk az oktatasi folyamatban

nem vagy sokkal kisebb hangstllyal jelennek meg.

I11.3. Etikai kérdések a tehetséggondozasban

A matematikatanitdsnak nagyon sokféle szintere, formaja, szintje van, mas-mas
jellemzo kihivasokkal, modszertani, pszicholdgiai €s etikai kérdésekkel. A felmeriilé dilemmak
egészen kiilonbozoek lehetnek egy teljes 1étszamu, vegyes képességli osztalyban, mint egy

kiscsoportos felzarkoztatd foglalkozason vagy éppen egy egyéni versenyfelkészitésen.

Néhany kérdés, amely a tehetséggondozas teriiletén felmeriilhet: Lehet-e a
tehetséggondozasban is engedni a precizségbdl a jobb érthetdség kedvéért? Szabad-e olyan
feladatot kitlizniink a didkoknak, amelyre azutan nem fogunk vagy nem tudunk preciz
megoldast megbeszélni veliikk? Tisztazhatok-e a tehetséggondozas keretei kozott az iskolai
tandran megjelend elhallgatasok, csusztatdsok? Hogyan lehet jol kommunikélni a kialakulo

ellentmondésos helyzetekben, hogy sem tudas, sem tekintély ne sériiljon?

Kutatasi kérdésiink a kovetkezd: Szemben a regularis, tantermi 6rakon elfogadott,
megengedheto esetleges pontatlansaggal, adhatunk-e matematikailag hibas valaszt vagy

megoldast egy kérdésre vagy egy feladatra a tehetséggondozasban?

A kutatasi kérdés vizsgalatdhoz harom, a tehetséggondozasban gyakran eldkeriild,
tipikusnak mondhat6 feladattipust vesziink gorcsé ala, amiket mérleges, tevés és allitasos
feladatoknak neveztiink el. A problémak ¢és mintamegoldasuk ismertetése utan elemezziik,

milyen etikai kérdések meriilnek fel ezekkel a feladatokkal kapcsolatban.

I11.4. Feladatok a tehetséggondozasban

Ebben a fejezetben harom feladattipust fogunk leirni, amelyeknek elemezziik a
megoldasat. Mindharom feladattipus megjelenik a tehetséggondozasban. Olyan feladatokat

mutatunk be, amik a matematikusokat is foglalkoztatjak napjainkban is.

11.4.1. Mérleges feladatok
Tekintsiik az alabbi feladatokat:

,,9 érme koziil egy hamis
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9 ¢érme koziil egy hamis, s ez konnyebb, mint a tobbi (a tobbi egyenld sulyt). Egy kétkara

mérlegen sulyok felhasznalasa nélkiil két mérlegeléssel keressiik ki koziiliik a hamis érmét.
Hogyan lehet ezt megtenni?” (Roka 2013: 74)
A konyvben szerepld hivatalos megoldas a kdvetkezo:

»legylink a serpenydkbe 3-3 érmét, s a maradék 3 érmét az asztalon hagyjuk. A mérlegelés
utan tudjuk, hogy mely 3 érme kozott van a hamis. Ha a mérleg egyensulyt mutat, akkor a
kimaradt 3 érme kozott kell keresni a hamis érmét, ha pedig nincs egyensuly, akkor a
konnyebbnek bizonyuld 3 érme kozott. A masodik mérésnél ebbdl a 3 érmébdl egyet-egyet

tegyiink a serpeny6kbe, s most mar kideriil, hogy melyik a hamis.” (Roka 2013: 187-8)
,»8 érme koziil melyik a hamis érme?”

,,Elottiink van 8 egyforma pénzérme, amelyek koziil az egyik hamis, ennek a sulya kiilonbozik
a tobbiétdl — amelyek azonos stlyliak. Azt nem tudjuk, hogy a hamis érme konnyebb vagy

nehezebb, mint a tobbi.

Egy kétkart mérleggel mérdsulyok nélkiil kell megtalalnunk a hamis érmét minél kevesebb

méréssel.
Hany méréssel tudod megtalalni a hamis érmét?” (Roka 2013: 75)
A konyvben szerepld hivatalos megoldas a kovetkezd:

,Harom méréssel megtalaljuk a hamis érmét. Az elsé mérés utan tudjuk, hogy melyik 4 érme
kozott van a hamis érme (ezek a ,,gyanis” érmék), a masodik mérés utan 2 gyantis érme marad,

a harmadik mérés utan pedig egyetlen gyanus érme, azaz megtalaljuk a hamis érmét.

1. mérés: Tegyiink a serpenydkbe 2-2 érmét. Ha nincs egyensuly, akkor tudjuk, hogy a

mérlegen vannak a gyanus érmék, a tobbi 4 érme valodi.
2. mérés: A 4 gyants érmebdl 2 érmét az egyik serpenydbe tesziink, a masikba pedig 2 valodi
érmét. Ekkor kideriil, hogy a hamis érme a mérlegen levo 2 gyanus érme kozott van-e (ha nincs

egyensuly), vagy pedig a masik 2 gyanus érme kdzott. A masodik mérésnél mar azt is fogjuk

tudni, hogy a hamis érme kdnnyebb vagy nehezebb a tobbinél.

3. mérés: A 2 gyanus érme egyikét és egy valodi érmét tesziink a mérlegre, ha elbillen a mérleg,

akkor a feltett gyanus érme a hamis, kiilonben a masik gyanus érme hamis.” (Roka 2013: 188)

Mieldtt a témakdr tovabbi elemzésébe kezdenénk, leszogezziik, hogy mindkét

mintamegoldas hidnyos. Egyik esetben sem latjuk be, hogy kevesebb méréssel nem lehetséges
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a hamis érme megtalalasa. (Tulajdonképpen ki sem mondja a mintamegoldas, hogy igy van,

csak sejteti, a ,,miért”’-r6l pedig nem esik sz9.)

A mérleges feladatokrol azt gondolnank, hogy hagyomanyos, akar tobbezer éves
feladatok, ez azonban meglepé modon nem igy van. A probléma ebben a formajaban 1945
kornyékérdl szarmazik és Grossman irta le el6szor (Grossman, 1945: 360-1). A feladattal
legtobbszor két valtozatban talalkozhatunk. Az egyik valtozatban tudjuk, hogy a hamis érme
konnyebb vagy nehezebb, mint a valodi érmék. A masik valtozatban csak azt tudjuk, hogy
eltéro sulyu, azt nem, hogy konnyebb vagy nehezebb-e a tobbihez képest. Az elso valtozat teljes
megoldasa olvashaté D. O. Skljarszkij, N. N. Csencov ¢és I. M. Jaglom altal irt Valogatott
feladatok és tételek az elemi matematika korébdl cimili konyv elsé kotetében (Skljarszkij,

Csencov, Jaglom, 1979). Mostantdl a dolgozatban ezt a kotetet ,,Jaglom™-nak fogjuk nevezni.

A meérleges feladatok kevésbé ismert valtozata, amikor tobb hamis érme is van a valodi
érmék kozé keverve. Tekintsiik most azt az esetet, amikor tobb hamis érme van. Azt nem tudjuk,
hogy pontosan hany darab, de azt igen, hogy konnyebbek vagy nehezebbek-e, mint a valodi
érmék. Ekkor a hamis érmék megtalalasahoz sziikséges mérések szamat illetden az
informacioelméleti alsé hatar n - [logs2]. Err6l a hatarrol mar lattuk, hogy éles, amikor egy
hamis ¢érme van. Ismeretlen szami hamis érme esetén bebizonyitottak, hogy az
informacidelméleti hatdr nem ¢éles. Az eddig 1étezd legnagyobb alsé becslés n érme esetén
logs (2™ + 2775 + 2176 4 2177 09 4 pn=10 4 pn—12 4 9n-13) (An-Ping és von Eitzen,
2009). Mar a becslést megado képlet bonyolultsagabdl is sejthetd, hogy ennek a feladatnak az
altalanos megoldasa nem konnyli. Ekkor még mindig jarhat6 Gtnak tiinhet, hogy kis, rogzitett
szamu érm¢ék esetén fel lehet adni a feladatot a didkoknak, 6k probalkozhatnak, kisérletezhetnek
és ezutan mar jobban meg tudjak érteni az altalunk elmondott indoklast arra, hogy a megadott
also és felso hatar megegyezik. Sajnos ez az Gt sem jarhato. A 11 és a 2 kis szdmok, igy az el6z6
feltételezés alapjan a 11 érmébdl a 2 hamis megtaldladsa egy kozépiskolasoknak is feladhato
feladat kellene, hogy legyen, de nem az. Ebben a feladatban a sziikséges mérések szama 5, amit
2015-ben allapitottak meg és a bizonyitdsban a haromelemii test feletti Golay-kodokat
hasznaltak (Chudnov, 2015).

111.4.2. Tevés feladatok

A tevés feladatoknak két {6 tipusa ismert. MindkettOben vannak tevéink és viziink.

Mindkettében szeretnénk atjutni a sivatagon. A tevék tudnak magukkal vinni meghatarozott
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mennyiségll vizet, és tudnak egymasnak vizet atadni. A tevék folyamatosan vizet fogyasztanak.
Az egyik feladattipusban lehet 1étesiteni vizraktdrakat a sivatagban, a masik feladattipusban
nem. Az a kérdés, hogy milyen messzire tudunk igy eljuttatni egy tevét a sivatagban. Mindkét

tipusnak tobbféle megfogalmazasa lehetséges.
A Logika-land (Roka, 2013) cimii konyvben szerepel a kovetkez6 két feladat:
»Sivatagi vandorlas”

,»Ali Ben Juszuf sziiléfalujatol tdvol dolgozik. Munkahelye és sziileinek lakhelye kozott egy
100 km széles sivatag teriil el. Ali meg akarja latogatni a sziileit. Kérdezdskodik, szdmolgat;
kidertil, hogy a sivatagban naponta 20 km-t tud megtenni, és egyszerre csak haromnapi élelem-
¢s viztartalékot tud magaval vinni. Az egyszertiség kedvéért feltételezziik, hogy csak egész napi

ut utan lehet a magaval vitt élelmiszerbdl és vizbdl tartalékot 1étesiteni.
Hany nap alatt jut at a sivatagon?”” (Roka, 2013: 54)
A feladatnak a kotetben szereplé mintamegoldas a kovetkez6 (Roka, 2013: 159):

»A 100 km-es tutszakaszon a kiinduloponttdl 20, 40, 60 és 80 km-re képzeljiink egy-egy
kilométerkovet. Forgassuk visszafelé a vandorlas filmjét. Tegyiik fel, hogy a vandor elérkezett
az ut végére; akkor 3 nappal ezel6tt a 40-es kilométerkdnél kellett lennie 3 napi élelmiszerrel
és vizzel. A 40-es kilométerkdnél ezt a készletet el kell helyezni. (Innen 3 napi ut a cél.) Hogyan
tud a 40-es kilométerk6hoz 3 napi élelmiszert eljuttatni? Egyszeri nekifutasra lehetetlen. A 20-
as kilométerkonél kellett az els6 raktart 1étesitenie. Most kiszdmitjuk, hany napi élelmet kellett
felhalmoznia a 20-as kénél ahhoz, hogy a 40-es konél haromnapit tudjon Gsszegyijteni. Ha a
20-as konél felvesz harmat, 1 nap alatt eljut a 40-eshez, ezalatt elfogyaszt egynapi ¢élelmet.
Egyet letesz, egy nap alatt visszatér a 20-ashoz, ezalatt elfogyasztja a harmadikat. Megint
felvesz harmat, egy nap alatt eljut a 40-eshez 2 csomaggal: megvan a sziikséges 3 csomag.
(Ehhez 6sszesen 3 nap kellett.) Ezek szerint a 20-as kdnél 6 csomagnak kellett lennie. Egyszeri
forduléssal itt is 2 napot tolt el, 4 csomag odajuttatasa 8 napig tart. Az utolsd fordulonal 2
csomagot mar 1 nap alatt juttat el. Osszesen tehat 3 + 3 + 8 + 1 = 15 nap sziikséges az ut

megtételéhez.”

A feladat egy masik véltozatdban nem lehetséges raktdrakat 1étesiteni, viszont nem

egyediil kell megkiizdenie a sivatagi atkelés kivivéasaival a féhdsnek, hanem két segitétarsa is
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akad. Ez azonban ujabb feltételt is hoz magaval, a segitbknek vissza kell tudnia jutni a

kiindulasi pontra:
,,Atkelés a szavannan”

»Egy kutatd két teherhordd segitségével at akar jutni a szavannan. Mind a kutatd, mind a
teherhordok legfeljebb nyolc napra elegendd élelmet és vizet tudnak magukkal vinni. A
kutatonak biztositania kell, hogy a teherhorddk visszatérhessenek oda, ahonnan elindultak. A

szavannaban élelmiszert nem tarolhatnak, nem hozhatnak 1étre lerakatokat. Az atkeléshez és a
teherhordok visszatéréséhez csak ez a 3 - 8 = 24 napi ¢lelmiszerkészlet hasznalhato.

A kutatoé ilyen segitséggel hany napos turat tehet meg?” (Roka, 2013: 55)

Erre a feladatra az alabbi mintamegoldast adja a kotet:

,2Harman elindulnak, és a teherhordék mindig ugy fordulnak vissza, hogy visszatérésiikkor mar
nincs naluk élelmiszertartalék. 2 napi tura utan az egyik teherhordo feltolti két tarsa készleteit,
majd visszafordul. Igy az 6 8 napi készletébdl 4 napi adagot sajat maga fogyaszt el, és 4 napi
adagot a tarsainak ad at. A kutat6 és a mésik teherhord6 tovabb indul, mennek 2 napig, és ekkor
a teherhord¢ atad a kutatoénak 2 napi adagot, és visszafordul a ndla maradé 4 napi készlettel. A

kutat6 8 napi készlettel indul tovabb. Osszesen 12 napos utat tehet meg a kutatd.”

Mindkét megoldasnak hidnyossaga az, hogy nem mutatja meg, hogy nincs olyan
konstrukcio, amellyel messzebb lehet menni. Egy igazén teljes megolddshoz még az is
hozzatartozna, hogy van-e mas konstrukcid, ahogyan ide el lehet jutni. Az els6 feladat ,,jeep
problem” néven ismert a nemzetkdzi szakirodalomban, Juszuf helyett egy dzsiprél szol, ami
¢lelem helyett benzint tud szallitani és lerakni a sivatagban. Ennek is tobb valtozata van, példaul
a ,teve €és bananok”, az ,,utazok a sivatagban” és az ,,aut6 a sivatagon at” problémacsaladok. A
masodik feladat az ,,utazok a sivatagban” problémacsaladhoz tartozik, ahol az a kérdés, hogy
milyen messze tudunk eljuttatni egy embert a sivatagban, hogyha csak adott mennyiségii
¢lelmet vihet magaval, de vannak segit6i, akik atadhatnak neki barmikor élelmet, am nekik
vissza kell térniiik a bazisra. A feladatok tevés és terepjards megfogalmazasa lényeges
matematikai kiilonbséget is okozhat, ugyanis eltérés lehet a raktarak létrehozdsanak és
felhasznalasdnak modjaban, feltételeiben, amely mas matematikai struktirakat tesz lehetové a
probléma megoldasa soran. Mindegyik problématipusban vannak viszonylag jol feltérképezett
részkérdések, azonban egyes valtozatokra a mai napig nincs teljes megoldas. A helyzetet jol

illusztralja, hogy Gale (1998) a Tracking the automatic ANT c. kdnyvében tobb esetet is

62



megold, de bevallottan hidnyérzete marad ¢€s egy teljes oldalt szan arra, hogy elemezze, melyek

azok a valtozatok, amiket nem tudott megoldani .

A sivatagon valo atkelésrol szold feladatok 1947-ben keriiltek a koztudatba (Fine,
1947). Fine cikke ezzel a problémafelvetéssel indul: ,, Tegyiik fel, hogy egy dzsip maximum n
gallon iizemanyagot tud magaval vinni és ¢ mérféldet tud megtenni gallononként. A dzsipnek
egy X széles sivatagon kell atkelnie. A feladat az, hogy taldljunk egy modszert az utazés
leggazdasagosabb kivitelezésére ¢és meghatarozzuk a sziikséges iizemanyag minimalis
mennyiségét. Nem nyilvanvalo, hogy 1étezik optimalis modszer, és precizebb volna legnagyobb

alsd becslésrdl besz€lni a minimum létezésének igazoldsaig.” A cikkben az x tavolsag
12 L . . 1 _
megtételéhez sziikséges lizemanyag mennyiségére a f(x) = . exp(2x — C) + 0(e™?™)

kozelitést adja, ahol C az Euler-konstans, C = 0.5772156649.

Egy alapos elemzést talalhatunk az egy dzsippel kapcsolatos problémakrol a Gale's
Round-Trip Jeep Problem cimii cikkben (Hausrath, Jackson, Mitchem, Schmiechel, 1995). A
cikk azokkal az esetekkel is foglalkozik, amikor a terepjaronak vissza kell térni a kiindulési
pontra, és amikor a cél feldl is kaphat segitséget, azaz a sivatag tiloldalan is van lizemanyag. A
cikkben két fontos tétel szerepel bizonyitassal egyiitt, a kovetkezok. Tegyiik fel, hogy van n

napra elegendd lizemanyagunk. Ekkor a maximum tavolsag, ahova egy terepjaréval el tudunk
jutni, az D; =1 +§+ % + -4 T1—1 (Hausrath, Jackson, Mitchem, Schmiechel, 1995: 300).

Legyenek m és k egész szamok, ahol m > k. Ekkor a legnagyobb tavolsag, ahova egy terepjard

1
2m-—2

el tud raktarozni k tanknyi benzint, az D, = $+ + +T1+4 (Hausrath, Jackson,

Mitchem, Schmiechel, 1995: 301). Alway tobb terepjard egylittes tovabbjutasat is vizsgalta.
(Alway, 1957).

Azt a kérdést, amely a feladatgyiijteménybdl idézett els6 feladatnak felel meg, hogy n
tank benzinnel és egy olyan autoval, ami a sajat tankjan kiviil még pontosan egy tanknyi
lizemanyagot tud szallitani, amit azonban csak egyben lehet felhasznalni, Rote és Zhang 1996-
ban oldottak meg, bizonyitva azt is, hogy a megoldasuk optimalis — azonban ehhez mar tobbek
kozott linearis programozasra is sziikségiik volt. (Rote és Zhang, 1996) fgy most mar
hatvanyozottan meriil {6l a kérdés, hogy ezek a feladatok feladhatdak-e egy kozeépiskolasoknak

szant feladatgytijteményben.

A feladatgylijtemény masodik feladatdhoz hasonld problémakrél, melyekben egy

embernek/tevének/dzsipnek kell atjutnia a sivatagon, de tobb segitdje is lehet, akiknek viszont
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a kiindulasi pontra kell visszajutnia, 2009-ben jelent meg Herb Baileynek egy cikke, amelyben
két stratégiat vet Ossze. Az egyik az, amelyben egyszerre indulnak az utazok és atadhatnak
egymasnak élelmet. Elemi matematikai eszkozokkel megmutathato, hogy igy nem juthat el
senki 2 egység tavolsagig (ahol az 1 egység az egy dzsippel egy teli tank lizemanyag
segitségével megtehetd maximalis tavolsag). Cikkében mutat egy olyan modszert is, amelyben
nem egyszerre indulnak az autdk, és a taborban maradottak elébe mehetnek a visszatéréknek,

hogy a visszauton lassak el dket. A masodik stratégidja mar 4 ember esetén jobb, mint az elso;

¢€s az 0 modszerével g tavolsagig lehet eljutni. Mi most mutatunk egy modszert, ahol 2™ — 1

autoval el lehet jutni % tavolsagra, azaz, meglepd modon, végtelen messze.

A modszer a kovetkezd: Az egyszeriiség kedvéért ugy vessziik, hogy a dzsip egy teli
tankkal 3 napi jarofoldet tud megtenni €s innentdl ,,x tavolsag™ alatt azt értjiik, hogy ,,x napi
jarofold tavolsag”, igy a gondolatmenet konnyebben atiiltetheté a tevés valtozatra is. Azt
allitjuk, hogy n napi tavolsagra el tudunk juttatni d dzsipet tele tankkal, ahol n és d tetszbleges
pozitiv egészek. Allitasunkat indukciéval bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy el tudunk juttatni 2d
dzsipet tele tankkal n-1 tavolsagig. Ekkor az n-1 tavolsagig eljuttatunk elészor 2d embert tele
tankkal (azaz 3 napi lizemanyaggal), onnan elinditjuk mindegyiket egy napi tavolsagra. d dzsip
ott marad (6k fognak tovabb menni). A masik d dzsip atad nekik 1-1 napnyi lizemanyagot és
visszamegy az n-1 tavolsagra — eddigre iiriil ki épp a tankja. (Vagy gondolhatunk erre gy is,
hogy d/2 dzsip atad nekik 1-1 napi lizemanyagot, majd a maradék d/2 dzsip ,,visszahozza” az
igy kitirtilt tankt autokat: a ,,maradék” d/2 autdé mindegyikénél 2 napi készlet van, ennek felét
atadjak egy-egy kiiiriilt autonak és igy mind a d autd, aki nem megy tovabb, vissza tud jutni n-
1 tavolsagba, tires tankkal.). Ez azt jelenti, hogy leétre tudtunk hozni olyan szituaciot, hogy van
n tavolsagra annyi emberiink, amennyit oda szerettiink volna eljuttatni €s van ugyanannyi
emberiink n-1 tavolsagra 0 tankkal. Az indukci6 szerint ide el tudtunk juttatni masik d dzsipet
tele tankkal — akik vissza tudjak 6ket hozni n-2 napi tavolsagra és akkor az indukcios feltétel

tovabb mukodik. o

Nézziink egy konkrét példat, ha ugy tetszik, egy modellt. Ha valakit el akarunk juttatni
a kezddéponttdl 5 tavolsagra tele tankkal, akkor ehhez 4 messzire kellett juttatni 2 embert tele
tankkal, akik mennek 1 napot (ezzel eljutva az 5 tavolsagig), az egyikiik atadja a masiknak 1
napi lizemanyagjat, majd visszatér a 4 tavolsagra. Akkor van 1 emberiink 5 messze tele tankkal
¢s 1 emberiink 4 messze lires tankkal. Ahhoz, hogy 6 haza tudjon jutni, kell lennie még 1
embernek 3 tavolsagon tele tankkal, aki tovabb megy a 4 tadvolsagra €s visszahozza 6t (atad neki

egy napi iizemanyagot és igy mindketten vissza tudnak menni a 3 tavolsagra. Igy van két iires
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dzsipiink 3 messze, akiknek a visszahozésahoz sziikségiink van 2 teli dzsipre a 2 tavolsagon,
akik vissza tudjak ket juttatni a 2-es tavolsagra. igy 4 iires dzsipiink lesz 2 messze ... Az eljaras
az eddigiekhez hasonldan folytatédik. Ez azt jelenti, hogy 31 dzsip segitségével el tudjuk

juttatni az egy kivalasztott autot 5 tavolsagra.

Megmutattuk, hogy modszeriinkkel végtelen nagy tavolsagra el tudunk juttatni egy
dzsipet, ha kell6 szamu segité autd all rendelkezésre. Azonban ez sem teljes megoldas, hiszen
azt nem vizsgaltuk, hogy nincs-e a miénknél hatékonyabb modszer, amelyhez azonos tavolsag

esetén kevesebb autd sziikséges, mint az altalunk leirt eljarashoz.

A mérleges feladatokhoz hasonloan a tevés is egy olyan feladattipus, amelynek vannak
kézenfekvd altalanositasai. Ezek megoldasa gyakran tulmutat kozépiskolai vagy akar az
egyetemi tananyagon. Az els6 feladat kézenfekvo altalanositasat, hogy adott tavolsagra mennyi

viz sziikséges, 1995-ben oldottak meg teljeskoriien (Hausrath, Jackson, Mitchem, Schmiechel,

1995: 300), és azt allapitottak meg, hogy azt kell megnézni, a D; = 1 + % + % + -+ 211;—1
Osszeg mikor 1épi til a megadott tdvolsagot, ennyi liter viz sziikséges. A masodik feladat
altalanositasa, hogy ha n emberiink van, meddig lehet eljutni, még megoldatlan.

111.4.3. Allitasos feladatok

Ebbdl a feladattipusbol két feladatot szeretnénk bemutatni Roka Sandor feladatgytijteménye

alapjan, a 100+100 allitassal kapcsolatost és a 8 allitassal kapcsolatost.
,Egy papirlap egyik oldalan a kdvetkezd szoveg olvashato:

1. Ezen a papiron legalabb egy allitas igaz.
2. Ezen a papiron legalabb két allitas igaz.

3. Ezen a papiron legalabb harom allitas igaz.

99. Ezen a papiron legalabb kilencvenkilenc allitas igaz.

100. Ezen a papiron legalabb szaz allitas igaz.
Ha megforditjuk a lapot, a masik oldalan ezt olvassuk:

1. Ezen a papiron legalabb egy allitas hamis.
2. Ezen a papiron legalabb két allitas hamis.

3. Ezen a papiron legalabb harom allitas hamis.
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99. Ezen a papiron legalabb kilencvenkilenc allitas hamis.

100. Ezen a papiron legalabb szaz allitas hamis.

A szdveg a pontok helyén is folyamatos, csupan a rovidség kedvéért nem irtuk le mind a 200

allitast. Hany igaz allitas van a lapon?” (Roka, 2013: 88-9)

Ez a feladat els6 ranézésre nem tiinik problémasnak, oda-vissza gondolkodéssal konnyt
megoldani. Az els6é oldalon mind a szaz allitas igaz. A masodik oldalon az elsé allitas is igaz,
mert ha hamis lenne, akkor 6nmaganak mondana ellent. Emiatt viszont legalabb egy igaz allitas
van a papir ezen oldalan is, azaz legfeljebb 99 hamis allitas lehet, a szdzadik allitds ezen az
oldalon biztosan hamis. Hasonldan tovabb folytatva a gondolkodast megallapithatjuk, hogy a
lap mésodik oldalan az 6tvenedik és minden el6tte 1€v6 allitas igaz, az dtvenegyedik és minden

utana kovetkezd pedig hamis. fgy 6sszesen 150 igaz allitas van a lapon.
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,Egy papiron az alabbi allitasok olvashatok:

. Ezen a papiron legaldbb egy allitds hamis.

. Ezen a papiron legaldbb két allitas hamis.

. Ezen a papiron legalabb harom allitas hamis.
. Ezen a papiron legalabb négy allitas hamis.

. Ezen a papiron legalébb 6t allitds hamis.

. Ezen a papiron legaldbb hat allitas hamis.

. Ezen a papiron legalabb hét allitas hamis.

© N N U AW N

Sajnos a 8. allitas olvashatatlan.
A 8. allitas igaz vagy hamis?” (Roka 2013: 88)

A mintamegoldas az el6z6 feladathoz hasonld gondolatmenet sordn eljut addig, hogy
harom allitasrol tudja, hogy hamis, négy allitasrol tudja, hogy igaz. Azt is megmutatja, hogy
lennie kell négy hamis allitdsnak. Ebbdl arra kovetkeztet, hogy az ismeretlen nyolcadik allitas
hamis (Réka, 2013: 200-1). De mi torténik akkor, ha példaul a nyolcadik allitas az, hogy ,,Peti
levest f6z.”? Ennek az allitdsnak az igazsagtartalmat nem hatirozhatja meg az eldtte leirt hét
allitas, hanem Peti dontésén mulik. Vagy a hét allitas kényszeritheti Petit a levesf6zésre vagy

€pp arra, hogy ne tegye? Most mar kezdjiik érezni, hogy valami nincs rendben ezzel a feladattal.

Az ellentmondést nem lehet azzal feloldani, hogy ennek a feladatnak nincs megoldasa,
hiszen, ha az el6z6nek és tobb mas hasonld feladatnak van, akkor ennek miért ne lenne? A
feloldast tobbféleképpen el lehet képzelni. Az egyik lehetdség a nyelvek hierarchidjan alapul,
amelyet Chomsky dolgozott ki (Jager és Rogers 2012). Az elmélet szerint mindig csak a
hierarchia alapjan fels6bb nyelv beszélhet egy adott nyelv igazsagairdl. Egy masik lehetséges
feloldas az, ami Raymond Smullyan konyveiben is szerepel (Smullyan, 2016), hogy nem
minden mondat allitds. A matematika nyelve kiilonbdzik a mindennapi nyelviinktdl. Az allitas
fogalma a matematikaban pontosan definialt, és attol, hogy valamit leirunk vagy mondunk, az
nem lesz allitas. Mi ezzel oldanank fel a latszolagos ellentmondast. Ekkor viszont sokkal
bonyolultabb lenne a feladat, mint elsé olvasasra tlint, mert minden mondatrdl el kellene

donteni, hogy allitds vagy nem allitas és ha allitas, akkor igaz vagy hamis.
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I11.5. Didkok lehetséges dilemmai a feladatokkal kapcsolatban

Polya Gyorgy munkassagaval kezdddden kapott figyelmet a matematikai
problémamegoldas modszertana (Polya, 1971), mely azdta a matematikadidaktikai kutatasok
onalloé és jelentds agava valt (Schoenfeld, 1985). A problémamegoldassal kapcsolatos
szertedgazo kutatasok kis részének ismertetése is szétfeszitené jelen dolgozat kereteit, ezért a

legsziikségesebb, kozvetleniil kapcsolodd megallapitdsok ismertetésére szoritkozunk.

A matematikatanitasnak fontos része a problémamegoldd gondolkodas fejlesztése. A
probléma-megoldasi stratégiakat, gondolkodasi miiveleteket tudatosan kell tanitani a
tanorakon. A legtobb esetben a probléma-megoldasi folyamat all a kozéppontban, nem pedig a
kapott eredmény. Ezen folyamat struktirajat tobbszor is hangstulyoznunk kell a tanuléknak.
(Ambrus A., 2002; idézi Debrenti E., 2018). Az egyik ezzel kapcsolatos gondolat, amely mar
Polyanal is megjelenik és azdta is idotallonak bizonyult a kvetkezd: a problémamegoldas, mint
gondolkodasi tevékenység, tobbek kozott magaban foglalja a probléma tujrafogalmazésat,

elemzését, kiterjesztését, altalanositasat (Ceglédi, 2011).
A problémamegoldas négy fazisa a Polya-féle modell szerint (Ambrus, 1995):

I. A feladat megértése

Mit keresiink? Mi van adva? Mit kétiink ki? Kielégitheto-e a kikotés? Elegendo a kikotés
az ismeretlen meghatarozdasahoz? Vagy nem elegendé? Vagy kevesebb is elég volna?
Vagy ellentmondas van benne? Rajzolj abrat. Vezess be alkalmas jelolést. Valaszd szét

a kikotés egyes részeit. Fel tudod irni oket?

1. Tervkészités

Nem talalkoztal mar a feladattal? Esetleg a mostanitol egy kissé eltérd formaban? Nem
ismersz valami rokon feladatot? Vagy olyan tételt, aminek hasznat vehetnéd? Nézziik
csak az ismeretlent! Probalj visszaemlékezni valami ismert feladatra, amelyben ugyanez
- vagy ehhez hasonlo - az ismeretlen. Itt van egy mdr megoldott rokon feladat. Nem
tudnad hasznositani? Nem tudnad felhasznalni az eredményét? Nem tudnad
felhasznalni a modszerét? Nem tudnad esetleg valami segédelem bevezetésével
felhasznalhatova tenni? Nem tudndd dtfogalmazni a feladatot? Nem tudnad mdsképpen

is atfogalmazni? ldézd fel a definiciot! Ha nem boldogulsz a kitiizétt feladattal,
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probalkozz eloszor egy rokon feladattal. Nem tudnal kigondolni egy konnyebben
megkozelitheto rokon feladatot? Egy dltalanosabb feladatot? Vagy specialisabbat?
Vagy egy analog feladatot? Nem tudnad megoldani legalabb a feladat egy részet?
Tartsd meg a kikotés egyik részét, a tobbit ejtsd el. Mennyire van igy meghatarozva az
ismeretlen, mennyiben vdltozhat még? Nem tudndl az adatokbol valami hasznosat
levezetni? Nem tudnal mondani mds adatokat, amelyek alkalmasak az is meretlen
meghatarozasara? Meg tudnad ugy valtoztatni az ismeretlent vagy az adatokat, vagy ha
sziikséges, mind a kettdt, hogy az uj ismeretlen és az uj adatok kozelebb essenek
egymashoz? Felhasznadltal minden adatot? Szamitisba vetted az egész kikotést?

Szambavetted a feladatban eldfordulo osszes lenyeges fogalmat?

I1l.  Terviink végrehajtasa

Ellendrizz minden lépést, amikor végrehajtod tervedet. Bizonyos vagy benne, hogy a

lépés helyes? Be is tudndd bizonyitani, hogy helyes?
IV. A megoldas vizsgalata

Nem tudnad ellendrizni az eredményt? Nem tudndd ellendrizni a bizonyitdast? Nem
tudnad masképpen is levezetni az eredményt? Nem tudnad az eredményt egyetlen
pillantdsra belatni? Nem tudnad alkalmazni az eredményt vagy a modszert valami mas

feladat megoldadsara?

Az altalunk vizsgalt és kiemelt jelenségek kétségkiviil szorosan kapcsolodnak a fenti
modellhez: Akar mar a problémamegoldas kezdeti 1épései soran is meriilhetnek fel dilemmak a
didkokban, de legkésdbb a kiterjesztésen, altalanositason valdé gondolkodés soran ez szinte

biztosan megtorténik a fenti harom feladattipus esetén.

Mar a masodik lépésben kézenfekvd lehet segédfeladatként megnézni ,kisebb
szamokkal” (kevesebb golyoval, allitassal vagy éppen tevével) a kitlizott feladatot — ez azonban
esetenként teljesen kiilonb6z6 matematikai hatteri feladatra vezet, igy nem jelent segitséget,
sOt. A feladatot megoldani kivand tanuld ujabb nehézséggel szembesiil, amikor meg kell
probalnia eldonteni, hogy a lehetséges segédfeladatok koziil melyik valdoban rokona az
eredetileg megoldani kivant problémanak ¢és melyik nem. Hasonlo a helyzet, ha a
problémamegoldas Polya-féle 4. fazisdban, a sajat megoldasra vald visszatekintés és a

lehetséges kiterjesztések, altalanositas keresésének keretében probalja atgondolni a feladatot.
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Tanari ttmutatassal tamogatva és vezetve kifejezetten hasznos, tanulsagos €s eldrevivo is lehet
egy ilyen folyamat, azonban tandri jelenlét nélkill konnyen a feladatmegoldd

elbizonytalanodéasat eredményezheti.

A Polya-féle negyedik problémamegoldasi fazishoz és a fentiekben emlitett
jelenségekhez szorosan kapcsolodik a metakognicid témakdre — hogyan és milyen
hatékonysaggal tud a diak reflektalni a sajat gondolkodési, problémamegoldési folyamataira.
Ambrus (1995) hangsulyozza Schoenfeld nyoman, hogy a problémamegoldassal kapcsolatban
négy teriiletnek van kiemelt jelentésége, az eredetnek (el6zetes tudas), a heurisztikanak (nem
standard problémak megoldasat el6segitd stratégiak), a kontrollnak (globalis dontés a megfeleld
stratégia kivalasztasara) és a hozzddllasnak (a tanuld sajat ,,matematikai vilaga™). A tudatos
metakognitiv stratégidk els6sorban a kontroll teriiletéhez tartoznak, de a heurisztika teriiletén is
megjelenik az ellendrzés, illetve a hozzallast meghatarozd, sokszor nem tudatosuld tényezdk
feltardsaban is szerepe van a metakognicionak és az Onreflexionak. A kutatas lehetséges
folytatési irdnyai kozott tartjuk szdmon a témanak a metakognicios folyamatokra fokuszalva

torténd feldolgozasat.

Az elméleti keretek tisztdzasa utan vizsgaljuk meg a lehetséges felmeriild problémakat

kozelebbrol, feladattipusonként.

Vegyiik el0szor példaul az allitasos feladattipust. A feladatgyiijteményben szerepld
feladat-variaciokban is az egyik valtozo tényezd az, hogy hany allitasrol beszéliink. Igy adja
magat az Otlet, hogy tovabbi allitas-szamokra is kiterjessze a diak feladatot — azonban ekkor
szembesll vele, hogy paratlan szamu allitdsra nem taldl megoldast. Ekkor akar azt is
gondolhatja, hogy 6 értette félre a feladatot, vagy valami mas hibat kovetett-e el vagy most,
vagy az eredeti probléma megoldasakor. A tehetetlenség, hogy egy mar megoldotthoz nagyon
hasonlo feladattal nem tud megbirkdzni, frusztraciot valthat ki beldle, akar matematikai
szorongas kialakulasat is eldsegitheti. A nyolc allitasrol sz616 feladat esetében valdsziniileg mar
hamarabb felmeriilnek dilemmaék. Kézenfekvé gondolat ugyanis megvizsgalni, hogy egy-egy
konkrét allitds beirasakor mi torténik, megoldhato-e ekkor a feladat. Azonban ez zavart
okozhat, mert a kiilonboz6é esetekben kiilonbozd kovetkeztetést lehet levonni — ami alapjan
kétséges, hogy vajon mi lehet az eredeti feladat megoldasa. Péld4ul, ha azt irjuk nyolcadik
allitdsnak, hogy minden rombusz téglalap, akkor mind a nyolc allitasrol egyértelmiien el tudjuk
donteni, hogy igaz-e vagy hamis. Ha viszont azt irjuk, hogy minden négyzet téglalap, akkor

ellentmondasra jutunk, mert az el6z6 hét allitas alapjan az utolsonak hamisnak kellene lennie.
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De mi a helyzet, ha azt irjuk, hogy ,,Egy egyeneshez egy kiils6 ponton at egyetlen
parhuzamos htizhat6.”? Ekkor egy papirra felirt hét mondat meghatdrozza, hogy a

parhuzamossagi axioma nem teljesiilhet?

A mérleges feladattipussal kapcsolatban az elsé észrevételiink az volt, hogy nem teljes
a mintamegoldas. Mindkét esetben kapunk egy konstrukciot, hogy hogyan tudjuk viszonylag
kevés mérésbol megtalalni a hamis érmét, a masodik feladat esetében harom mérésbol. Azt még
kénnyen meg tudjuk indokolni magunknak, hogy miért nem tobb mérést hasznalé megoldast
mutat a konyv — a kérdésben benne van, hogy minél kevesebb mérés a cél. De azt honnan
tudjuk, hogy a konyv altal mutatott a lehetd legkevesebb? Erre nem tér ki a mintamegoldas,
pedig a pontos valasznak két része lenne: az egyik, hogy belatjuk, haromnal kevesebb mérés
biztosan nem elég, a masik, hogy mutatunk egy konstrukciot arra, hogy harom méréssel hogyan
lehetséges megtaldlni a hamis érmét. A mintamegoldas azt a benyomast kelti a didkokban,
mintha teljes valaszt adna, nem is emliti, hogy a hdrom mérés sziikségességét indokolni kellene.
A didkok elolvasva ezt a megoldast (miutan valészintileg tobb mérésbol tudtak csak megoldani
a feladatot) azt latjak, hogy ez egy jol atgondolt konstrukcid, raadasul azt gondolhatjak, hogy
mivel megjelent egy kényvben, biztosan helyes és megkérddjelezhetetlen. Igy nem marad
benniik hidnyérzet és elkonyvelik, hogy ez egy bizonyitds. Ezaltal a mintamegoldasok, melyek
nem adnak bizonyitast az eredeti probléma megoldasara, de mégis valamit bizonyitanak — ezzel

hitelesnek, jonak feltiintetve a megoldast — torzitjak a didkok bizonyitasrol alkotott képét.

Hasonlé dilemmak felmeriilhetnek a tevés feladatokkal kapcsolatban is, hiszen ezek
esetében sem ejt szot a mintamegoldas arrdl, hogy biztosan az optimalis megoldast talalta-e
meg, miért nem lehet mas modszerrel messzebb jutni vagy éppen kevesebb nap alatt megtenni
az adott tavolsagot. Az feladatvaridnsok egy része is kézenfekvd altalanositas, amelyet az
eredeti feladat kozeli rokondnak gondolna egy didk, azonban esetenként akar teljesen mas

mogottes konstrukciot rejt.

I11.6. Etikai dilemmak a tehetséggondozasban

A harom ismertetett feladattipus tobbféle etikai dilemmat vet fel, melyek lehetnek

matematikai, tanari, szerzoi és feladatkitiizoi dilemmak.

Matematikai jellegi dilemmak példaul a kovetkezdk: Mit jelent, mirdl szol pontosan a
feladat? Egyértelmiiek-e a feltételek? Van-e olyan informacid, amit csak sugall a feladat

szovege és ezért automatikusan feltételezziik, de valdjaban nincs ott? Tisztan matematikai
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formaban adott feladatrol van szo vagy valdsagkozeli problémardl, esetleg bedltoztetett
feladatrol? Torzitja, torzithatja-e a bedltdztetés az eredeti matematikai gondolatot? Lehet-e,
hogy a feladat kitliz6jének valdjaban mas matematikai probléma megfogalmazasa volt a
szandéka, de a bedltoztetéssel modosult a tartalom, anélkiil, hogy 0 észrevette volna?
Egyértelmiick-¢ a feltételek a feladatban? Pontosan hasznalja-e a feladat a matematikai

fogalmakat? Megoldhat6-e a feladat? Milyen matematikai eszkoztarral oldhaté meg a feladat?

Egy tanarban tobbek kozott ezek a dilemmak meriilhetnek fel: Meg tudom-e oldani a
feladatot? Meg tudom-e oldani a feladatot k6zépiskolas, altalanos iskolas, illetve a mindenkori
diakjaim szamara elérhetd modszerrel? A mintamegoldassal kapcsolatban: Ertem-e teljes
mélységében? El tudom-e donteni, hogy helyes-e, teljes-e? Hiszen az semmiképp nem jo, ha
egy hianyos megoldassal esetleg a diakokban megvalaszolatlan kérdés és ezaltal feloldatlan

fesziiltség marad.

A tevés és a mérleges feladatokndl a szamszerli végeredmény ismeretében is kihivast
jelentd, szép feladat egy jo konstrukcidé megtaldlasa. Ez motivalja a kovetkezd tanari
kérdéstinket: Feladhatok-e egy feladatot annak érdekében, hogy megmutathassak egy szép
konstrukciot — gy, hogy kozben a feladat teljes megoldasat nem mutatom meg? Ez a dilemma
athidalhaté azzal, ha olyan megfogalmazasban adom fel a feladatot, hogy megadott szamu
mérésbol talaljak meg a hamis érméket. Igy etikus a feladat kitiizése, azonban sokkal kevésbé
elegans ¢és egyuttal nyitva hagyva azt a kérdést, hogy vajon elég-e kevesebb mérés.
Valésziniileg lesz olyan, aki elégedetten hatraddl, amikor talal egy viszonylag kevés mérésbol
allé konstrukcidt és nem gondolkozik azon, hogy lehet-e tovabb csokkenteni a mérésszamot.
Viszont szamitanunk kell arra is, hogy akad majd olyan diak, akiben felmertiil ez az igény és
megprobalja a lehetd legkevesebb méréssel megoldani a feladatot. Mi tanarként tudjuk, hogy a
konstrukci6 megtalalasa is komoly matematikai hatteret igényel sokszor, de még amikor a
konstrukciot meg tudjak talalni, akkor is messze tulmutathat a szdmukra elérhetd nehézségen
¢s tuddsanyagon annak beldtdsa, hogy az adott mérésszdm minimalis. Tanéarként ilyenkor
érdemes tisztaznunk a diakokkal, hogy létezik olyan mérésszdm, aminél kevesebbel biztosan
nem oldhaté meg a feladat és elmondani, hogy ennek belatasa sokszor komolyabb matematikai
eszkOztarat igényelne, mint amivel 6k rendelkeznek. Itt felmeriil egy twjabb kérdés:
Megmutassuk-e nekik a megoldast akkor is, ha eldre tudjuk, hogy nem fogjak teljesen érteni?
Lehet értelme, hiszen ezaltal hitelesebben aldtamasztjuk, hogy valoban meg lehet oldani a
feladatot — mas esetben pedig felesleges is lehet, ha nagyon kis részét értenék csak és inkabb

Osszezavarna Oket. Azt is megtehetjiik, hogy elmeséljiik, az ilyen tipust problémak koziil
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vannak, amiket mar megoldottak a matematikusok, de olyanok is vannak, amiket még nem.

Megemlithetjiik azt is, hogy kik oldottdk meg azt a feladatot, amivel éppen foglalkozunk.

A feladatkitliz6ben mindamellett, hogy osztja a tanar dilemmait, szdmos mas dilemma
is felmeriil. Hogyan, kinek, mikor lehet feladni ezeket a feladatokat. Milyen korosztalynak
adhatjuk fel a feladatot? Melyik korosztalynak mennyi segédkérdést, segédfeladatot adjunk fel
¢és ezek mik legyenek? Latja-e a diak a feladat minden oldalat? Nem okozunk-e frusztraciot
azzal, ha nem tudja megoldani a feladatot vagy nem érti a mintamegoldast? Feladatkitiizéi
szempontbol fontos kérdés, hogy a didkok mennyire jartasak a bizonyitasban, felmertiil-e
benniik maguktol a bizonyitas igénye. Elofordulhat, bar tehetséggondozasban csak ritkdbban,
hogy ha a feladat megfogalmazasa nem sugallja, akkor bizonyos didkokban nem meriil fel a
bizonyitas igénye és nem feltétleniil okozunk pillanatnyi fesziiltséget benniik. Szamukra viszont
késdbb jelenhet problémat, hogy bizonyitasnak gondolnak olyan gondolatmeneteket, amik nem
bizonyitasok. Mdasrészt azokban a didkokban, akikben a feladat megold4sakor mar felmeriil a
bizonyitas igénye, okozhatunk pillanatnyi fesziiltséget a feladattal, ha még nem rendelkeznek
kell6 szintli matematikai ismeretekkel a pontos megoldashoz. Ez athidalhatdé azzal, ha a
feladatot gy fogalmazzuk meg, hogy csak a konnyen megoldhat6 részekre kérdeziink ra. Ekkor

hasonloak lesznek a dilemmaink, mint az el6z6 bekezdésben, a tanari szemszdgbdl felvetettek.

Szerz6i dilemmak meriilhetnek fel konyvek, feladatgytijtemények szerkesztésekor. Itt
tulajdonképpen a feladatkitlizoi dilemmak egésziilnek ki néhany tovabbi kérdéssel. Az elsd
ilyen az, hogy bevalogathatok-e a gylijteményembe olyan feladatot, amire tudom, hogy hianyos
vagy hibas megoldast adhatok csak ahhoz, hogy a célkdzonség szamara érthetd legyen. Sokszor
talalkozhatunk annak az eredményével, amikor erre ,,igen” valaszt adott a szerz6. Nemleges
valasz esetén az a lehetdség marad, ha a feladatot nem akarjuk teljesen ,,kidobni”, hogy csak
egy részét adjuk fel. Ekkor azonban sokszor veszit a feladat az érdekességébdl, kevésbé lesz
vonzo, akar nem is illik mar a kotetbe. A teljes kihagyassal viszont esetleg az olvasotabort

megfosztjuk egy-egy szép, érdekes, mély gondolat megismerésétol.

I1.7. Interjuk

Szerettliink volna a felmeriild dilemmakrol minél teljesebb képet alkotni €s a lehetd
legnagyobb résziikre feloldasi javaslatot is taldlni. Ennek érdekében interjut készitettiink
doktorandusz hallgatokkal. Az interju soran tobbek kdzott az alabbi kérdésekre szerettiink volna

valaszt kapni: Hogyan, milyen modszerrel oldjdk meg a hallgatok ezeket a feladatokat?
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Felmeriil-e benniik a kiterjesztés igénye? Felmeriilnek-e a feladatokkal kapcsolatban

dilemmaik? Ha igen, képesek-e onalldan azok feloldasara?

Masik interjunk alanya Roka Sandor, aki a magyarorszagi tehetséggondozas
kiemelkedd alakja. Szakkori feladatgylijtemények €s matematikai rejtvénygytlijtemények
szerz6je, melyek széles korben ismertek €s kedveltek. Egyik legismertebb konyve a 2000
feladat az elemi matematika korébol, ami ajanlott irodalom a matematika tanarszakos
hallgatoknak is (Roka, 2010). Emellett nagy tapasztalata van tehetséggondozd szakkorok
vezetésében is also tagozattdl egészen a fOiskoldig. Kordbban a Nyiregyhazi Foéiskolan is

oktatott, jelenleg az Erdds Pal Matematikai Tehetséggondozo keretei kozott tanit hétvégente.

11.7.1. Interju doktorandusz hallgatokkal

Szabd Csaba tanar ur vezetésével interjut készitettiink harom doktorandusz hallgatdval
a szaz allitasos feladatrol. Az interju leirdsa soran a tanar ur, azaz a kérdez megszolalasait K,
a harom hallgatoét A, B és C jeldli. Az interju soran elhangzott neveket is lecseréltik a

betlijelekre a kdvethetdség és az anonimitas érdekében.

Kilencvenkilenc allitas

Egy papiron az aldbbi allitdsok olvashatok:

1. Ezen a papiron pontosan egy allitas igaz.
2. Ezen a papiron pontosan két allitas igaz.

3. Ezen a papiron pontosan harom allitas igaz.

99. Ezen a papiron pontosan kilencvenkilenc allitas igaz.

A szdveg a pontok helyén is folyamatos, csupan a rovidség kedvéért nem irtuk le mind a 99
allitast.
Hatarozd meg, hogy mely allitasok igazak a papiron! (Roka 2013: 87)

C: Probalkozzunk! Lehet-e az 1. igaz? Ekkor a tobbi hamis. Ez mitkddhet.

Lehet-e a tobbi igaz? Pontosan 2, pontosan 3... nem lehet.

K: Barmely két allitas kizarja egymast. Akkor legfeljebb egy lehet csak igaz.
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A feladatra nagyon gyorsan taldlt iigyes probalgatassal megoldast az egyik
doktorandusz, amelyet a kérdezd réviden kiegészitett és lezart, hogy ne akadjon el az interju

ennél a feladatnal, hanem ra lehessen térni a tovabbiakra.

Szaz allitas
Egy papiron az alabbi allitdsok olvashatok:

1. Ezen a papiron pontosan egy allitds hamis.
2. Ezen a papiron pontosan két allitas hamis.

3. Ezen a papiron pontosan harom allitds hamis.

99. Ezen a papiron pontosan kilencvenkilenc allitds hamis.

100. Ezen a papiron pontosan szaz allitds hamis.

A szbdveg a pontok helyén is folyamatos, csupan a rovidség kedvéért nem irtuk le mind a 100
allitast.

Hatarozd meg, mely allitasok igazak a papiron! (Roka 2013: 87-8)

A: Mi a kérdés?

K: Melyikek igazak?

A: (atforditotta a masikra)

B: Ezek is kizarjak egymast. A 99. igaz, akkor a tobbi hamis.

K: Ezek az allitasok ellentmondanak egymasnak. Akkor legfeljebb egy lehet igaz. A 99.
lehet igaz, ekkor a tobbi hamis.

A: Lehetne-e, hogy egyik sem igaz? Akkor 100 hamis van, de akkor a 100. igaz.

Kétszaz allitas
Egy papirlap egyik oldalan a kdvetkez6 szoveg olvashato:

1. Ezen a lapon legalabb egy allitas igaz.
2. Ezen a lapon legalabb két allitas igaz.

3. Ezen a lapon legalabb harom allitas igaz.
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99. Ezen a lapon legalabb kilencvenkilenc allitas igaz.

100. Ezen a lapon legalabb szaz allitas igaz.

Ha megforditjuk a lapot, a masik oldalan ezt olvassuk:

1. Ezen a lapon legalabb egy allitas hamis.
2. Ezen a lapon legalabb két allitds hamis.

3. Ezen a lapon legalabb harom allitas hamis.

99. Ezen a lapon legalabb kilencvenkilenc allitas hamis.

100. Ezen a lapon legalabb széz allitas hamis.

A szdveg a pontok helyén is folyamatos, csupan a rovidség kedvéért nem irtuk le mind a 200

allitast. Hany igaz allitas van a lapon? (Roka, 2013: 88-9)

K:

Most pontosan helyett legalabb van. Pech: egyszerre rajta van az igaz és a hamis is.

Valaki: Miért nem a 3. feladattal folytatjuk?

K:

C
A:
K

w

A 3-as hibasan lett oda berakva, igy nem didaktikus.
Nézziik A gondolatat: Meg tudjuk feleltetni egymasnak?
A legalabb x-bdl kovetkezik a legalabb x-1.

Tehat megadhat6 egy linearis rendezés.

Lehet, hogy ez egy nyitott feladat, vagyis nem egy valasz van ra.

Az allitas definicidja: egy allitas akkor allitas, ha eldonthetd rola, hogy igaz vagy hamis.
(csak az els6 oldalt nézte)

Ugy se jo.

Ha mind a 100 igaz, akkor igaz mind a 100.

Egymast kell, hogy meghatarozzak.

A feladat szovege megmondta, hogy allitasok, akkor nem mondhatjuk azt, hogy nem.

B azt mondja: C szereti a mogyorot. A szereti az almat. ...

Ezektdl kiilon-kiilon eldonthetd, hogy igaz vagy hamis.
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Ezen a ponton a kérdezd szdndékosan nem akar még ratérni arra a metamatematikai

kérdésre, hogy mit neveziink allitdsnak, ezért olyan felvetéseket fogalmat meg, amik elterelik

a figyelmet errdl a kérdésrol. A célja ezzel az, hogy az interju jol megmutassa a gondolkodéasi

folyamatot, fel legyen épitve. Ellenkez6 esetben, ha itt rogton kimondanank, hogy ez a

probléma, akkor valdjaban nem mutatndnk be igazan, nem tennénk lathatova és érthetévé az

olvasok szamara. Egyuttal az is lathato, hogy az interju alanyaiban felmertl a sejtés, hogy mi

lehet a probléma forrasa, de nem latjak at elég tisztan ahhoz, hogy ne lehessen ¢ket konnyen

elterelni.

O

A » 0 2 A 2 X Q

Legalabb 50 igaz és legalabb 50 hamis egyszerre tud teljesiilni. De 200 allitasunk van.

Mashol lesz a biivos hatar. Ha valamelyik igaz, visszafelé igaz lesz az 6sszes tobbi.

[Rajzol egy fiiggbleges vonalat, ami az allitasok sorat jelképezi, majd ramutat egy

pontra.] Alatta minden igaz, felette minden hamis. Ez maximum 1002 prébalkozas.
Ha legalabb 100 igaz, akkor a lapnak az a fele teljesen igaz.

Lehet-e az 6sszes maradék igaz?

Nem, mert akkor kéne, hogy legyen hamis is.

Hény hamisnak kell lenni ahhoz, hogy kell6 szamu igaz allitas legyen?

Legalabb 50-nek.

Az mar 150 igaz allitas. Nem jo.

De jo, mert az legalabb 100.

B otletét nézziik meg. Lehet-e, hogy nem igaz, hogy legalabb 100 allitas igaz? Akkor
kéne legalabb 100 hamis allitas.

Akkor mind a 100 igaz. Hamisakat hatarozzuk meg.

Az elsé 100 mind igaz biztosan.

Lathato, hogy a doktoranduszok, miutan a kezdeti dilemmakrol elterelte a figyelmiiket

a kérdezd, egy jol kovethetd €s logikus uton indultak el afelé, hogy meghatarozzak, hany allitas

igaz — Iényegében a konyv altal adott mintamegoldas kezdeti 1épéseit lathatjuk télik. A kérdezo

ekkor ratért kovetkezo feladatra.
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A rejtélyes ko

Valamikor régen két hatalmas kiraly habortizott egymassal. Végiil az egyik gydzott és
elkergette a masikat. Az utdbbi palotajanak kertjében kiilonds késziklara bukkantak, amelyre

ezt a mondatot vésték, pontosan hetvenhétszer:
,Erre a kore legalabb hetvenhét hazug mondatot véstek.”
Mellette kis kotablacska allott, amin a kdvetkezd magyarazat volt olvashato:

,»A nagy ko alsé részén ugyanannyi mondat van, mint a felson, de ezt emberi szem nem

lathatja.”

Hany igaz allitas van a kére vésve? (Roka, 2013: 89-90)

B: (értelmezi a feladatot)

C: Mi az allitas?

B: »Erre a kére legalabb hetvenhét mondatot véstek.”

C: Ugyanebbdl a mondatbol van 77? Vagy 77 igaz? Nincs-e valami csavar a torténetben?

A feladat értelmezése nagy hangsulyt kap és ezattal teret enged neki a kérdezd.
Erezhetden keresik a csavart, rejtett informaciot a feladatban az interju alanyai, vagy legalabbis

szeretnének nagyon biztosak lenni abban, hogy nem hagytak semmit figyelmen kiviil.
A: Hetvenhét, amit ir, azok igazak és felette van hetvenhét hamis.
B: Kell alatta 77 hamis. De honnan tudjuk, hogy amit nem latunk, azok k6z6tt nincs-e igaz?

C: A kO aljara irtdk ugyanazt? Mert ha igen, az gy nem lehet.

A 77 allitasos feladat megoldasat sem vitték végig az interjiban, hanem ratértek az

interju fokuszat jelentd problémara, amely a korabban is ismertetett nyolcéllitasos feladat volt.

K: Mi jutott eszembe, amikor ezt olvastam?

C: Matrix.
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Nyolc allitas

Egy papiron az alabbi allitdsok olvashatok:

—

. Ezen a papiron legalabb egy allitds hamis.

. Ezen a papiron legalabb két allitas hamis.

. Ezen a papiron legalabb harom allitas hamis.
. Ezen a papiron legaldbb négy allitas hamis.

. Ezen a papiron legalébb 6t allitas hamis.

. Ezen a papiron legalabb hat allitas hamis.

. Ezen a papiron legalabb hét allitas hamis.

<IN TN~ NV N SO )

Sajnos a 8. allitas olvashatatlan.

A 8. allitas igaz vagy hamis? (Roka, 2013: 88)

K:

B:

Ha nem is matrix, egy predikatumos logikai formula lesz. Mi jut esziinkbe?

Nekem a 100+100. De K-nak a koves, mert le van torolve és nem latszik az allitas. Kis

vilagos ut, amin megyek, a tobbi sotét erdo. ..

Ha legalabb 4 igaz, akkor 3, 2, 1 is igaz. Akkor a maradék hamis, akkor az utolso is
hamis.

Nem vaghatunk el mashol, példaul 5-nél. Ha legalabb 5 igaz, akkor legalabb 5 hamis
is, ami nem lehet. A 4-nél tobbet ezzel kizartuk, agy érzem.

Ha legalébb 3 hamis, akkor a 4. is hamis, de akkor igaz, hogy legalabb 4 hamis.

Az interju alanyai ezlttal nem alltak meg alaposabban megvizsgalni, hogy értelmes-€ a

feladat és hogyan lehet értelmezni, azonban igy is hamar felmeriilt egy ellentmondas

lehetdsége. A kérdezd ekkor latta jonak visszaterelni a figyelmet azokra a dilemmaékra,

amelyeket az elején még hattérbe szoritott a masfelé vezetd kérdésekkel.

Itt van n db allitas. Mi az n-edik? Az n-edik nem lehet igaz. Nézziik az n-1-ediket. Ha
legalabb n-1 hamis, akkor 1 lehet igaz. ...
Tudunk-e n=99-re sejtést megfogalmazni? Vagy arra az altalanos megfogalmazasra,

hogy a,-szer van az leirva, hogy ,.Legalabb a, allitas hamis.”, a,-szor, hogy legalabb
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a, allitas hamis, stb. Elég nehezen tudnank, kis szambol lehet konnyebben sejtéseket
megallapitani.

Mi torténik, ha azt mondom, hogy a 8. allitas az, hogy ,,Siit a nap.”, ami igaz?
Most.

A tobbi allitas miatt sziikséges, hogy a 8. hamis legyen, akkor nem lesz a rendszerben

ellentmondas.
Oda kéne irni, hogy a feladatnak van megoldasa.

Hamis lesz-e attol a ,,Siit a nap.”, hogy a tobbi allitds miatt hamisnak kéne lennie?

Hat nem.

Nem kell, hogy 6nmagéban tudjuk eldonteni?

Mi az az allitas?

Mondat.

Mi az, hogy mondat?

Van egy axidomarendszer és abbdl le lehet vezetni.

Mi a probléma a 8 allitasos feladattal? A 6 probléma didaktikailag meg matematikailag.
Didaktikailag olyan, mint az, hogy folytasd a sorozatot: 5, 10, 15, 20, 25.

Mi a matematikai hiba?

Mi az, hogy allitas?

Vannak dolgok, amiket tudunk. Megegyeziink példaul egy axidmarendszerben. A

definidlt miiveleteinkkel 1épésrdl 1épésre tudunk haladni.

Lehet ,,Siit a nap.” helyett ,,2+2=4 az egész szdmok kozott”. Ott definialt miivelet
szerepel, de a probléma fennall azzal kapcsolatban, hogy a tobbi mondat alapjan
hamis, de egyébkeént tudjuk, hogy igaz.

J61 mondtatok korabban, ezek nem 4llitasok. Mi az, hogy allitas? Osszegezziik, hogy

miért problémas a feladat.

Az egyik probléma az, hogy ,,Siit a nap.” nem lehet egyszerre igaz is meg hamis is.
A masik probléma, hogy a feladat alapjan olyan, mintha az egyik mondat
kikényszerithetné a masikrél, hogy milyen legyen (t.i. igaz vagy hamis).

Beszélhetnek egymasrol allitdsok. De allitas csak az a valami lehet, amirdl el lehet
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donteni, hogy igaz vagy hamis.

fgy leginkabb azt tudjuk mondani, hogy nincs ennek a feladatnak megoldésa.

B: Miért nem feloldas, hogy ezek allitasok?

Oda olyan allitas van irva, amirdl a szerzo tudja, hogy az.

K: Ezen a papiron legalabb egy allitas hamis.
Ezen a papiron legalabb két allitas hamis.
Ezen a papiron legaldbb harom allitas hamis.
Ezen a papiron legalabb egy allitas igaz.
Ezen a papiron legalabb két allitas igaz.

Ezen a papiron legaldbb harom allitas igaz.

En, mint szerzd azt mondom, hogy ezek éllitasok. Hany igaz és hany hamis?

Egyre vilagosabban kdrvonalazodik, hogy a probléma azzal kapcsolatban, hogy mit
mondhatunk allitdsnak és hogy a feladat altal allitasnak nevezett mondatok valojaban nem azok,
egy mély probléma, amelynek nem magétol értetddo a felolddsa. Ahhoz, hogy legyen esély

feloldani a dilemmakat, még egy kicsit mélyebbre kell 4sni.

B: Nem talalok jo aranyt.
K: Pedig én megmondtam. Akkor ez hazugsag.

C: Didaktikailag az a baj, hogy félrevezetéek. Allitasnak mond valamit, ami valéjaban nem

az. Hamis képet alakit ki.

K: Ha azt mondjuk, hogy egy allitas igaz vagy hamis, akkor ezek nem allitasok, mert nem
lehet mindegyik igaz vagy hamis. Mondhat-e egy allitas masik allitasr6l valamit? Most
éppen ez torténik, allitasokrdl beszéliink allitasok segitségével... amikor azt mondom,

hogy ,,ez nem allitas”, akkor is ez a helyzet. El kell szakadni a kozépiskolai definiciotol.
B: Kell egy axiomarendszer, amibdl le lehet vezetni.
K: C, mondj egy mondatot!

C: Hodmezdvasarhely Magyarorszdg masodik legnagyobb alapteriiletii varosa...
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K:

...volt.
Debrecen C masodik legpirosabb alkonyata pohara zuhogott.

Ez nem egy értelmes mondat.

Magyar nyelvben ezek is értelmes mondatok.
Ez igy mar tényleg butasag.

Ertelmesnek kell lennie.

Felismerjiik-e az értelmes mondatokat?

Fel.

A rendszerben beszélek vagy nem? Formuldba minden megfelelé kategoriaelemet be

tudok helyezni. Elére meg van szabva, mit hova tehetek.

Axidémarendszer: valtozok, fliiggvényjelek, relaciok, aritds (hany valtozo van benne).
Mondjuk, hogy megmondtam mi a mondat. Akkor mi az A4llitas?

Vektortérben gondolkodva: skalarral valo szorzas, 6sszeadas, ellentettjel.
Akkor ez a mésodik mondat is mondat.

Viszont nem értelmes. Logikdval a masodik mondat is értelmes.

Mikor valik éllitassa egy mondat?

Ezt tobbféleképpen meg lehet oldani. Példaul vannak levezetési 1épések. Megmondok
szabalyokat, bevezetek axiomékat. Le tudjuk vezetni, hogy néhany mondatbol
kovetkezik-e a masik. Axiomakbol kovetkeznek. Hasznalhatok a formalis logika
1épései.

Ha igazsagtartalmat akarok eldonteni, akkor meg vagyok l6ve. Eddig még nincs igaz
vagy hamis, csak ebbdl az allitasbol levezetve a masik. Ha azt mondjuk, hogy az
axidomak igazak, akkor a levezetés is. Vannak teljestilo allitasok, ezeket nevezziik

mostantdl igaznak.

A probléma az, hogy minden axiomarendszerben van olyan allitas, ami eldonthetetlen.
Van levezethetd, meg nem levezethetd allitds. Kimondhaté olyan mondat, ami nem
vezethetd le, de nem bizonyithat6 be, hogy nem vezethetd le. Szeretnénk, hogy az igaz

allitasok legyenek a levezethetdk.

Visszatérve: a fejezet elso feladata hibas. Mert a harmadik biztosan hibés, hiszen nem

mondhatom valamirdl kiviilrél, hogy allitasok. Ilyen tipusu allitdsra nem mondhatom,
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hogy allitds, mert nem mondtam meg, mi a rendszer. Meg kell adni a rendszert: Ezek az

allitasok, ezek vagy igazak vagy hamisak. Vagy van benne ellentmondés vagy nincs.
B: Mi lett volna ebben az alaprendszer?
K: Lovagok és 16kotok.

B: Es ha ezt mondom.
Ezen a papiron ... darab 0 szdmjegy van.

Ezen a papiron ... darab 1 szdmjegy van.

K: Itt mar van axidémarendszerem.
Van megoldhat6 és nem megoldhat6 feladat. 77-tel mar nem lehetett ugyanazt feladni,
ezért ugyanazt irta 77-szer. Meg kellett volna mondani, hogy mi az allitas.
Feloldds lehet ilyenkor, hogy a feladatkitliz6 hazudott, tehat & 10koto.
Igazsagtartalmat csak kiviilrdl tudok adni. Példaul a Peano-féle axiomarendszerben nem

tudom bebizonyitani a szamelmélet alaptételét.

Nézziik meg ilyen szemmel, miért nincs ennek a feladatnak megoldasa. Szeretnénk
bebizonyitani, hogy létezik a feladat feltételeinek megfeleld mondat-rendszeriink és
nincs benne ellentmondas. Tétel: egy axidmarendszer sajat magarol nem tudja
bebizonyitani, hogy ellentmondasmentes. Tehat nem fogjuk tudni bebizonyitani.

Atverés, hogy nem kozlik a didkkal, hogy itt vannak paradoxonok.

Osszegezve az interju tapasztalatait elmondhato, hogy a doktoranduszok is a feladat
megoldasara fokuszalnak eldszor, nem pedig a mély értelmezésére. Felvetik ugyan roviden,
hogy vizsgalni kellene az 4allitds fogalmat, de a kozbevetett kérdések hatdsara hamar
visszaterel6dnek a megoldas keresése felé. A tobb mint egy oras interju vége felé térnek csak
vissza a feladattal kapcsolatos problémakra, aminek ahhoz is lehet koze, hogy az allitas preciz
matematika alapjai c. targy két félévét dsszevontak 2000-ben. Az interju szemlélteti, hogy
komoly matematikai hattér és matematikai intelligencia kell ahhoz, hogy valaki magéaban a
feladatkitlizésben kételkedjen. Doktoranduszi szinten ez elérhetd. Egytttal arra is ravilagitott

az interju, hogy ennek a témanak a tisztazasa kozépiskolas szinten nagyon nehéz lenne.
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A feladattipus ismertetésekor roviden beszEltiink a feloldasi lehetdségekrol. A nyelvek
Chomsky-féle hierarchiajan alapuld részletesebb elemzést mellozziik, a kozépiskolas tudassal
is elérhetdé Smullyan-féle, ,,lovagok és 1okotok™ vildgaban (axidmarendszerében) miikodo
verzidra fokuszalunk. Szép feloldast ad a kovetkezd lovagokrol és 10kotokrol szolo példa.
»legylik fel, hogy A ezt mondja: 'Lokotd vagyok, vagy kettd meg kettd az o6t. Mire
kovetkeztethetiink ebbdl1?” (Smullyan, 2016: 18) A konyvben szerepld hivatalos megoldas a
kovetkezd. ,,Az egyetlen levonhato kovetkeztetés az, hogy a feladat szerzdje nem lovag. Az
igazsag az, hogy sem lovag, sem 10k6td nem tehet ilyen kijelentést. Ha A lovag lenne, akkor
az az allitas, hogy ’A 16kot6, vagy kettdé meg kettd az 6t’, hamis lenne, hiszen A nem 10k6t0, és
ketté meg ketté sem 6t. Igy A lovag létére hamisat allitana, ami lehetetlen. Masrészt, ha A
16k6t6 lenne, akkor az az allitas, hogy ’A 10kotd, vagy ketté meg kettd az 6t’, igaz lenne, mivel
az elsé fele, miszerint A 10kotd, igaz. Igy A, aki 16kotd, igazat allitana, ami ugyantgy
lehetetlen. Tehat a feladat feltételei ellentmondasosak (...). Vagyis én, a feladat szerzdje vagy
tévedtem, vagy hazudtam. Arrdl biztosithatom ondket, hogy nem tévedtem, ebbdl kovetkezik,
hogy nem vagyok lovag. A teljesség kedvéért szeretném megjegyezni, hogy életem soran
legalabb egyszer igazat is mondtam mar, igy 10kt sem vagyok.” (Smullyan, 2016: 24-5)
Vagyis feloldast jelenthet az ellentmondésos feladatoknal, ha belatjuk, hogy a feladat kitlizéje
vagy tévedett, vagy hazudott.

11.7.2. Interju Roka Sandorral

Roka Séandor tanar urral kutatocsoportunk tagja, Szenderdk Julia készitett interjut,
melyet teljes terjedelmében a Fiiggelékben kozliink. Itt roviden foglaljuk 6ssze a Tanar ur

n¢hany fontos meglatasat.

Az interji soran Roka Sandor tanar ur ravilagitott arra, hogy a konyvei,
feladatgylijteményei szerkesztésekor az egyik legfontosabb szempont volt a didkok
érdeklodésének felkeltése, a szerepld feladatok ezt a célt szolgaljak. Ennek érdekében fontos,
hogy izgalmas és érdekes legyen a feladat szovegezése, megragadja a diakokat és motivalja
oket, hogy meg akarjak oldani a feladatot. Az gondolja, hogy a szakkoron hozzétartozik a
feladatkitizd szerepéhez, hogy egy-egy feladatot a didkokkal minél jobban koriiljarjanak, a
lehetd legpontosabb megoldéast adjak rd. Az éaltalunk elemzett feladattipusok koziil a
mérlegesrdl beszélve kideriilt, korabban a tanar ur is abban a formdban tette fel a kérdést a
pontossag kedvéért, hogy meg tudjak-e oldani 5 mérésbol a feladatot. Most mar inkdbb ugy

teszi fel a kérdést, hogy probaljuk meg megoldani minél kevesebb mérésbdl. Ez azért van igy,
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mert a csoportokban altalaban van olyan, aki nem talalja meg a modszert a lehetd legkevesebb
mérésre, de igy nekik is van sikerélményiik, amikor talalnak egy viszonylag jo konstrukciot
(viszonylag kevés méréssel). Igy sokféle gondolatmenetet meg lehet beszélni, a legkevesebb
méréssel megoldok is lathatjak, hogy a tobb mérést hasznaldé gondolatmenetekben is lehet szép
gondolat, azutan arra is lathatnak példat, hogy esetenként sokféleképpen lehet akar kevesebb
mérésbél is eljutni a megoldasig. Erdekl6d6bb didkokkal a Tanar ur is korbe szokott jarni sok
oldalrol, sokféle kérdéssel egy-egy problémat. A felmeriild kérdések tisztdzasara, a
pontatlansagok javitasara ekkor nyilik lehetdsége a tanarnak. A pontatlansagot okozo
részletekre valo ravilagitas, a kérdések tisztazasa a tanar feladata a Tanar Ur szerint, konyveiben

is ezt a szellemiséget kdveti.
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I11.8. Feloldas, 0sszegzés

Dolgozatunk jelen részében a matematikaoktatas egyik etikai kérdésével foglalkoztunk.
A regularis, tantermi matematikadraknak a spiralis tananyagelrendezés miatt természetes
velejaroi a matematikai pontatlansagok a fogalomalkotas soran — de megengedhetdek-e hasonld
pontatlansdgok a tehetséggondozasban? Adhatunk-e matematikailag hibas vélaszt vagy

megoldast egy kérdésre vagy egy feladatra?

Két {6 kérdéskor meriilt fel az altalunk vizsgalt harom feladattipus — az allitasos, a tevés
¢s a mérleges feladatok — kapcsan. Az egyik, amelyet az allitasos feladatok indukalnak, hogy
szabad-e olyan fogalmakkal jatszani, amelyeket nem ismernek pontosan a diakok. A valaszunk
az, hogy szabad. Az allitas fogalmanak koznapi és matematikai szétvalasztasa nem egyszert,
azonban taldlhatunk modot arra, hogy a didk szdmara értelmezheté modon adjunk feloldast az
ellentmondasra, ahogyan Smullyan is tette a lovagok és 10kotdk univerzumanak egyik
feladatdban. A tevés és a mérleges feladatokban a szélséértékek és a konstrukciok fogalma
kozotti kiillonbség okozza a nehézséget. A feladatgylijteménybdl ismertetett feladatok esetén €s
a feladattipushoz tartoz6 feladatok tobbsége esetén komoly matematikai kihivas mar az
optimalis konstrukcido megmutatdsa is. Azonban még ennél is nehezebb feladat és sok esetben
tulmutat a kdzépiskolasok képességein annak megmutatasa, hogy nincs jobb konstrukcid az

altalunk mutatottnal.

Tobbféle szempontbol (didk, tanar, feladatkitiizd, feladatgylijtemény-szerzd) meriilhet
fel sokféle dilemma és metamatemEtikai kérdés. Miutan ezekbdl jonéhanyat ismertettiink,
interjuk segitségével probaltunk valaszt taldlni a kérdések egy részére. Az elsd interju
doktorandusz hallgatokkal késziilt, €s a megoldasok matematikai hatterét feszegeti. A masodik
interju teljes terjedelmében a mellékletben talalhato, alanya Roka Sadndor, ismert feladatszerzo,
szamos kozismert feladat- és rejtvénygylijtemény szerzdje, a magyar tehetséggondozés egyik
kiemelkedd alakja, aki az Gsszes lehetséges nézdpontbol talalkozott mar az altalunk vizsgalt

feladattipusokkal €s ezaltal a kapcsolodo dilemmakkal.

Az elsé interjubdl kidertiilt, hogy még doktorandusz hallgatok szamara is okoz kihivast
a feladat megoldésa és feloldasa. Komoly matematikai hattérre és intelligenciara van sziikség
ahhoz, hogy valaki magéaban a feladatkitlizésben kételkedni kezdjen. Ez az interju ravilagitott

arra, hogy kozépiskolas szinten nagyon nehéz lenne ennek a témanak a tisztazasa.

A masodik interju tanulsadga, hogy feladatkitliz6ként sok szempontot kell figyelembe

venni és ezek koziil szinte soha nem lehetséges figyelembe venni mindegyiket ugy, hogy
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semelyik ne sériiljon. Roka Sandor tanar Ur ars poeticdja az, hogy az elsé szempont a figyelem,
az érdeklodés felkeltése. Ez sziikséges ahhoz, hogy a didkok matematikai elkotelezddésének
kialakulasat segitsilk — anélkiil ugyanis a tobbi kérdés fel sem meriil. Késébb, amikor az
érdeklodés és elkotelezodés megléte mellett az altalunk ismertetett feladatokhoz és a veliik
kapcsolatos dilemmahoz eljut a didk és a tanar, egyiitt kell feloldaniuk az ellentmondasokat,

tisztdzni a pontatlansagokat.

A tehetséggondozas sok eldkészitést, alapos atgondolést, folyamatos figyelmet és
rendszeres ujragondoldst igényld, komoly feladat. Amikor I. Ptolemaiosz megkérdezte
Eukleidésztol, hogy vajon a geometria megtanulasanak nincs-e rovidebb és konnyebb maddja,
mint az, amelyet az Elemek mutatnak, akkor a nagy geométer igy valaszolt: ,,A geometridhoz
nem vezet kirdlyi 0t.” Mi is ennyit tudunk mondani a tanulsagok Osszegzésére: A

tehetséggondozashoz nem vezet Kiralyi ut.
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V. Osszefoglalas
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A dolgozatban két kiilonb6z0 teriileten, két kiillonb6zo kutatdsi modszer segitségével
elemeztik a kommunikacié fontossdgdt a tanuldsi-tanitdsi folyamatban a didkok
gondolkodasanak megfeleld fejlodése érdekében. Bar a I1. és I11. fejezetek végén kiilon-kiilon
is adunk a két projektrél bévebb Osszefoglalast, ebben a zaré fejezetben roviden tjra

Osszegezziik mindkettot.

Dolgozatunk elsé részében kvantitativ modszerek segitségével vizsgaltuk a geometriai
megértés van Hiele-elmélet szerinti szintjeit elsééves matematikus és matematika tanarszakos
hallgatok korében. A mérési eszkdz a Usiskin altal dsszedllitott Van Hiele Geometry Test
(VHGT) volt. A mérési eredmények alapjan megvizsgaltuk, hogy a VHGT megfeleléen mér-e
a magasabb van Hiele-szinteken is, illetve, hogy a van Hiele-elmélet kommunikaciora
vonatkozo részei érvényesiilnek-e a matematikaoktatas egyetemi szintjén is.

A sztenderdizalt teszt eredményeinek validdldsa és finomitasa érdekében interjukat
készitettiink a tesztet kitolté hallgatokkal egy geometriai problémaval kapcsolatban.
Kitekintésként néhany, matematikabol érettségizett, de nem matematika iranyban tovabb tanult
alannyal is lefolytattunk ugyanilyen interjut.

A szakirodalomban kordbban tobbszor felmeriiltek kételyek az 6todik szinttel és annak
mérhetdségével kapcsolatban. A teszteredmények, hallgatoi interjuk elemzése és matematika
professzorok megkérdezése alapjan vizsgaltuk ezt a kérdeéskort is. Kitértliink a negyedik szint
finomitasanak sziikségességére ¢és lehetséges iranyaira is, egy versenyfeladat elemzésével

illusztralva a problémakort.

A teszteredmények és hallgatoi interjuk ramutattak egyrészt arra, hogy a VHGT az els6
négy szinten jol mér, masrészt arra, hogy az egyetemre matematikus ill. matematika tanari
szakra belépOk tudasa is jelentds aranyban az elvart szint alatt van, harmadrészt arra, hogy
Vigotszkij és a van Hiele hazaspar elméleteinek a kommunikaciora vonatkozo elemei
helytalloak a magasabb szinteken is. Azaz, egyetemi szintli matematikaoktatasban is fontos,
hogy a sajat szintjéhez igazodva, annak megfelel6 nyelvezetet hasznalva tanitsuk a diakokat.

Az eredmények alatdmasztottdk az 6tddik van Hiele- szinttel és annak mérhetdségével
kapcsolatos kételyeket is, a professzorokkal készitett interjukbol pedig az a kovetkeztetés
vonhato le, hogy ennek a szintnek a kidolgozésa szinte lehetetlen feladat lenne a szertedgazo
ismeretanyag miatt, viszont csak egy sziik réteget érintene, igy nem érné meg a befektetett

energiat.
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Dolgozatunk masodik részében a matematikaoktatassal kapcsolatos etikai-esztétikai-
célszerliségi kérdéseket elemeztiink kvalitativ modszerekkel. A matematikaval kapcsolatban
felmertil6 etikai vonatkozasok kutatasa az elmult par évben lett kiemelt figyelem targya, 2019-
ben indult ilyen témaju kutatocsoport a cambridge-i egyetemen. Mi a dolgozatban az altalanos
tudomanyetikai kérdésektdl elindulva kozelitettiink ra a matematikatanitassal kapcsolatos etikai
dilemmakra, azon beliil elsdsorban néhany, a tehetséggondozasban megjelend népszerii
feladattipusra és veliik kapcsolatban az érthetdség és a precizitds kozotti konfliktusra.
Megtehetjiik-e, hogy egy szép gondolatmenet-részlet megmutatasa kedvéért hianyos vagy akar
hibas megoldast ismertetiink a didkokkal?

A dolgozatban harom feladattipussal foglalkozunk. Az els6 tipus a mar emlitett ,,mérleges”
feladatok, ahol egy kétkari mérleg segitségével kell megallapitani, hogy latszélag egyforma
érmék kozil melyik a hamis. A masodik, ,.tevés” feladattipusban sivatagon val6 atkelést kell
megtervezni megadott feltételek mellett, gy, hogy ne fogyjon el az ivéviziink. A harmadik
tipus az ,,allitdsos”, ahol egy lapon olyan mondatok szerepelnek, mint: ,,Ezen a lapon legalabb
50 allitas hamis”. A feladatok kiilonb6z6 valtozatait elemezziik €s attekintjiik, mely variaciok
megoldasa ismert a szakirodalom alapjan. A tevés feladatok egyik valtozataval kapcsolatban
sajat kiegészitést is teszlink, mddszert mutatunk arra, hogy tetszdlegesen sok kisérdautd
segitségével hogyan lehet végtelen tavolsagra eljuttatni egy autét tigy, hogy minden segitd auto
visszajuta kiindulési pontra. A feladatokkal kapcsolatos lehetséges felmeriild tanulédi dilemmak
ismertetése utan az etikai jellegli dilemmakra tériink ra, melyek lehetnek matematikai jellegt,
tanari, feladatkitizoi, ill. szerzoi dilemmak.

Két interjut készitettlink a kutatas részeként. Az egyikben doktorandusz hallgatoknak adtuk
fel az allitasos feladatok néhany valtozatat, a méasikban Roka Sandort, a hazai tehetséggondozas
egyik legismertebb alakjat kérdeztiik meg, 6 mit gondol az 4ltalunk felvetett gondolatokrol.

A feladatok elemzése és az interjuk is arra vilagitottak ra, hogy a felmeriilé dilemmakra és
a hozzajuk kapcsolodo esetleges problémakra nem létezik egy kizardlagos joO megoldas, a

helyzet megfeleld kezelésében pedig kulcsfontossagu szerepet jatszik a kommunikécio.
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VI. Fiiggelek

VI1.1. Tovabbi részletek az elsééves egyetemistak Van Hiele-szintjének

megallapitdsahoz készitett interjikbol

Feladat: Adott a sikon egy e egyenes és egy d tavolsag. Adjuk meg azokat a pontokat a sikon,

melyek d tdvolsdgra vannak az e egyenestol.

Az interji vezetdjének (kérdezd) megszolalasait |, az interji alanyaét A jeloli.

VI.1.1. 1. interju

K: Na, szoval. Elmondom, mi a feladat, j6? Van egy e egyenes €s van egy d tavolsag. Hol

vannak azok a pontok a sikon, amelyek ettdl az egyenestdl d tavolsdgra vannak?
A: A sikon? Hat, parhuzamost huizol ezzel.
l: Mivel parhuzamos?
A: Az e egyenessel.
A d tavolsagra? /kdzben lerajzolja a két parhuzamos egyenest/
l: Szuper!
I: Ennyi?
A: Azt hiszem igen.
I: Akkor most bizonyitsuk be!
A: Nem tudom hogyan lehetne... tudnal kicsit segiteni?

I: Na, az els6 része az, hogy bizonyitsuk be, hogy ezek /kdzben az egyenesekre mutatok/

] OK”.
A:
I: J6? /nevetés/
I: Vegyiink fel egy olyan pontot, ami rajta van az egyik egyenesen.
A: Jo.
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I: Bizonyitsd be, hogy ez a pont d tdvolsagra van az e egyenestol.

I: Vegyiink fel egy P pontot az egyik egyenesen. J6?

A: Jjo.

I: Akkor most bizonyitsd be, hogy 6, hogy ez a pont d tavolsagra van az e egyenestol.

A: De hat egyértelmi, hogy d tdvolsagra van, hiszen rajta van a d tavolsagra 1évo

egyenesen. Direkt ugy hiiztam az egyenest! Mit kell ezen bizonyitani?
I De te csak a megszerkesztett egy darab pontrol tudod, hogy d tdvolsagra van...

A: Hat jo. Ja...jo, akkor itt keletkezett egy téglalap 90°-os szogekkel.

I: Igen, ez igaz.
A: Akkor most ez be van bizonyitva?
VI.1.2. 2. interju

(A feladat ismertetése utan a hallgat6 6nélldan elkezdte elmondani a gondolatmenetét.)

A: Vegyiink fel az e egyenesen egy tetszOleges P pontot. Allitsunk mer6legest a P ponton
keresztiil az e egyenesre. Mérjiik fel mindkét oldalra a d tavolsagot. Igy keletkezik
még két pont (M, N). Ezekbdl is allitsunk merdlegest az egyenesekre (f, és g
egyenesek). Ezen f és g egyenesek pontjai jo lesznek, mert ha ezekrdl kivalasztunk egy
Q pontot, és merdlegest allitunk a Q ponton keresztiil, akkor keletkezik egy téglalap,
mert minden szoge derékszog. Es mivel a téglalap szemben 1év6 oldalai egyenld
hosszuak, ezért a megszerkesztett parhuzamos egyenesek minden pontja d tavolsagra

van az e egyenestol.
I: Végeztél a bizonyitassal?

A: Azt hiszem nem, valami még zavar............. ja, igen: még be kell latni, hogy més

pont nem jo. Tehat a megoldas valdban csak két parhuzamos egyenes lesz.
I: Nagyon j0, igen.

A: Felveszek egy R pontot, ami nincs rajta semelyik egyenesen, de tdvolsaga az e
egyenestdl szintén d. Hm.............. latszik, hogy nem lehet ez a pont d tavolsagra az

egyenestdl, de most kicsit megakadtam. ..
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Gondolkozz nyugodtan, ha nem haladsz, majd segitiink.

Példéaul ha 6sszek6tom az R €s az M pontot (a rajzén 6k egy oldalra estek), akkor egy
téglalapot kapunk — ami amugy nyilvan nem téglalap, hanem egy deré¢kszogii trapéz.
De azért téglalap, mert kettd szoge derékszog, és a két szemkozti oldala d hossziisagu.
Azaz téglalap. ez is... mondhatom esetleg, hogy az <M, R> egyenes parhuzamos az e
egyenessel? Hiszen van két pontja is, ami d tavolsagra van az e egyenestdl. Ha ezt
mondhatom, akkor kész, mert adott pontot, csak egy olyan egyenest hlizhatunk, ami

parhuzamos az e egyenessel (axioma).

?77?

Alternativ befejezés hasonlo gondolatmenethez (a jeloléseket egységesitettiik):

Az interju elsd része a masodik interjuval Iényegében megegyezik, azonban a befejezd

gondolatok kiilonbdznek, csak utdbbiakat kozoljiik:

Hosszabitsuk meg azt az e-re meréleges egyenest, amit R-bdl hiizunk. Igy metszeni
fogja az f egyenest. Legyen ez a metszéspont S. Mivel ez a ,,meghosszabbitott”
egyenes merdleges e-re €s S rajta van az f egyenesen, ezért S €s a talppont tdvolsaga

szintén d. Tehat R=S, tehat nincs ilyen pont. Kész!

Alternativ befejezés hasonlo gondolatmenethez 2. (a jeloléseket egységesitettiik):

A: R-bél allitsunk merSlegest az f egyenesre. gy kapunk egy haromszoget, amiben két
sz0g is derékszog. Mivel a haromszog belsd szogeinek az dsszege 180°, ezért ez nem
lehetséges, nincs mas pont a két egyenes pontjain kiviil.

VI.1.3. 3. interju
A: Tehat akkor most bebizonyitom, hogy egy adott e egyenestdl egy adott d tdvolsagra

1évd pontok halmaza, az két olyan egyenes, amelyek parhuzamosak a e egyenessel, és
d tavolsagra vannak tSle. Ugy fogom bebizonyitani...két része lesz a

bizonyitasomnak. A bizonyitas els6 részében azt fogom csinalni, hogy bebizonyitom,
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hogy a parhuzamos egyenesek pontjai tényleg d tavolsagra vannak....na...az e
egyenestdl, tehat akkor folveszek az egyik egyenesen egy P pontot, és ugyebar ez volt
az....igen.............. igen... folvesziink egy pontot......... legyen ez az a pont, amit
megszerkesztettem, tehat tudom, hogy ez a pont d tavolsagra van. S akkor az a kérdés,
hogy egy masik pontot, ha félveszek, mondjuk egy Q pontot, akkor 6 is d tavolsagra
lesz-e. Es hat............. hmmm................ azért lesz d tavolsagra, mert szerkessziink
a Q-bol az e-re merdleges egyenest, és akkor kapunk egy ....................... téglalapot,
amelynek a szemben 1év6 oldalai egyenld hosszaak.
................................................... Jo, tehat mivel a téglalap szemben 1&vo
oldalai egyenld hossztak, ezért ez is d hosszi lesz. Most akkor ott van a masik része a
bizonyitasnak, hogy be kell 1atni, hogy masik pont nem jo. Vegyiink fel egy T pontot,
ami nincsen rajta ezen az egyenesen, ¢s akkor ebbdl is huzzunk merdlegest az e
egyenesre. Es akkor azt vehetjiik észre.......... nem. Tegylik fel, hogy ez a T pont, ez
jO, 666060 és akkor az azért érdekes, hogyha a T pont az jo, mert akkor 6 d tdvolsagra
van, és akkor van egy olyan négyszogiink, ami a két szemben 1év6 oldala egyenld
hosszt, van két derékszoge, hm. ez igy nem jo, nem, akkor

MAS....eeiiiianeannnn. metszi a masik parhuzamos egyenest, legyen az is egy pont, és

akkor kapunk egy olyan.......................... haromszoget, amelyben ez az oldal 0.

. Tehat. Adott az e egyenes ¢s a d tavolsag. Oksi. Szerkessziink az e egyenesbdl
merdlegest. ..tetsz8leges pontjabol. Es akkor mérjiik ra a d tavolsagot, ami meg van
adva. Legyen ez a végpontja a P pont, és akkor a P pontbdl erre a merdleges egyenesre
szerkessziink még egy merdleges egyenest, €s akkor az az allitasom, hogy ennek az
egyenesnek minden pontja d tdvolsagra van az e egyenestdl. S akkor ez azért lesz igaz,
mert ha folveszek egy masik pontot, legyen mondjuk az Q, szerkessziink. Q-bol is
merdlegest az e egyenesre. Akkor mar van egy négyszogiink, amelyben harom szdg,
az derékszog. S nem tudom, felhasznalhatjuk-e azt, hogy a négyszog belsd szogeinek
az Osszege 360°, mert akkor létrejott egy téglalap egyenld hossziuak. Tehat akkor kész
vagyunk.

Probald meg axiomatikusan.

. jo, akkor be kéne latni, hogy a téglalap belsd szogeinek dsszege 360°. Szdval akkor azt
kéne belatni, hogy a haromszdg belsd szogeinek 6sszege az 180°. Az hogy is volt? ...

Nem tudom mar, Uram, Atyam. Hm....Najd, ezt nem tudom.
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VI1.1.4. 4. interja

A feladat a kovetkez6 — kozben rajz. Adott a sikon egy ¢ egyenes — €z itt egy egyenes

— és egy d tavolsag.

Igen?

Add meg azon pontokat a sikon, amelyek ett6] az e egyenestol d tdvolsagra vannak.
A sikon?

A sikon. Azokat a pontokat a sikon, amelyek ettél az egyenestdl d tavolsagra vannak.
Egyenes?

Igen.

/Rajzol, de nem mondja a megoldast/

A:

Ezek mik?

Ez az a két egyenes, hogy ha kivalasztjuk akarmelyik pontot, akkor latszik, hogy ezek

d tavolsagra vannak, mert ez a két egyenes parhuzamos az e-vel.
Kész vagyunk?
Igen. Szerintem kész.

Varj, akkor arrdl a pontrdl mit tudunk? /ramutatok egy pontra az egyik parhuzamos e

gyenesen.

Azt, hogy d tavolsagra van az e egyenestol.

De hat te azt honnan tudod?

Jajj ©

Miért jajgatsz? Mi van a fejedben? Mi jutott eszedbe?
Igazabol mindegyik pontra csak ugyanazt tudom mondani.
Hogyan jon l1étre az egyenes?

Azt csindltam, hogy vettem egy pontot, ami d tdvolsagra van az egyenestdl, és azon 4t

haztam egy parhuzamost.

Hogy keletkezett ez az egyenes? Hogyan szerkesztenéd meg?
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A: Szerkesztenék e-re egy merdlegest. Az e egyenesen 1évo P pontbol felmérek d
tavolsagot, akkor a D pontot kapom. Szoval tudom, hogy a D tavolsaga az e

egyenestol d.

I: Igen, ez igy nagyon jo. Mi a kovetkezo 1€pés?

A: Erre az f egyenesre (e-re merdleges egyenes) allitok merélegest, ami atmegy a D
ponton.

l: Jo, oké.

A: Es akkor ezt megcsinalom lefele is.

I: Nagyon jo, akkor tudunk egy pontrdl, ami d tavolsagra van az egyenestol...
A: Sok ilyen pontot tudunk.
I: Nem, csak egy ilyen pontrdl latom.

A: Jo...azt szeretnétek tudni, honnan tudom, hogy ezek a pontok is d tadvolsagra vannak

az egyenestol?
I: Ahha.

A: Hat azért, mert ezt a P pontot én akarhol kivalaszthatom az e egyenesen. Ha tudom,
hogy erre az f egyenesre az e is merdleges, ¢és ez a keletkezd parhuzamos egyenes is

merdleges, tehat ez a kettd parhuzamos.

VI1.2. Interju Roka Sandor tanar urral

Roka Sandor tanar urat elsésorban feladatgyiijteményeirdl és feladatkit(izd szellemiségérdl
szerettlik volna kérdezni. A Tandr Gr mar az interju eldtt is megnyilt felénk, és szinte kérdések
nélkiil mesélt feladatkitlizéi és tehetséggondozdi szemléletérdl. Az interjut Szenderdk Julia

készitette, az 6 megszolalasait J jeloli, mig Roka Sandor tanar urét az RS monogram.

J: Nagyon sok konyve ismert, én is rengeteg konyvével taldlkoztam, meg nagyon sok
feladatgylijteményével is, amiket azért foleg a tehetséggondozasban hasznalunk,
hasznalnak a tanarok. De azért az egyetemen is tobbszor eldkeriilnek a kotetei, foleg a
2000 feladat az elemi matematika koréb6l. Hogyan kezdédott ezeknek a
feladatgylijteményeknek az irdsa? Miért kezdte el? Miért irta dket? Mi volt veliik a

célja?
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RS:

RS:

Nekem mindig voltak szakkoroseim. Varosi szakkor, valogatott diakok, akiket érdekelt
a matek. Amikor milyen kortak. Volt vagy két olyan csoport is, akikkel negyedikben
elkezdtem alsésként, és érettségiig egylitt voltunk. A szakkori munkahoz valogattam
amugy is szép feladatokat, hogy ne unatkozzanak. Ezek a feladatok szépek, jo Oket
megoldani, gyonyorkddni benniik. Didkkorom o6ta érdekeltek. Akkor gyljtogettem a
feladatokat, példaul orosz feladatgyiijteményekhez hozza lehetett jutni, azokban voltak
nagyon szépek, a KéMalL-ban, versenyeken. Tehat lehetett ilyeneket taldlni, ha az ember
keresett, kellett a szakkdrre. Csindltam levelezd pontversenyt tobb éven at, aztan lett az
Opus, ahhoz is kellettek szép feladatok. Tehat sok-sok feladat ott volt kéznél. Meg igen,
a foiskolashoz is kellett jegyzet. Meg irtam cikkeket ilyen feladatsorokrol. Szoval ott
voltak koriilottem a feladatok, és hogy sok konyv lett beldle, az egy szerencsének is
koszonhetd. Volt Debrecenben egy konyvkiado, a Toth Konyvkereskedés és én Toth
Csabat ismeretem, itt tanult, itt végzett tanarként a féiskolan, tanitottam. Neki is j6 piaci
koriilményei voltak, nagyon sok konyvet, sokféle konyvet eladott, ezt 6 ligyesen

csinalta. Nala sok konyvem megjelent. Persze mashol is, de valahogy igy tortént.

Azt emlitette, hogy nagyon sok feladat allt rendelkezésére. A feladatgylijteményekben
szerepld feladatok fdleg ezek koziil keriiltek ki, vagy van koztiikk rengeteg olyan is,

amiket On gyartott? Ezekben van valamilyen tematika?

Vannak sajat feladataim. Példdul a KoMal-ban egészen sok feladatom megjelent,
példaul a 90-es évek kornyékén, meg mostandban is vannak. Ezek egy része olyan volt,
hogy lattam valahol, és voltak kozte sajat készitéstiek. Valamin gondolkozik az ember,
valamit tgy megtalal, kitalal, és ha sikeriil belatni, lesz beldle egy feladat. Turaztatni
kell azért a memoriamat, hogy ilyenek eldkeriiljenek, de mondjuk eszembe jut az, hogy
példaul tanuljak analizisbdl a Dirichlet fliggvényt. Van-e olyan folytonos fiiggvény,
amelyik racionalis helyen irraciondlis, irracionalis helyen raciondlis? Ez egy elég
érdekes kérdés, nekem tetszett. Gondolkoztam rajta, de nem fejtettem meg. Egészen
rovid megoldasa van. Példaul Papp Julia debreceni didk volt akkoriban, kézépiskolas.
Olimpikon is volt a batyjaval egyiitt. Egyiitt utaztunk valahova és akkor elmondtam
neki, ¢ percek alatt megoldotta. Ezt olyan jo volt latni. Most is van olyan érdekes feladat,

ami most is foglalkoztat.
Van esetleg kedvenc kotete a sajat kiadvanyai koziil? Vagy kedvenc sorozata?

Nyilvan mindegyik amikor megsziiletett kedves volt szamomra és azért ez nem valtozott

meg, csak eltompult legfeljebb. A legtobb munka azt gondolom a 2000 feladatban volt.
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RS:

Az nagyon sok iddbe telt. Hiszen meg sem sziiletett akkor, 1992-ben volt az elsd
valtozat, akkor még 1000 feladatként. Aztan lett beldle par év mulva 1500, aztan lett
2000, és itt abbahagytuk. De sok konyv elég gyorsan sziiletett, a 2000 feladathoz képest

mindenképpen. Szoval abban rengeteg munka volt, abba sok mindent beletettem.

Emlitette ezeket a varosi szakkoroket. Amikor ezeket a feladatgytijteményeket allitja
Ossze, vagy allitotta Ossze, akkor féleg egy adott didkcsoportra, vagy adott gyereknek
allitotta Gssze, vagy elképzelt egy korosztalyt, egy tarsasagot, akik szamara készitette

ezeket a feladatgytijteményeket?

A téma volt meg. Mondjuk skatulyaelves feladatok altalanos iskolasoknak, vagy

terliletes feladatok.

Akkor ezek a kis fiizetek a legtobbszor inkdbb téma szerint késziiltek, adott

korosztalynak, mondjuk altalanos iskoldsok szaméra?

Igen. Megvolt, hogy ez a t¢éma engem érdekel, ehhez amugy is sok feladatom van, ilyet
jo lenne irni. Es ha lehetett, akkor megsziiletett. Sokféle tervem, kéziratom is van, ami
senki masnak nem kell, de elkészitettem. Példaul volt ilyen, hogy A matematika humora.
Az j6 volt, az egy hasznalhato dolog volt, ilyen sztorikat dsszegylijteni. Meg nyilvan
érdekelt engem is. Abbol a gytijtésbél lett egy konyv. En azt nem gondoltam, hogy abbol
tobb is lesz. Aztan lett bel6le nagyjabol 6t. Vagy a logisztorik is egy izgalmas
feladattipus. Abbol akkor egy kétet lett. En akkor nem gondoltam arra, hogy abbél tobb

lesz, és lett négy-6t abbdl is.
A logisztorik tobb helyen is megjelennek azért mas konyvekben is.
fgy van.

Mondjuk a Logika-landban is vannak olyan torténetek, amik a logisztorikhoz
kapcsolodnak. On szerint mi a szerepe a gondolkodasban ezeknek az egyébként nem
matematikai rejtvényeknek? Merthogy fontos megolddsuk van, de mégsem preciz

matematika. Mi lehet a szerepiik?

A rejtvényeken meg a feladatokon is jo gondolkodni. Es hogy most matekfeladaton
gondolkodom, vagy egy masfajta logikai rejtvényen, akozott inkdbb csak a technikai
eszkozokben van kiilonbség. A matekos rejtvényeknél, ott tudni kell mindenféle
dolgokat, példaul a logaritmust. Ahhoz kellenek alapismeretek. Gondolkodni j6, rajonni

valamire az nagy élmény. Didkkoromban részt vettem levelezd pontversenyben. J6 volt
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a feladatokon napokig gondolkozni, és este is még ott jar az ember fejében. Ez egy

hosszl ut, mig rdjon az ember €s az nagy €lmény.

Eszembe jutott valami, mostandban gondoltam is rd valamiért, és a kérdésével
kapcsolatos. Kaptam egyszer egy levelet egy volt olimpikontol. Miskolci didk volt
valamikor régen. Most amit kérdezett, vagyis hogy mi a rejtvények szerepe, mi a
feladatok szerepe, ahhoz kapcsolodik. Ebben tetszettek, amiket irt. Ugy nem ismertiik
egymast Lacival, legaldbbis személyes tantermi kapcsolat nem volt koztiink. De aki
harom alkalommal is didkolimpikon volt, arrol azért tud az ember. Szoval, hogy a
feladatoknak mi a szerepe. Matematikus diplomat szerezett, majd elment doktorizni, de
azt nem fejezte be, ¢és az egyik internetes nagyvallalatnal dolgozik kiilf6ldon
fejlesztéként, mert szeret programozni. Es hogy miért nem lett matematikus egy
haromszoros matematika didkolimpikonbo6l? ,Barmilyen jol mennek is a
matekversenyek a profi matematikat csak olvasni szeretem, a miiveléséhez nincs
tirelmem, kitartasom. Egy versenyfeladaton szeretek gondolkozni, tudom hogy van
esé¢lyem megoldanom. A valddi matek mindig rizikos, unalmas. Mai napig nagyon
szeretek viszont matematikat olvasni minden szinten. Végteleniil élvezem, ha a
bizonyitast atugorhatom, mert hihetd, hiszen csak hobbibol olvasom.” Most mar sok
évvel a didkkor utan a KéMal-t mindig olvasgatja, minden honapban, és gondolkozik
a feladatokon par orat. Tehat ez egy jo 1d6toltés, gondolkodni élmény, rajonni valamire
jo dolog. Elégedetten hatra d6lok, amikor ugy érzem, hogy megvan, ezt meg lehet
fejteni. Es akkor emiatt irt ¢ nekem levelet, hogy volt egy KéMaL feladat, napokig
gondolkozott rajta. B feladat volt, ami nem is a nehéz feladatok kozott van. Egy nagyon
rutinos feladatmegoldorol van sz6. Ez nekem is egyfajta vigasz, amikor gondolkozok
feladatokon, és nem jovok rd. De nem esek kétségbe. Szoval egy szokdsos KoMaL
feladaton napokig gondolkozik és nem tudta elképzelni, hogy hogy lehet ilyet allitani,
amit a feladat mond, meg hogy lehet rdjonni a megoldasra. A geometria példat meg
tudja csindlni koordinata-geometriaval, de az meg nem érdekes, mert nem jon ra, hogy
mitél miikodik az. Végiil megoldotta, és ez egy katartikus élmény volt szamara, és meg
akarta osztani velem. Tehat a feladatmegoldas az egy kiizdelmes dolog, és j6 hogyha

sikerrel jar. Fliggdséget is okozhat, ha az ember raszokik erre.

Volt egy feladat és azt sokszor elmeséltem, mar csak emiatt is emlékszem ra.
Komaromban minden 0&sszel van Nagy Karoly Didknapok kozépiskolasoknak.

Hétvégén ott matematikus foglalkozdsok mennek, Osszegylilnek mindenhonnan az
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orszagbol meg Felvidékrdl. A szervezd, Oldh Gyuri bacsi egy ilyen komdromi
rendezvényen mondott nekem egy példat. Két harmasbol, két nyolcasbol a négy
alapmiivelettel, zarojelekkel allitsd el a 24-et. Az ilyet szeretem, nekem is érdekes ez
a feladat. Kijonnek ilyenek, hogy 8+ 8+ 3 x3 =25, a 25 megvan. Vagy
(8 + 3) x 3 —8 = 25, a 25-6t masképp is meg tudom csinalni. Szoval Gyuri bacsi adta
nekem ezt a példat, hogy oldjam meg. Ezen gondolkoztam, és nem jottem ra. Komarom
messze van Nyiregyhdzatdl, a vonaton volt idém. Gyuri bacsi nem felejtette el, egy év
mulva megint megkérdezte, hogy megcsinaltam-e. Nem az volt, hogy mindig ezen
gondolkoztam, de évek teltek el, hogy ezt probaltam megfejteni. Ez egyszerti rdadasul,
mert csak néhany opcid van, néhany lehetdség. Olyan sok variaci6 nincs, hogy hogy
csinalok miiveletsort beldle. Mar ez is egyfajta vonzerdt tud jelenteni. Par év eltelt. Egy
januarban havat lapatoltam. Nagyon nagy hé volt. Orékig lapétolja olyankor az ember,
megpihen, aztdn Gjra lapatol. Es akkor rajéttem. Ez egy csoda volt. Olyan 6rémét tud
okozni, hogy ezt megoldja az ember. Szoval jo feladatokon gondolkozni. Az, hogy
konnyli vagy nehéz egy feladat, az egy bizonytalan dolog. Van akinek konnyi, van
akinek nehéz. Nyilvan, amihez nagyon sok technikai ismeret kell, az azért nehéz. De
talalunk néhany nagyon egyszeru feladatot. Szeretem az ilyeneket, gytijtom. Volt, hogy
itt a féiskolan tanitottunk tanitoképzosoket is. Jottek a gyakorlobol, hoztak egy példat,
ami az elsds konyvben volt, és kérdeztek télem. Nem tudtdk megoldani és én sem jottem
ra. De egy normalis elsds feladat volt, egy szamtablazat. Van benne néhény szam, kettd
hianyzik, milyen szam kell oda? Nem jottem ra. Gyiijtom ezeket, van néhany feladatom,
amit nem oldottam meg, ami alsos feladat, vagy akar ovis feladat és az ember nem jon

4, mert nem elég rugalmas a gondolkodasa.

A 24 eldallitasara szeretnék még egy pillanatra visszatérni. Azért ez is egy olyan feladat,
amikor nagyon sokféle konstrukcioval probalkozik az ember, hogy hogyan tud eljutni
ehhez a megoldashoz. Tobbszor is talalkoztam olyan feladattal a konyveiben, amikor
hasonlé megoldasmeneteket adott a Tanar ur. Példaul voltak ezek a mérleges feladatok,
amikor a hamis érmét kellett megtalalni a pénzérmék koziil. Ott is sokszor eléfordul,
hogy konstrukciokat adunk megoldasként, viszont ezekkel a konstrukciokkal csak azt
tudjuk megmutatni, hogy valahogyan meg tudjuk taldlni azt a pénzérmét. De igazabodl
azért itt valamennyire engediink a matematikai precizségbdl, amikor konstrukciét adunk

egy ilyen feladat megolddsaként. On szerint ez mennyire megengedhetd a
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tehetséggondozasban, a matematikai precizségbdl vald visszavétel vagy engedés annak

érdekében, hogy konnyebben érthetd legyen az, hogy mirdl van sz6 az adott feladatban?

Matematikat altalaban nem ugy nézilink, hogy definicio, tétel, bizonyitas és akkor
minden teljes. Meg a megismerés sem igy tortént, amikor legeldszor megfejtették a
feladatokat. Ezek akar tulzasok is lehetnek. A preciz axiomatikus felépités az nagyon
kevesek szamara fontos. Nem biztos, hogy ilyesmit a gyereknek at kell adni, mert 6t
nem érdekli, nehéz is megérteni akdr, hogy ez most miért fontos. Szoval ez egy nehéz
terep tud lenni. De konstrukcios feladatokban vannak ilyenek versenyeken, sok helyen.
Azért a felbukkano feladatok nagyobb részében mind a kett6 szerepel. Mutassuk meg,
hogy ennyibdl megoldhato a feladat, és akkor ennyivel megoldom. A mérlegeldseknél
is azért vannak olyan példak, ahol belathatd, hogy ennél kevesebbdl nem Ilehet
megcsindlni, és akkor megcsinalom ennyivel. De ez néha tényleg nehéz, azt tudom
persze. Mondjuk nyolc kiilonbdzd tomegli golydbdl a két legnehezebbet megtalalni,
hogy ehhez annyi mérés kell, amennyi kell, az nehéz. De az, hogy a legnehezebb
megtalalasahoz hét mérés kell, az vildgos, és hogy héttel meg lehet csindlni, azt pedig

megmutatjuk.

On szerint van olyan szint a tehetséggondozas soran, amikortdl mar tisztaba lehet tenni
ezeket a dolgokat? Van elképzelése esetleg arrol, hogy kinek lenne a szerepe az, hogy
azokat a tehetséggondozasban résztvevd didkokat, akikben esetleg igény ébred erre a
precizségre késObb, tdmogassa ebben? Kinek lehet a feladata vagy a szerepe, hogy
azokat a feladatokat, amikkel korabban talalkozott, Ggy tegye tisztaba, hogy a precizség

is megmaradhasson?

Szerintem ez csak a specialistakat érdekli, meg néhany inyencet. Mint akar ez az e-mail,
amit Laci irt, hogy a bizonyitasokat atugorja. Ha ugy érzi, hogy az hihetd, hogy ennyi,
akkor 6 nem nézi meg a bizonyitast, mert neki nem kell vizsgéznia, meg ilyesmi.

Ezek szerint olyan célkozonségnek szolnak ezek a feladatok, akik inkabb az
¢lményszeriiséget keresik benne ugy, hogy ne kelljen tokéletesen preciz levezetéseket
elvégezniiik? Igazabol azért kérdezem ezt, mert kozben kideriilt, hogy Edesanyam is

tehetséggondozas kapcsan jart Onhéz még a féiskolan. Talaltam otthon egy kényvet,

amit Ontdl kapott. [Megmutattam a kdnyvet. ]

Nagyon szép, egy csoda az a konyv.
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Ebben is szerepel egy mérlegelds feladat, amikor n pénzérme koziil szeretnénk
megtalalni azt az egy hamisat, ami kdnnyebb a tobbitdl. Ebben a konyvben mar szerepel
nagyon szépen és precizen a levezetése, bizonyitasa ennek a feladatnak. Mikdzben
nagyon hasonlé feladatok szerepelnek az On kéteteiben is, ahol meg inkabb az
¢lményszeriiség jelenik meg. Olyan, minthogyha tényleg valamikor eljohetne az a 1épés
a tehetséggondozasban, amikor mar eljuthat a didk egy olyan szintre, hogy ezekrdl a

feladatokr6l mélyebb matematikai gondolatokkal beszéljen.

Ko6zben kerestem egy konyvet a mérlegeléshez. Nekem sok fontosat mondott Posa Lajos
egyik eldadésa. A jo kérdés az, ami a gyereket érdekli. Az évek sordn valtozik a tanitas,
hogy az ember mikor hogyan csinalja. Régebben én is ugy voltam, hogy 6, de szép
példak, ezeket beviszem, €és akkor lenyomom a torkukon. De nem az kell, hogy nekem
sz€p legyen. Persze kell, hogy én szépnek talaljam, de ahogy Pdsa Lajos elmondja, olyan
kérdés kell, ami a gyereket érdekli. Mert az 6t lazba hozza, izgalomban tartja, kivancsi,
kutatni fogja és megnézi. Ha a gyereket nem érdekli, hogy miért kell annyi, akkor én ezt
nem fogom neki elmondani mert elalszik kdzben, vagy mindenféle mas dolgot fog
csinalni. Ha érdekessé tudom tenni, érdekli, és tudom a valaszt, akkor ezt megnézziik.
De ezek kellenek hozza, és a legfontosabb az, hogy a gyereket érdekelje. A precizség a
szakembereknek kell, hogy tudjam azt, hogy ennyi a hatar, ennél kevesebbel vagy tobbel
nem lehet. Amit mutatott konyvet, abban benne van az, hogy 12 golyobdl a
legnehezebbet meg kell talalni 3 méréssel. Keleti Tamas ott tanit az egyetemen. Vannak
ilyen visszaemlékezések, hogy hogyan valt valaki matematikussa. Keleti Tamas is ir a
gyerekkorardl. Errdl a feladatrél mesél benne. Ezt sokszor lattam mar, talan le is irtam.
Szerintem meg tudnam oldani, de id6 kell hozz4. Régebben a szakkordn az lehetett,
hogy egy feladatot kdrbejartunk, abban gyonyorkodtiink. Utdbbi években inkabb az volt
szakkoron (de azért vannak kivételek), hogy nézziik meg, megoldottuk, akkor menjiink
tovabb. Felgyorsult a temp06, mintha nem akarnank annyira korbejarni. Vannak azért
ellenpéldak. A mérlegelds feladatnak egyrészt fontos az élmény része, tehat az, hogy
rajottem. De azon, hogy harombol meg lehet oldani, de kettébdl miért nem, ezen nem
feltétleniil gondolkoznak.

Van most egy gyerek, Zsombor, 6 most mar hatodikos, de negyedikes koratol kezdve
ismerem. Valami csoda, olyan oOtletei vannak. Akar hetekig egy-egy feladat ¢l
kozottiink, hogy arra rd kellene jonniink. Példaul volt egy zrinyis feladat megyei

forduloban a vége felé, ahol 3 perc jut egy feladatra. Azon mi hetekig gondolkoztunk,
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¢s ilyen konstrukciokat gyartottunk, mint amiket kérdez. Egy 4 X 4-es tablazatba +1-et,
-1-et és 0-t irok gy, hogy barmely 3 X 3-as részben a kilenc szam 0sszege 0. Tehat
négy darab ilyen 3 X 3-as van. Ebben a tablazatban mennyi lehet legfeljebb a szamok
0sszege? Ott megvan az 0t valaszlehetdség. Arra azért rajottiink, hogy 8 nem lehet. T6bb
nap utan eljutottunk oda, hogy vagy négy, vagy hat. Néggyel megcsinalta Zsombor. Es
akkor a bizonytalansag megvolt, hogy a tizenhat szdm 0sszege lehetne esetleg tobb is,
lehetne hat. Arra rajottiink, hogy tobb nem lehet. Eltettilk, hogy majd jové héten
folytatjuk. En megcsinaltam, azt hittem, hogy megvan hattal. Megirtam Zsombornak,
aztan kidertiilt, hogy ha 6sszeadjuk a szamokat, az nem hat, hanem csak 6t. De legalabbis
mindenképpen jobb volt a korabbi négytél, amitél nem tudtunk elmozdulni. Egy par
napja irt, hogy megcsinalta a konstrukcidt, megcsinalta hattal, és elmesélte hogyan.
Néha egy-egy feladattal, amirdl sokat beszéliink az van, hogy el tudnam mondani a
megoldast par perc alatt. Régen, szakkoron ez igy is ment. De nagyon meg kell gondolni,
hogy hatdsosabb, ha nem ugy csinaljuk. Sok idot el tudunk tolteni, és Zsombor feltesz
kérdéseket. Egy feladatot nagyon korbejar, megnéz mas valtozatban, amire én is
hajlamos vagyok, de 6 talan még inkabb, alapbdl jon neki. Szoval van, akit ez érdekel,

valakit meg csak az, hogy oldjuk meg és akkor megvan, kipipaltuk, rohanunk tovabb.

Az ¢élmény miatt van, hogy a feladat meg kell hogy ragadja az embert, valami kedvem
legyen hozza, hogy megoldjam. Késobb mar ha nagyon jartas benne az ember, akkor
érdeklik az részletek is, és probalja tisztazni a kornyezetét a feladatnak.
Szeretem, szerintem is jo konyv a 2000 feladat, mert rengeteg feladat van benne, meg
elég jok a feladatsorok. Az ugy megmaradt, hogy amikor még 1000 feladat volt, tehat
els6 megjelenés eldtt, a Typotex Kiado elkiildte lektoralasra piaci szandeékbol a
tanarképzdre. Nyilvan, ha megismeri, meg lektoralja, akkor hasznélni is fogja. Ettdl
fiiggetlentil fontos a lektoralas, ilyen kordket meg kell tenni. Szegedrdl Pintér Lajos
visszakiildte, 6 nem lektoralta. Neki nem tetszett a konyv, az 1000 feladat. Ertem, és
igaza volt. Nagyon tisztelem 6t. Mert, hogy ez nem Pdlya szellemében van, amirdl
beszélgettiink. Ott nincsenek leirva a megoldasok, nagyon ritka, hogy részletesen van
leirva a megoldas. Ez nem Polya szellemében van, ahogy Poélya leirta a konyvében, hogy
latszddjon a felfedezés. Miért igy csindltam? Miért igy csindljuk? Hogy jovok ra? Ez a
rész abban a konyvben nincs benne. Egyfajta felhasznélas szempontjabodl praktikus és
jo, egy masfajta izlés szamara ez nem egy hasznos konyv, és igaza van.

Azt maig érdekes kérdésnek gondolom, és néha gondolkozok ezen, hogy ha nézem a
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racionalis szdmokat, azok mindeniitt stirlick a szamegyenesen, ugye az egész szamokbol
képezett hanyadosok. De nyilvan nem fontos minden egész szdmot felhasznalni. Ha
szlikebb szamhalmazt veszek, az azokbol képzett hdnyadosok is mindeniitt stirtiek
lehetnek. Ezen gondolkoztam, hogy mi lenne, ha csak a négyzetszamokat venném. Igaz-
e, hogy a négyzetszamokbol képzett hanyadosok a szamegyenesen stirtin helyezkednek
el. Ezen azért gondolkoztam. Matektaborban voltunk, ott volt Zsolt, 6 id0sebb télem par
¢vvel, matematikus. Erdés Pallal tobb kozos cikke van, didkolimpikon volt, tehat 6 a
csticsokon van. Oriildk, hogy ismerhetem. Zsoltnak elmondtam a feladatot, & vagy egy
napig gondolkozott rajta, és masnap elmondta nekem a megoldasat, amire rajott. En
lassu vagyok, lassan értem meg. Nagyjabol megértettem én ezt a megoldast, de
igyekeznem kellett, hogy értsem. Ez tetszett. Akkoriban benne voltam a III. kategdrias
OKTYV bizottsagban. Ott az egyik feladatunk az, hogy visziink példakat, aztan majd
valamelyik kikeriil a versenyre. Javasoltam ezt a feladatot versenyre. A bizottsag
elnokével talalkoztam, elmondtam neki a feladatot. Ugy adtuk volna fel, hogy igaz-e,

hogy ha x, y pozitiv szamok, x < y, akkor van két olyan négyzetszam a? és b?, hogy

2
% az x és y kozé esik. Ez nem is egy bonyolult szovegezésii, konnyen érthetd feladat.

Ezt igy feladhattuk volna. Mésnap jott az elnok és fél sorban megcsinalta a megoldast.
Megdobbentd volt. Par honappal késobb megint valahol taldlkoztam Zsolttal,
elmondtam neki az eln6k megoldasat. Perceken at kacagott, hogy ez mennyire egyszert,
¢és hogy nem latta rajta. Ez is egy szépsége a feladatoknak. A bizottsagnak kiilonben
tetszett az oOtlet. Azt tlizték ki, hogy négyzetszamok helyett olyan szamokat veszek,
aminek a tizes szadmredszerbeli felirasdban 0 szdmjegy nem szerepel. Ezt is
specialisabban kérdezték, hogy az egy ¢és kettd kdzotti intervallum egy sziikebb részében
barmely két szdm kozé be lehet tenni két ilyen szdm hadnyadosat. Csinaltak ra megoldast,
mert nyilvan akkor tizziik csak ki, ha meg tudjuk oldani. Nagyon kiizdelmes bizonyitas
lett. Abban biztunk, amiben joggal lehet bizni egy dontds feladatnal, hogy majd a didkok
megoldjak, és akkor latjuk, hogyan lehet ezt szépen megoldani. Harom vagy négy olyan
dontds dolgozat volt, akik megfejtették, de azok sem voltak szépek. Amire szamitott a
bizottsdg masodlagos haszonként, hogy hatha kideriil valami a feladatrél, hogy miért
vannak igy a dolgok, és ha mar mi nem tudtuk, akkor a versenyz6k rajonnek, és lehet
tovabb valamit kezdeni ezzel, az ott akkor egy zsakutca volt. De ez a kérdés ez érdekes,
¢s lehetne négyzetszamok helyett, hogy primszamokkal veszem, azaz hogy primek

hanyadosai mindeniitt stirliek. Mondjuk azt meg tudtam csindlni, és elégedett voltam,
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hogy ha olyan szamokat veszek, amelynek nincs haromnal nagyobb primosztdja, ilyen
egészeket veszek, ezeknek a hdnyadosai mindentitt stirlick a szamegyenesen. Az én

megoldasom nem fél soros. Ezt is ki lehetne tlizni, belefér a tananyagba.

A feladatok izgalmasak, szép kérdések vannak. Ki kell deriteni sok mindent, minél
tobbet megtudni rola. De mar annak is Oriiliink egy konstrukcional, ha van egy
konstrukciom. Pdsa Lajos is beszél mérlegelds feladatokrol az emlitett eldadasban. Mar
én is valtoztattam azdta magamon. Nem azt mondom, hogy ezt 6t mérésbdl csinald meg,
hanem hogy minél kevesebb méréssel csinald meg. Mert akkor az egyik gyerek azt
mondja, én megoldottam a példat, nekem megvolt héttel. Igaz, hogy Odénke iigyesebb,
6 megcsinalta hattal, de én is megcsinaltam, van sikerélményem. Régen azt mondtam,
hogy ennyivel kell megcsinalni, ennyivel csinadld meg. Most mar inkabb ugy adndm fol
¢s ugy adom f6l (nyilvan vannak kivételek), hogy minél kevesebbel vagy minél tobbel
oldd meg. Amikor egy feladaton gondolkozom, akkor is ez van, hogy fokozatosan jutok
el valahova. Vannak ilyen allomasok. Megcsinalja ennyivel, 6 mar tobbel, meg nem

kudarc élmény, hanem siker van.

Ezek szerint hozzatartozik az élményszerliség is ezekhez a feladatokhoz, hogy minél

szivesebben nyuljanak hozza a didkok, minél szivesebben foglalkozzanak vele.

Az a legfontosabb szerintem. Kdtelességbdl nem sokra lehet eljutni. Lehet valamennyit

csinalni, de nem sokat.

- google.com - :

4. abra: Roka Sandor tanar urrol az interju alatt késziilt képkivagas a Google Meet

beszélgetésbdl (Szenderak Julia fotdja)
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Azt emlitette is, hogy vannak olyan feladatok, amiket tobbféle irdnybol meg lehet
kdzeliteni, nagyon sokféle ijabb feladat meriil fel ezek kapcsan az emberben. Mennyire
fontos itt a megfogalmazas? Nagy szerepe van annak, hogyan tiiziink ki egy feladatot,
ahogy azt emlitette is. Példaul szerepeltek olyan feladatok, amikor at kellett kelni a
sivatagon. Ott van mikor azt kérdezziik meg, hogy meddig tud eljutni, van mikor azt
kérdezziik meg, hogy hogyan tud addig a pontig eljutni. On szerint mi lehet a szerepe itt

a megfogalmazasnak?

Azt kérdezem, hogy meddig, vagy azt, hogy hogyan, az részemrdl véletlenszerii. Mikor
igy kérdezem, mikor tgy kérdezem. Ha azt kérdezem, hogy meddig, ha megmondja,
hogy mondjuk 100 kilométerre tud eljutni, azért azt meg kell magyarazni, hogy hogyan.
Valahogy ez a kett6 mintha egyiitt jarna. De az, hogy a kérdéseket hogy teszem fel, az
fontos.

Vannak a Posa taborok. Egyszer egy ilyen hétvégi taborba elmehettem megfigyeldként,
de volt még egy masik tanarkolléga hasonl6 szerepben érdeklédésbdl. Posa masképp
teszi fel a kérdéseket, mint ahogy mi matektanarok szoktuk. Tetszik ahogy 0 teszi fel.
Mondok egy példat. Ez egy jo feladat, én ezt hasznaltam fOiskolan amikor
informatikusokat tanitottam. Ott ez egy jo példa volt, mert atvettiik a permutéciot,
variaciot, tehat a képletek megvoltak. Ott lottos, totds feladatok is szoktak szerepelni.
Ez a feladat a kovetkezd: legkevesebb hany haromesélyes totoszelvényt toltsek ki a
tizenharom tippes totdszelvényen, hogy biztosan legyen legalabb 5 taldlatom. Itt a
feladatnal johetnek a képletek, ott van a feladatban az 5, a 13, a hdrom esély miatt a
harmas szam. Ott latok harom darab szamot, jon, hogy melyik képletet haszndljam. Nem
tudom miért hasznalom, de hasznilom. Atesik egy ilyen kudarcon, hogy nem ugy kell
feladatot megoldani, hogy itt van ez a képlet, kisorsoltuk 6t. Mert ezt a feladatot nem
igy kell megoldani. Szerintem Pdsa gy is szokta, hogy a résztvevoket allasfoglalasra
biztatja, milyen varakozasokkal indulnak. Ki gondolja, hogy szdznal tobb szelvény kell?
Ki gondolja, hogy tiznél tobb? Volt régen ilyen vetélkedd, hogy Ki miben tudos?, a fél
orszag ismerte, konyv is van beldle. Ezen a versenyen szerepelt ez a feladat. Ezt a
feladatot egy matektanar igy kérdezi meg: egy tizenharom tippes totdszelvénybdl hany
szelvényt kell kitolteni, hogy biztosan legyen egy legalabb 6t talalatos. Posanal is
hallottam mar ezt a feladatot. O igy kérdezi: Jancsi szereti Juliskat, de Juliska kéreti
magat. Azt mondja: rendben Jancsi, hozzad megyek feleségiil, ha felmutatsz nekem egy

olyan totoszelvényt, amelyiken van legalabb &t talalat. Igen am, de Jancsi sporolos.
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Hény szelvényt toltson ki Jancsi, hogy elnyerje Juliska kezét. Akik versenyfeladatokat
oldanak meg, 6ket ez a korités vagy érdekli, vagy nem. De egy szélesebb korben ez
sokkal jobban lekoti Gket, mintha elmondtam volna azt a példat. At se gondolja. Ezen
elgondolkozik, azon meg nem. Széval a feladatoknak a szovegezése kapcsan a kérdés
nemcsak az, hogy meddig vagy hogyan, bar az tartalmilag nagyon fontos. De hogy
milyen kontosben mondom el, hogy érdekessé tegyem szdmara, az persze fontos.
Poséanal a feladatok tobbnyire ilyenek, hogy nem egy lecsupaszitott feladatot mond el,

hogy oldd meg ezt az egyenletet, hanem van egy sztori, ami izgalomba hozza az embert.

Megbeszélés részietei A~ ¢ -~ (]

3. abra: Roka Sandor tandar urral az interju alatt. (Képkivdagds a Google Meet beszélgetésbil,

RS:

Szenderak Julia felvétele)

Mit gondol arr6l, hogy ezek a sztorik, amikbe beledgyazzak ezeket a feladatokat,
meddig maradhatnak meg? Ugy értem, hogy egészen nagyon magas szintig

megtarthatjuk ezt a torténetet és jatékossagot a feladat koriil?

Amikor ilyen mese van hozza, az késobb is egy vonzerdt tud adni. Ha én is elmondom
ezt a két nyolcas két harmasbol huszonnégyet, ha csak igy mondom el, akkor az mas
hatést valt ki, mintha elmondom, hogy én mennyit kiizdottem vele. Akkor kivancsiva
teszi 6t is, na hogy ha neki ennyi volt, akkor nekem esetleg jobban sikeriil. Ha a
feladatoknak van hattere, az kiilonféle lehet, nem feltétleniil Jancsi és Juliska van benne.
Béarmilyen hattere lehet, mondjuk 6k mar megcsinaltak, 6k mennyit kiizdottek vele és

nem tudtak. Ha jobban ismerem, tobbet tudok a feladatrol, akkor jobban k6t6dok hozza.
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De a mese az nyilvan idésebb korban altalaban nem sziikségszerti. De az, hogy milyen

hatast valtok ki, az fontos.

En nem késziiltem tanarnak. Matematikus szakon végeztem Debrecenben, csak
akkoriban mindig rabeszéltek néhany hallgatot, hogy vegye fel a tanarszakot. igy nekem
is van tanari diplomam, de alapbol én nem gondoltam, hogy tanitani fogok. A tanar
tényleg ahogy Polya is irja, olyan, mint egy szinész. Nem ugy, hogy szinészkediink,
hanem at kell élnem, hatast kell kivaltanom beldle, fel kell csigdznom, fel kell
piszkdlnom. A feladatot valahogy érdekessé kell tennem. Vagy igy, vagy tugy, de

valahogy, hogy ne a szomszédjat piszkalja, hanem ezzel foglalkozzon.

Tudna esetleg egy kicsit mesélni még a tehetséggondozasrol? Mar nagyon régota
foglalkozik tehetséges didkokkal. Mik a tapasztalatai? Hogyan valtozott az
érdeklodésiik az évek alatt? Mit gondol arrdl, hogyan véltozik a felépitése a
tehetséggondozdsnak? Mit csindl masképp, mint kordbban? Azt emlitette mar, hogy
egészen mas ritmusban allnak hozza ezekhez a feladatokhoz mostanaban a didkok, mint

korabban.

Nyilvan véltozik mindig az élet. Eszembe jutott még egy htisz évvel ezelbtti valtozas. A
didkolimpiai csapat vezet$jét nagyon szerettiik, tiszteltik. O mondta azt, hogy
meglepddve, vagy szomoruan tapasztalja azt, hogy a didkolimpikonok tobbsége mar
nem matematikus szakra megy. Egyfajta valtozas biztos, hogy van. Negyven évvel
ezeldtt a didkolimpikonok, tehat a versenyzdk legjobbjai elmentek az ELTE-re TTK-ra
matematikus szakra. Kiilfoldre akkor még nem. Mar a 90-es években matematikus
szakra csak egy-kett6 ment koziiliik. A tobbi elment informatikusnak, mérnoknek,
ilyesmiknek. Amiigy ez rendben van. En is a szakkoroseimnél nem arra szamitok,
nyilvan a gyerekek dontenek, meg az ¢ sorsuk. De én sem gy gondolok a szakkorre,
hogy na majd ti érettségi utan mentek matekos pélyara, matematikusnak vagy
matektanarnak. Az, hogy valaki matekbol versenyez, vagy versenyekre késziil, abban
nagyon sok jo dolog van. Ez nem azt jelenti, hogy ¢ a matekos életpalyat fogja

valasztani.

Ko6sz6nom, hogy engem kérdez ezekrdl. Nyilvan barmelyik tandr sok mindent megélt
az évek alatt, és tudnanak mesélni. Nem az, hogy nagy bénat volt, de mégiscsak ilyen
frusztrald érzésként, hianyérzetként van, hogy itt Szabolcsbol, a szakkordseim koziil egy
sem lett diakolimpikon, egy sem lett Kiirschak gydztes. Voltak nagyon jo

versenyeredményeink OKTV-n, Arany Déniel Matematikaversenyen, az orszagos
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versenyeken dobogds helyeink azért voltak. De a kirdly kategéridban, tehat Kiirschak és
didkolimpia, ott nem. Szabolcsbdl nem az, hogy nem az én didkjaim, hanem amugy sem
voltak az elmult 6tven-szaz évben. Csak ugy voltak didkolimpikonok, hogy nyolcadikig
itt jartak iskoldba, aztan nyolcadik utan elmentek a Fazekasba leginkabb. Ezt nem
sikeriilt 6sszehozni nekem sem, Kiss Sandornak sem. Nyiregyhaza egy nagyobb varos,
ha ugy vessziik. Ennél kisebb varosokban, példaul Hajduszoboszlon, ami negyedakkora,
vagy Bonyhadon didkolimpikonokat, Kiirschdk dijazottakat neveltek fel tobbet Katz
Sandor és Deli Lajos tanar urak. A tehetséggondozasban biztosan vannak olyan titkok,
amik ezt magyarazhatjak. Miért van az, hogy 6k ezt meg tudtak, mi meg nem tudjuk?
Ez nyilvan lehet az is, hogy ha helyet cserélnénk, & megcsindlnd itt, én meg nem
csinalnam meg ott. Nemcsak az eredmények vannak meg, hanem valdéban meg is

érdemlik ezt az eredményt.

Valtozik az iskola is. A mostani fiatalok 1ényegesen masak, mas a kornyezet. Régen
azért lassabb volt az élet, nem voltak kihivasok. Amig nem volt példaul szamitdégép,
addig nem volt versenytars. Ha valakit ilyesfajta dolgok érdekeltek, az elment
matematikusnak. Aztan mar az informatika csticsokon jar és nagyon izgalmas. Ahhoz is
matek kell, tehat aki j6 matekbol, az persze, hogy érdekesebbnek taldlja. Régen mas volt
a versenyzes is, meg az iskolai terhek is sokkal lazabbak voltak. Volt ideje matekozni,
volt a KéMaL példakon gondolkozni. Most hiaba volna kedve mondjuk hozza, azért
kapja rendesen az iskolabodl, hogy ezt is azt is meg kell csindlni, és nem jut ideje rd. A

koriilmények nagyon megvaltoztak. Kevesebb 1d6 jut a matekra.

Amikor el6kertil egy-egy ilyen kiilonleges gyerek, mint Zsombor, akit emlitett, akkor
ezeket a kérdéseket is kortiljarjak? Err6l a 4 X 4-es tablazatrdl is, amikor beszéltek, azt
emlitette, hogy akkor rengeteg kérdés meriilt fel benne ezzel kapcsolatban. Olyankor
van, hogy rengeteg iddt toltenek azzal, hogy a feladat kapcsan felmeriild kérdéseit

megvalaszoljak?

fgy van. Zsombor egy élmény szamomra. Igy torténik, tehat nem az, hogy megoldottuk,
akkor menjilink a kdvetkezdre. Ha valamit még el akarok mesélni rdla, azt nyugodtan
elmesélem, mert érdekli is, de 6 jon a kérdésekkel, és akkor megnézziik ezt azt amazt.
Nagyon jo. Nyilvan mindig vannak ilyen fiatalok, ez j6. En is masképp tanitok, mint
régebben. Régebben az volt, hogy én ezt tudom, én ezt elmondom, és akkor érdekeljen

benneteket. Most meg azt nézem, vajon érdekli-e dket. Nem az, hogy én elmondom,
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V1.3. Levél Roka Sandor tanar urto6l

Az interjut kovetden a tanar ur az alabbi gondolatokkal egészitette ki email formajaban a

beszélgetés soran elhangzottakat:
,,Mir6l szol a matematika tanitdsa? Attdl fiigg, hogy mi a célunk és kiket tanitunk.

Az iskolaban adott a tananyag, ¢és adott a tempd, hogyan kell haladni. Ott a triikkkoket kell
elmondani, begyakoroltatni. Aki itt lemarad, az lemaradt. Sokan feladjak, ezt azt néha
megértenek az orai torténésbol, nekik inkdbb frusztracié az 6ra. Vannak nehézségek. Hogyan
¢bresszlink érdeklédést a tanulokban? Nyugodtan alszik attdl, hogy nem ismeri a
megoldokeépletet, és érettségi utan a logaritmust vagy a kor egyenletét soha nem fogja hasznalni.
Akkor most miért tanulja meg ezeket? Nagy kihivas, hogyan motivaljam az osztalyt. Erdekes
feladatokat kell mutatnom, kivancsiva tenni 6ket, hogy varjak a matekorat. Ahogy Seherezadé
tette a meséivel, a szultan tiirelmetleniil varta a folytatast ezeregy ¢éjszakan at. Konnyl ezt

mondani.

Mas Ggy tanitani, ha nem a vizsga, az érettségi vagy az évvégi jo jegy a cél, hanem az, hogy
feladatokat oldozgatunk, keressiik a megoldast. Ekkor van id6 a gondolkodasra. Szeretem az
ilyen helyzetet. Nagy ¢élmény megérteni mi torténik a vildgban, a torténések okat. Gondolkodni
orom. A matematikatanitas jelentheti ezt is. Tanithatunk képleteket, szabalyokat, hogy ha igy
és igy csinalod, akkor megoldod a feladatot. Szerintem érdekesebb azt megtanulni, hogyan
talalok utat a célhoz. Ez a hasznos tudés, nem a megoldoképlet ismerete. Tanithatunk igy, hogy
vesziink egy érdekes problémat, és szeretem azt, ha az nekem is ismeretlen. Néha a szoveg
megértésén 1s dolgozni kell, hogy megvildgosodjon mirdl van sz6. Sokszor ez az elsd fontos
allomas, vilagossa tenni a problémat. Kérdéseket tesziink fel, kostolgatjuk a feladatot. Utakat
jarunk be a feladat valtozataihoz, példaul konnyebb esetekhez. Nem adom fel. Kiizdeni kell.
Egyiitt 6riiliink, amikor latszik a fény az alagut végén. En nem vagyok tolakodé, hagyom jarja
a sajat utjat, akkor is, ha tudom, hogy az zsakutca. Majd rdjon a tévedésre, €s visszafordul. Van
ugy, hogy én is aktiv vagyok, kozosen keresgéljiik a megoldashoz vezeté utat. Ha mar
megoldottuk, akkor megbeszéljiik a tapasztalatokat, mi volt a nehéz ebben, mi segitett a
megoldashoz. Régebben nem igy tanitottam, Ontottem rajuk a trikkoket, bologattak,

megeértették, és ez latszott is akkor, hihetd volt, de par hét mulva alig emlékeztek ra.
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Most jobban is értem azt, hogy harminc évvel ezel6tt miért nem tetszett Pintér Lajos tandr irnak
az 1000 feladat az elemi matematikabol konyv kézirata, és nem vallalta a lektoralasat. [zlése

szerint masképp kell a matematikat tanitani, nem igy. Ilyesmi lehetett a visszautasitas oka.

(En csak tavolrél ismertem Pintér Lajost, sokakto] tudom mennyire jo tanar volt. Példaul Csete

Lajos tanar ur tudna réla mesélni.)

Szeretnénk megérteni a vilagot, annyi kérdés van ... Hogyan viselkediink a karanténos
vilagban. Magunkat megfigyelni, megérteni. Valaszokat keresiink, példaul arra, hogy a
valasztasokon hogyan szavazzunk. Itt vannak a kérdések, és nagyon fontos, ha tudunk jo
kérdéseket megfogalmazni. Mit jelent az, hogy Bence okosabb, mint Maté? Mit jelent az, hogy
megtanultam valamit, példaul egy verset? Vannak jo kérdések, és vannak értelmetlen, hibas

kérdések.

A matematika tanitisa ezekben segithet, segitséget ad a gondolkodashoz. Ahhoz, hogy
megértsek egy helyzetet. Lassam, hogy amit egy politikus mond, az nem magyardzat egy
kérdésre, hanem kodosités. Matematikaban a szavak jelentése pontos, egyértelmii. Minden
haromszogben a nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal fekszik — ez vilagos, mindenki

ugyanugy érti. Mig egy verssort ezerféleképpen érthetiink, a hangulatunktol is fiigg ez.

Szerintem ez az egyik nagy haszna a matematika tanuldsanak, hogy a gondolkodasunk
iigyesebbé valik. Keressiik a miérteket, a magyarazatokat, latjuk, mikor bizonyitott egy allitas.
Descartes egy ¢leten at kereste a gondolkodas szabalyait, hogyan juthatunk igaznak gondolhat6

allitasokhoz. A matematika problémain gondolkodva mi is ezt az utat jarjuk.

A gondolkodasunkat tudjuk jobba tenni. Legyen kitartasunk, kiizdjiink, nem adjuk fel. Ha
zsakutcaban jarunk, tudjuk elengedni. Legyenek kérdéseink, otleteink a probléma
vizsgalatdhoz. Nagyon jo a k6zos gondolkodas, hozza szokhatunk ehhez, megtanuljuk ennek a

modjait.”
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