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Bevezetés

Dolgozatomban a magyarorszagi kozépiskolas diakok geometria tudasanak egy lehetséges
mérését és geometria tuddsdnak fejlesztési lehetdségeit mutatom be. Dolgozatom két
publikacion alapszik, igy szerkezetét tekintve is két részre oszlik. Az els§ részben a
magyarorszagi kozépiskolasok geometriai megértési szintjeit vizsgalom. A van Hiele elméletre
¢épiilé Usiskin féle teszt (1982) segitségével mértem fel budapesti és miskolci kozépiskolasok
geometriai megértési szintjeit. A mérés hatterének elméletét altaldnosan L. S. Vigotszkij
dolgozta ki az 1910-es években (Vygotsky, 1978), majd ezen elméletnek 1957-ben Dina van
Hiele-Geldof és Pierre van Hicle a geometria teriiletén beliil adott egy lehetséges értelmezést
(Fuys et al., 1988). Vigotszkij elméletét kovetve 1étrehoztak egy linearis taxondmiat a geometria
témakorén beliill. A taxonémia a geometriai megértési szinteket 6t megértési szintbe sorolja,
feltevésiik szerint a szintek a geometria elsajatitdsa sordn a kezdeti szinttdl (vizualizacid)
minden esetben egymast kdvetik, és ekdzben szint kihagyasra nincs lehetdség. Azaz egy fels6bb
szint elérés¢hez az Osszes addigi szint elérésére sziikség van. Ezek a szintek parhuzamba
allithatoak a 2012-es NAT alapjan a didkoktodl elvart geometria tudasnak. A szinteket valtozo,
hogy 0-4-es, vagy 1-5-6s skalan mutatjadk be, mi most az utobbi esetet valasztottuk a
legalacsonyabb szint 0-val valo jelolésének érdekében. A NAT szerint a diakok harmas szinten
érkeznek a kozépiskolaba és tizedik végére négyes szintre kerlilnek. A van Hiele elmélet
kommunikacios része alapjan a negyedik szintet csak olyanok érhetik el, akik mar elsajatitottak
a harmadikat, és azoknak akik nem érték el a harmadik szintet, hidba tanitunk a negyedik
szinten, fejlédésre nincs lehetdségiik. Usiskin elkészitett egy tesztet a van Hiele szintek
mérésére, melyet vildgszerte hasznalnak és mar tobbszor validaltdk az elsd, a masodik és a
harmadik van Hiele szinteken (Burger & Shaughnessy, 1986; Senk, 1989; Zachos, 1995; Jones,
2002; Kospentaris & Spyrou, 2008; Erdogan & Durmus, 2009; Vojkuvkova & Haviger, 2015;
Ural, 2016; Astuti et al., 2018)

Az Usiskin-féle tesztet kitoltettiikk 6t iskolaban, 342 diakkal: 109 kilencedik osztalyos, 120
tizedik osztalyos, 42 tizenegyedik osztalyos és 71 tizenkettedik osztalyos diakkal.
Eredményeik alapjan a kozépiskolasok atlaga minden évfolyamon 2,03 és 2,17 kozott van.
Az iskoldk egyike egy zenei konzervatorium volt, a tobbi iskola normal tantervii, kdzepesen
erds és erds iskola volt. A zeneiskola eredményei messze elmaradtak a tobbi eredménytdl, mig
a gimnaziumi eredmények egymashoz hasonloak voltak. Megallapithatd tehat, hogy a

kozépiskolas diakok atlaga még kimenetelkor sem éri el a NAT altal elvart bemeneti szintet.



Ennek okait vizsgaltuk dsszevetve Vigotszkij elméletét és a NAT-ot, valamint a magyarorszagi
matematika kerettanterveket és az érettségi vizsga szintjét. Megallapithato, hogy a NAT és a
kerettanterv egybevagnak, és a végzos diakoktol mindketté elvarja a van Hiele négyes
szint elérését a diakoktdl, am az érettségi feladatok még emelt szinten sem kovetelik meg

geometridban a négyes szintet. Ezt a NAT ¢és a feladatok elemzésével mutatjuk be.

A geometriai fejlédés elmaradasa egyrészt Osszefiigghet Vigotszkij elméletével, azaz a nem
megfeleld kommunikacidval, vagy a nem megfelel6 szintfelméréssel. A kisérletben szereplé
tanarokkal folytatott beszélgetések és az érettségi feladatok elemzése alapjan azt
gondoljuk, hogy a f6 indok az az, hogy az iskolak, tanarok és diakok kozos célja a legtobb
esetben a didkok érettségire valé felkészitése. Emiatt azt az id6t, amit a tananyag
tovabbvitelére, a gondolkodas fejlesztésére szanhatnak, inkabb az érettségire valod gyakorlassal

toltik el.

Dolgozatom masodik részében egy esettanulmanyt mutatok be a tesztelési hatas matematika
orai alkalmazasarol. Tobb teriileten is kimutattdk mar, hogy a megtanuland6 anyag memoriabol
valo el6hivasa a hossztavu tudasnak egy alapfeltétele, azaz a tanuldsnak egy hosszitavon
megmutatkozo hatékony formaja (Donoghue & Hattie, 2021; Roediger & Butler, 2011;
Rowland, 2014). A szakirodalom be is vezette az el6hivasi hatas (vagy tesztelési hatas) és az
eléhivasos tanulas (vagy teszteléses tanulds) fogalmakat. Az el6hivasi hatasnak azt a jelenséget
nevezziikk, amikor a rovidtavii vagy a hosszutdvii memoriabol torténd visszakeresés
megvaltoztatja, erdsiti az egyén emlékezetét az adott visszakeresett informécioval
kapcsolatban. Az eléhivasos tanulds elnevezés az el6hivast el6idéz6 tanuldsi modszereket
foglalja magaban. Az elmult évtizedben szamos kutatas vizsgalta az el6hivasos tanulas eldnyeit
az Ujraolvasashoz képest (Rowland, 2014; Adesope et al., 2017). Eddig viszonylag kevés
szamu el6hivasi hatast vizsgalo kisérlet sziiletett, amely nem laboratériumi koriilmények
kozott, hanem valddi iskoldkban, valds iskolai koriilmények kdzott és hosszabb tavon vizsgalna
az el6hivasi hatast (McDaniel et. al., 2007, Rawson et al., J. 2018). A teszteléses tanulas hatasat
a matematika oktatas alkalmazasa soran nagyon kevesen vizsgaltdk (May, 2021), ezért is
érdekelt minket a kisérletek eclvégzése a témaban, matematika o6rakon. Dolgozatomban
bemutatom az el6hivasi hatasrdl szerzett eddigi gyakorlati tapasztalatokat és kozépiskolakban,

matematika oran végzett esettanulméanyunk soran szerzett tapasztalatainkat.

Az elvégzett esettanulmanyunk ujszeriiségét a valos koriilmények és a matematikai tartalom
adjak, hiszen az eddig elvégzett kisérleteket a tesztelési hatds vizsgalatara foleg laboratoriumi

kornyezetben végezték (Butler et al. 2007), illetve a memorizalandd részek elsajatitasat



vizsgaltak, foleg szavak tanuldsanal (Roediger & Karpicke, 2006; Keresztes et al., 2014).
Kérdéses, hogy a folyamatos el6hivas valds iskolai kornyezetben, matematika oran segiti-e a
hosszu tava matematika tudas 1étrejottét (Buchin & Mulligan, 2019; Dunlosky et al., 2013; Lyle
et al., 2020; Peterson & Wissman, 2018). Ha a valasz igen, akkor az is felmeriil kérdésként,
hogy milyen formaban lehetne hatékonyan beépiteni az osztalytermi matematika orak
menetébe. Az eddigi ismeretek alapjan, ahhoz, hogy létrej6jjon az el6hivasi hatas, figyelembe
kell venniink a kdvetkezoket: az els6 eldhivasnak meg kell térténnie 24 6ran beliil; a masolas
¢s csalas nem megengedett; az 6ra kerete miatt nem vehet igénybe tul sok id6t és a diakoknak
részt kell venniiik benne. Ezen kiviil a teszteken szerepld kérdések formajat is figyelembe kell

venni.

Magyarorszagon - az USA-hoz hasonléan - matematikai teljesitménykiilonbség van a
magasabb jovedelmii tanulok és az alacsonyabb jovedelmi tanulok kozott; a magasabb
jovedelmii csaladokbol érkezd didkok kovetkezetesen feliilmuljdk az alacsonyabb jovedelmu
csaladokbdl érkezdket. Ezzel osszefiigg, hogy a kdzépiskolak kozotti teljesitményt illetden is
Oriasi a szakadék: a varosi gimnaziumok tanuldi kovetkezetesen felilmuljadk a varosi
szakkozépiskolak tanuloit (Auguste & Miller, 2009; Bailey & Dynarski, 2011). Ennek kezelése,
a kiilonbség csokkentése mind egyénre vonatkozo, mind tarsadalmi és gazdasagi okokbol
indokolt (Auguste & Miller, 2009). Kiemelt célunk az el6hivasi hatas alkalmazasaval elérni
ezen kiilonbség csokkentését. Ezen esettanulmanyunkat magyarorszagi kozépiskolakban,
kilencedikes diakokkal, matematika 6rakon végeztiik. A kisérleti csoport (N=9) egy hatranyos
helyzetli szakgimnaziumi kilencedikes osztaly matematika csoportja lett. Kétféle
kontrollcsoportot valasztottunk ki a kisérleti csoport mellé: az egyik kontrollcsoport a
szakgimnazium egy masik kilencedikes csoportja lett (N=23), a masik kontrollcsoport egy elit
gimnazium két kilencedikes csoportjabol allt (N=34). Korabban irt dolgozatok eredményei
alapjan megallapitottuk, hogy a kisérlet csoport €s a szakgimnaziumi kontrollcsoport eldzetes
tudasa nagyon hasonlo volt. A felvételin a kisérleti csoport valamivel gyengébben szerepelt,

mint szakgimnaziumi tarsaik.

A kisérlet soran mindegyik csoport a geometriai transzformaciok témakorét tanulta.
Modszeriink a kovetkezd volt: minden egyes matematikadra végén a tanuldk tesztet irtak az
aznap tanult anyagbol. Ezek a kis emlékeztetok két feladatot tartalmaztak: egy elméleti és egy
rovid, problémamegoldast tartalmazo feladatot. A didkok visszajelzést kaptak a tesztekrol és az
eredményeikrol, és az eredmények hatassal voltak az év végi jegyeikre is. Ezzel a modszerrel a

didkok a tanulasi fazist kdvetden rogton eld is hivtak tananyagrészeket, a tanar nyomon



kovethette a didkok aktudlis el6hivasi-megértési szintjeit és ezen informacid segitségével
épithette fel a kovetkezd orat. Ezzel ez a modszer nem csupan az eldhivast segiti, hanem a

formativ értékelésnek is egy modja lehet.

A modszer hatasat egy kozos témazard dolgozat kvantitativ és kvalitativ eredményei alapjan
vizsgaltuk. A harom csoport elézetes tuddsat és a kisérlet soran létrejott valtozast is
megvizsgaltuk, és eredményeink megfeleltek varakozésainknak: megallapitottuk, hogy a
kisérleti csoport statisztikailag jobban szerepelt, mint évfolyamtarsaik és a témazaro
dolgozat eredményei alapjan statisztikailag megkiilonboztethetetlen lett az elit
gimnaziumi csoportoktol. Tehat a kisérleti csoport tanuldi kimagasloan szerepeltek
szakgimaziumi tarsaikhoz képest és képesek voltak felzarkozni az elit gimnaziumi
kontrollcsoport didkjaihoz. Ezen eredmények nem csupdn a témazarod atlagat tekintve

mondhatok el, hanem a kiilonbségek feladatonként is kimutathatoak.

Azért, hogy megtudjuk, esetleg a tanari hatas okozott-e ekkora teljesitménybeli sikert, el6szor
érdekességképpen Osszevetettiik a kisérleti csoport didkjainak eredményét a kisérleti csoport
tanarndjének egy korabbi évben tanitott csoportjainak eredményeivel. Az dsszehasonlitast a
témazard dolgozatok hasonlo feladatai alapjan végeztiik el €s azt tapasztaltuk, hogy a kisérleti
csoport itt is jobban teljesitett. Ezt a vizsgélatot egy el6tanulmanyként fogtuk fel és elvégeztiink
egy utokisérletet, melyben a tanari, a korosztalyi és témakori hatdsokat szerettiik volna kiszlirni.
fgy ezen utdkisérletben a kisérleti csoport tanarndjének két tizenkettedikes csoportja vett részt,
melyek matematikai tudasa, hattere azonos volt. A korabban szignifikdnsan gyengébben
szerepld csoportot valasztottuk meg a kisérleti (N=12), mig a jobb teljesitményt nyujtd
csoportot a kontroll csoportnak (N=13). A kisérlet soran mindkét csoport a térgeometria
témakorét tanulta €s a hat hét alatt két dolgozatot irtak a tanultakbol. A mddszer teljesen
megegyezett a kilencedikeseknél alkalmazott modszerrel, azaz a kisérleti csoport végig
el6hivassal, mig a kontrollcsoport hagyoméanyos médon tanult tovabb. A dolgozat eredményei

alapjan a kisérleti csoport a kisérlet végére felzarkdzott a kontrollcsoport szintjére.

Eredményeink azt mutatjak, hogy az el6hivasos tanulasi modszer eredményes:
alkalmazasaval nem csupan a fogalmak, definiciok tanulasa lesz sikeresebb, de

hozzasegiti a diakokat a problémamegoldasi feladatok sikeresebb megoldasahoz is.



Kozépiskolai tanulok geometriai megértési
szintjének vizsgalata

A van Hiele szintek

Munkam els6 fejezetében a magyar kozépiskolds didkok geometriai megértési szintjének
mérését, annak eredményeit és az eredmények okait elemzem. A geometriai megértési szintek
egy lehetséges mérése az Usiksin teszttel torténik (Usiskin, 1982). A mérés hatterének elméletét
altalanosan L. S. Vigotszkij dolgozta ki az 1910-es években (Vygotsky, 1978), majd 1957-ben
Dina van Hiele-Geldof ¢és Pierre van Hiele a geometria teriiletén beliil adott egy lehetséges
értelmezést (Fuys et al., 1988). Vigotszkij elmélete két alappilléren all: az egyik pillér a
legkozelebbi fejlodési zona elve, a masik pillér pedig a kommunikéacids elmélete. A
legkozelebbi fejlodési zona elvében a tanulashoz, a fejléddéshez a kommunikacié szerepét
kulcsfontossagu tényezonek tartotta. Ezen elv szerint mindig 1étezik egy szint, ahova a diak
magatol mar nem tud eljutni, viszont segitséggel, megfeleléen miikddd interakcid sorozatokkal
mar igen. Azt a tartomanyt, ahova csak segitséggel juthat el, a legkozelebbi fejlodési zonanak
nevezziik. A didk az ezen feliil elhelyezkedd zonat csak akkor érheti el, ha elébb elérte a
legkozelebbi fejlodési zonat. Vigotszkij ugy gondolta, hogy ha a megfeleld szocialis
interakciokat biztositjuk, akkor azzal létrehozunk egy potencidlis fejlodési teret, melybe a
tanuld, az ,,ujonc” képes lesz belépni és az egyéni sajatossagok alapjan valamennyire elérébb
Iépni. A legkozelebbi fejlodési zona egy idedlis szocidlis interakcidban keletkezO zonanak a
nagysagat irja le, mely a tanul6 aktudlis és potencidlis fejlodési szintjének a tavolsaga. Ez azt
is jelenti, hogy a fejlddéshez eldszor tanulasra van sziikség, €s minél tigyesebben hozzak létre
az interakciot, annal hatékonyabb lehet a fejlodés mértéke. Minden tanuld mas aktualis szinten
helyezkedik el és a zonan kiviili tartomanyba a tanul6é nem tud egyediil eljutni. Ez azt jelenti,
hogy ha valdban fejleszteni szeretnénk a gyermekeket, elengedhetetlen a tanuldk aktualis tudas-
¢s megértési szintjeinek a figyelembe vétele. Ezzel az elvvel fligg 6ssze a kommunikacios
elmélete, miszerint hogy ha valakit tanitani szeretnénk, akkor 6t csak tigy tudjuk tanitani, ha
arrél a szintr6l indulunk ki, ahol 6 van. Ezt tigy is at lehet fogalmazni, hogy mindenkihez csak
a sajat nyelvén lehet beszélni. Gondoljunk csak Piaget-nek az tiveggolyods kisérletére, amikor a
négyéves gyerekek mennyiségi fogalmat vizsgalta. Ahogy Stanislas Dehaee Szamérzet c.
konyvében is olvashatjuk (Dehaene, 2001), Piaget a kisérletébdl arra kdvetkeztetett, hogy a
négyéves gyermekeknek még nem alakult ki mennyiség tudatuk, hiszen rosszul valaszoltak arra

a kérdésre, hogy melyik sorban van tobb liveggolyd. A kisérletet megismételtek M&M



cukorkdkkal, csak a kisérlet soran nem azt kérdezték, hogy melyik sorban van tobb cukorka,
hanem a gyerekek elvehették a nekik tetszd sort. A gyerekek itt a tobb cukorkabol allo sort
vették el. Ezen ujabb kisérleti eredményen fellelkesiilve megismételték Piaget eredeti
iiveggolyods kisérletét, de most nem csak 4 éves gyerekekkel, hanem 2, 4 ¢és 6 évesekkel.
Meglepé modon azt kaptak eredményiil, hogy a 2 és 6 évesek a tobb golyobol allo sorra
mutattak, mig a 4 évesek valdban a kevesebb golyobol 4all6 sort valasztottak ki. Nyilvan nem
keriilhetett sor arra, hogy 2 €s 6 éves kor kozott mennyiségbeli érzetiink hirtelen eltiinjon, hogy
utana 6 éves korunkra ijra megjelenjen. Tovabbi kisérletek arra engednek kovetkeztetni, hogy
ha a kérdést olyan szitudcioban tessziik fel, amikor a 4 éves gyerekek nem fognak gyanut arra
vonatkozdan, hogy esetleg félreértették a kérdést, vagy hogy direkt atverés torténik, hanem egy
segitd szituacid soran kell megjeldlniiik a tobbet, akkor a 4 éves gyerekek is mind képesek a
helyes valaszra. A kisérletbdl azért vonhattak le rossz kovetkeztetéseket a gyermekek
mennyiségi érzetére vonatkozoan, mert nem vették figyelembe a nyelvi akadalyokat, azt, hogy
egészen mas nyelvi szinten 4ll6 gyermekek masképpen érthetik meg a helyzeteket, a konkrét
kérdéseket. Amikor sikeriilt megtalalni az utat a 4 éves gyerekek nyelvi szintjéhez, akkor azt
azonnal megértették €s jO valaszt adtak. Vigotszkij ezen kommunikacids elméletét ebben az
esetben a tanitas szintjérdl vizsgalddva fogalmaztuk meg, azaz, hogy a 4 éves gyerek nem érti
meg a felndtt kommunikaciojat. Az elmélet igaz a masik oldalrdl tekintve is, azaz hogy a felndtt
nem mindig érti meg a gyerekek kommunikacigjat. Az oktatasban a tanar a koordinator és neki
van feleldssége abban, hogy ismeri-e a gyerek nyelvét, hogy hasznalja-e azt, é¢s hogy tudja-e
fejleszteni a didkot a diak sajat kezdeti szintjér6l. Ha a tandr azt szeretné, hogy a gyerek
fejlodjon, fel kell mérnie a gyermek szintjét, és arrdl a szintr6l kell elkezdenie a tudas
fejlesztését, ahol a gyerek van. Hétkoznapibb szavakkal megfogalmazva, ha két ember mas
nyelvet besz¢l és egymas nyelvét nem értik, akkor nem fogjak egymast megérteni. A diak nem
érti a fogalmakat, az eljarasokat, az okokat, a dedukcidt hasznalo levezetéseket. Mig a tanar
vagy nem tudja, hogy a didk hol tart, és nem tud neki segiteni, vagy nem képes megteremteni a
megfelel6 kommunikacids csatornat. A nem megfelelé kommunikacio6 visszavezethetd példaul
energia-, eszkoz-, tudas- vagy id6hianyra. Kutatisunkban megmutattuk, hogy bar a
matematikai ismeretanyaghoz képest a gimnaziumi évek valdoban kevésnek bizonyulnak. A
NAT altal elvart fejlodés nem érhet6 el tigy, ha nem tudunk megfeleld fejlédési csatornakat

létrehozni a didkok mindig éppen aktudlis tudas és képességi szintjéhez igazodva.

A van Hiele hazaspar altal kidolgozott linearis taxonomia Ot szintjébdl nekiink ebben a

dolgozatban az elsd négyre lesz sziikséglink. Az 0Otodik szint bdven talmutat a



kozépiskolasoktol elvart vagy elérhetd szinten. Masrészt annak 1étezésével kapcsolatban mar
tobben is megfogalmaztak kételyeiket (Wilson, 1990; Usiskin & Senk, 1990), ezért ezzel a
szinttel ebben a dolgozatban egyaltalan nem foglalkozunk. A taxonémia a geometriai megértési
szinteket 6t megértési szintbe sorolja, feltevésiik szerint a szintek a geometria elsajatitasa sordn
a kezdeti szinttdl (vizualizdcid) minden esetben egymast kovetik és ekdzben szint kihagyasra

nincs lehetdség. Azaz egy felsébb szint eléréséhez az dsszes addigi szint elérésére sziikség van

(Usiskin, 1982).
A szintek altalanos leirasa:

1. szint, a rdismerés szintje: Rajzrdl, abrardl felismernek alakzatokat: kor, téglalap, négyzet,
stb.. Ezeket az alakzatokat egy egységként latjak. Az alakzatok részeit €s tulajdonsagait még
nem ismerik fel. Egy négyzetre példaul nem mondjak rd, hogy téglalap, vagy egy téglalapra,

hogy parallelogramma. Nem nevezik meg az alakzat részeit, mint példaul csucs, oldal, szog.

2. szint, a vizualis vizsgalodas szintje: A tanuld felismeri az alakzatok egyes részeit és az egyes
részek viszonyat. Példaul egy négy derékszoggel rendelkezd alakzatrol meg tudjak allapitani,
hogy téglalap (akkor is, ha nincs szépen lerajzolva). Egy rombuszrol tudjak, hogy szemben 1évo
oldalai parhuzamosak, vagy egyenlé hossztak, de ezeket a tulajdonsagokat még nem kotik
Ossze. Egy egyenld oldali négyszogrol tudjak, hogy rombusz. A kiilonbdz6 alakzatok
tulajdonsagai kozti 6sszefiiggéseket, hierarchiat még nem latjak. Egy négyzetre még most sem

mondjak ra, hogy téglalap, vagy egy téglalapra, hogy parallelogramma.

3. szint, a fogalmak rendszerezésének szintje: A tanuld az egyes tulajdonsdgokat mar
rendszerben latja. A tulajdonsdgok rendszerezése alapjan kovetkeztetéseket tud levonni, és
ebben a rendszerben fontos szerepe van az ok-okozatisagnak: példaul egy haromszogben két
oldal egyenléségébdl kovetkezik két szog egyenldsége. Tudja €s érti, hogy minden négyzet
téglalap, minden téglalap parallelogramma. Létja, hogy ha egy négyszog egyben téglalap és
rombusz is, akkor az négyzet. A szakirodalomban tipikusan emlegetett példa a valtoszogek
felismerése €s az azzal vald érvelés. Mas tipust matematikai érvelésekre viszont még nem

képes. A geometriat még nem latja teljes ok-okozati dsszefliggésben.

4. szint, a formalis kovetkeztetések szintje: Ez a szint egy altalanosabb matematikai érettségi
szint elérése a geometrian beliil. Az altaldnos matematikai szint alatt azt értjiik, hogy mar
megkiilonbozteti a definicidkat, tételeket, bizonyitasokat. Az allitdsoknal felmeriil a bizonyités
iranti igény, ezeket a bizonyitdsokat értik és maguk is el tudnak végezni egyszeriibb

bizonyitasokat. A geometrian beliil a tanuldo megérti az alapfogalmak és az axiomak meglétét,
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az utobbiakat el tudja kiiloniteni a tételektdl. Példaul be tudja bizonyitani, hogy egy
haromszdégnek van beirt kore. Teljes axiomatikus bizonyitasra nem feltétleniil képesek. Példaul
egy négy derékszoggel rendelkezd négyszogre ramondja, hogy a szemben 1évé oldalak

egyenldk, de nem érzi, hogy ezt még be kéne bizonyitani.

Az aldbbiakban egy geometria feladatra adott kiilonb6z6 valaszok segitségével szemléltetjiik
majd mit jelent, amikor kiilonb6z4é szinten 1évé emberek masképp beszélnek. Hiszen a
kiilonboz6 valaszok ugyanarra a kérdésre érkeznek az eltérés csupan a korban, tapasztalatban
¢s a képességbeli kiilonbségekben van. Amennyiben a felsdbb szinten 1évé személy nem latja
at, hogy tudéasban ¢és képességekben kiilonbség van kozte és az alsobb szinten 1évo tanulod
kozott, és nem képez megfeleld utat az alacsonyabb szinten 1évOnek, akkor nem ad lehetdséget
neki a fejlddésre. Ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a két szinten 1év6 ember két kiilonbozé
geometriai nyelvet besz¢él és nem értik meg egymast. Ugyanigy példaul, ha a tanar nem a
megfeleld modszerekkel tanit, akkor nem johet 1étre megértés tanar és didk kozott, ami pedig a
didk fejlédésének egyik feltétele lenne. Sok esetben a tanar feltételezi, hogy a didkok maguktol
is latjak a bizonyitas sziikségességét, €s hogy ha nem bizonyit be részletesen egy-egy részletet,
a diak képes lesz egyediil is elsajatitani, képes lesz egyediil rajonni az indoklasra. Pedig csak a
negyedik van Hiele szinten keriil el6 a bizonyitas iranti igény. Ez azt jelenti, hogy amig nem
értlink el egy bizonyos szintre, addig hidba lennénk képesek végigkovetni egy indoklast, nem
fogjuk tudni valdban elsajatitani, hiszen nem latjuk az értelmét €s nem értjiik a sziikségességét.
A tanar nem feltételezheti, hogy a didkokban eleve meg kellene lennie az igénynek és vagy a
megfeleld képességeknek, tudasnak arra, hogy mélyebben megvizsgaljak a tanultakat. Konkrét
példan keresztiil is szeretném bemutatni Vigotszkij elméletének megjelenését, a mas szinteken
megjelend gondolatokat a geometridban. A kérdés a kdvetkez6: Hol helyezkednek el a sikon
azok a pontok, amelyek egy adott egyenestdl d tavolsagra vannak? Szamos valaszlehetoséget
megvizsgaltunk, interjukat készitettiink, ezek alapjan néhany tipus-vazlatot mutatok meg az

egyes pontokban.

Bemutatunk most néhany valaszlehetoséget erre a kérdésre. Ezek a kérdések kiilonb6zé szintii

interjualanyoktol szarmaznak, és kiilonb6z6 mélységben kezelik a problémat.

a) Az eredeti egyenessel parhuzamos és attol d tavolsagra 1év6 egyenesen.

b) Két egyenesen, melyek az eredeti egyenessel parhuzamosak és attol d tavolsagra
helyezkednek el.

c) Két egyenesen, melyek az eredeti egyenessel parhuzamosak €s attol d tavolsagra

helyezkednek el. Mindketté megszerkesztheté hasonlé modon. Példaul az egyiket
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d)

f)

megadhatjuk, ha az adott egyenesen kijel6lok egy tetszéleges A pontot. A-ba merdlegest
allitok, és A-bodl felmérve egyik iranyba a d tavolsagot megkapom a P pontot, melybol
ujfent merdlegeseket allitok, de most az AP szakaszra. Ezzel meg is kaptam az egyik
keresett egyenest.

Két egyenesen, melyek az eredeti egyenessel parhuzamosak és attdl d tavolsagra
helyezkednek el. Mindkettd megszerkesztheté hasonlé moédon. Példaul az egyiket
megadhatjuk, ha az adott egyenesnek kijelolom két pontjat C-t és D-t. Ezekbdl
merdlegest allitok az egyenesemre és az egyenes altal hatarolt két félsik koziil az egyik
felé felmérem mindkét pontbol a d tavolsagot. Osszekdtve a két keletkezett pontot
megkaphatom az egyik keresett egyenest.

Két egyenesen, melyek az eredeti e egyenessel parhuzamosak és attdl d tdvolsagra
helyezkednek el. Mindkettd megszerkeszthetd hasonld6 moddon. Példaul az egyiket
megadhatjuk, ha az adott e egyenesen kijelolok egy tetszéleges A pontot. A-ba
merdlegest allitok, és A-bdl felmérve egyik irdnyba a d tavolsdgot megkapom a P
pontot, melybdl ujfent merdlegeseket allitok, de most az AP szakaszra. Legyen ez az
egyenes. Egyrészt be kell még latni, hogy az f egyenesek minden pontja d tdvolsagra
lesz az e egyenestdl. Masrészt azt is meg kell mutatni, hogy az e egyenes ezen félsikjan
mas pont nem lesz megfeleld. Kijelolom az f egy tetszleges pontjat, legyen ez Q,
melybdl merdlegest szerkesztek az e egyenesre. Legyen B az a pont, ahol ez a merdleges
metszi az e egyenest. Az APQB négyszoget egymasra merdleges egyenesek
szerkesztésével kaptam, igy ez a négyszog téglalap. A téglalap szemkdzti oldalai
egyenld hosszuak, agy AP=BQ=d. Ezzel mar latjuk, hogy az f egyenes minden pontja
megfeleld lesz, mert Q tetszéleges volt. A bizonyitas masik részéhez az egyenestdl valo
ebbdl merdlegest bocsatok e-re. Y-nal jel6lom ennek a merdlegesnek és az f egyenesnek
a metszéspontjat. Tudjuk, hogy XY=d, amibdl az is kovetkezik, hogy ha a merélegesnek
ezen a félsikon egy masik pontjat vizsgalom akkor az nem lehet d tavolsagra X-tol.
Ezzel megmutattam, hogy a félsik semelyik f-t61 kiilonb6z6 pontja sem lesz megfeleld.
Két egyenesen, melyek az eredeti e egyenessel parhuzamosak ¢€s attol d tavolsagra
helyezkednek el. Mindkettd megszerkeszthetd hasonld6 moddon. Példaul az egyiket
megadhatjuk, ha az adott e egyenesen kijelolok egy tetszéleges A pontot. A-ba
merdlegest allitok, és A-bdl felmérve egyik irdnyba a d tavolsdgot megkapom a P
pontot, melybdl ujfent merdlegeseket allitok, de most az AP szakaszra. Legyen ez az f

egyenes. Egyrészt be kell még latni, hogy az f egyenesek minden pontja d tavolsagra
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lesz az e egyenestdl. Masrészt azt is meg kell mutatni, hogy az e egyenes ezen félsikjan
mas pont nem lesz megfeleld. El0szor megmutatom, hogy az f és e egyenesek
parhuzamosak. Tudjuk, hogy mindkét egyenes szimmetrikus AP-re, ezért ha lenne
metszéspontja a két egyenesnek, akkor a metszéspont AP-re vonatkozo tiikorképe is
metszéspont lenne. De két (kiillonb6zd) egyenesnek nem lehet két metszéspontja. Tehat
a két egyenes parhuzamos, hiszen nincs metszéspontjuk. Vegytik az f egyenes egy P-t6l
kiilonbozo tetszdleges Q pontjat, melynek vetiilete e-re legyen B. Tiikr6zom az e és f
egyeneseket az AB szakasz felezomerdlegesére. Az e egyenes képe dnmaga lesz, hiszen
A képe B és forditva. Nevezziik el f képét £ -nek, P képét P’-nek. Igy az AP szakasz
képe a BP’ szakasz lesz. Tudjuk, hogy BAP ¢s ABQ szdgek is derékszogek, igy a P’
rajta lesz a BQ egyenesen és BP’=d. Azt is tudjuk, hogy f és f* metszéspontja az AB
felezOmerdlegesén van, €és mivel az e és f egyenesek parhuzamosak, f* is parhuzamos
e-vel. A parhuzamossagi axioma miatt f=f*. Tehat P’ az f egyenesen is rajta van, azaz
P’=Q, igy PQ=d is teljesiil. A bizonyitds masik része az e) pontban leirtak szerint
folytatodik.

Lathato, hogy az egyes pontokban kiilonb6z6 geometriai megértési szinteken 1évé emberek
bizonyitéasait olvashatjuk. Példaul egy 6todikes diak a legtobb esetben az a) vagy a b) pontokban
leirtak valamelyikéhez hasonlé valaszt ad. Egy o6tddikes diak mar érti a kérdést, nagy
valdszinliséggel ismeri a benne szerepld fogalmakat, de az indoklés sziikségessége nem meriil
fel benne. Szdmara a valasz nyilvanvald és nem latja értelmét a véalaszadashoz semmiféle
magyardzatnak. Abban az esetben, ha megkérdezziik miért gondolja igy, a tipikus valasz az,
hogy ,.latszik”. Es ha akarna sem lennének meg az eszkdzei arra, hogy akér egy kezdetleges
bizonyitast mutasson. Ez a példa a van Hiele kettes megértési szintet mutatja be, mig a ¢) és d)
részekben szerepld valaszok a harmas szint megfeleldi. Ezekben mar megjelenik egy
részletezett, ok-okozati 6sszefiiggéseken at vezetd megoldasi ut. A negyedik szintet mutatja be
az e) pont, melyben egy logikusan végigvezetett gondolatmenetet, s6t, bizonyitast lathatunk.
Azonban az axiomak szintjéig ez a megoldas sem vezet le, igy az 6tds szinten 1évd, a geometriat
mar az axiomak szintjén értelmezd embereket ez a megoldas sem elégiti ki. Egy négyes {6lotti
szintre az f) pontban mutattunk egy lehetséges példat. Emellett a b) valaszadé nem érti miért
van sziikség erre a ,,precizitasra”, hiszen ismeretek és tapasztalat hijan benne még fel sem
mertilt az igény az indoklasra. Nem tud mit kezdeni még az e) és f)-ben szerepld valaszokkal,
mert ami ,,nyilvanvalo” azt nem kell megmagyarazni. Eppen a ,nyilvanvalo” kifejezés

kiilonboz6é értelmezési lehetdségeiben rejlik a probléma, hiszen a kiilonb6zé megértési
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szinteken ez a kifejezés mast és mast jelent. Ebbdl lathatjuk, hogy két ember kommunikacidja
akkor lehet sikeres, ha a ,nyilvanvalo” dolgok, amikre visszavezetik bizonyitasukat,
indoklasukat, szamukra ugyanott, vagy legalabbis relativ elég kdzel vannak egymashoz. A
tanarnak tudnia kell, hogy ha a példaul 6tddikes gyereknek nem igényel bizonyitast a feladat,
mert szdmara ez ,,nyilvanval6”, akkor nem a bizonyitas Gtjan tudja fejleszteni a gyereket, hanem
eldszor el kell juttatnia arra a szintre, hogy igénye legyen a feladat indokldsara. A tandr
mindekdzben annak is tudataban van, hogy a tanul6 véalasza nem is minden geometriaban igaz,

hiszen bizonyitashoz fel kellene hasznalni a pArhuzamossagi axiomat.

Hasonloan a van Hiele elmélethez a Magyar Nemzeti Alaptanterv (NAT) és az ez alapjan
létrejott kerettantervek is egymasra épiild elemekbdl allo fejlodési folyamatot irnak eld.
Olyannyira, hogy a van Hiele szintek parhuzamba allithatok a NAT-ban leirtakkal. Az altalanos
iskolai 1. osztalyos tananyag, mint példaul a haromszog, négyzet és téglalap felismerése és
eléallitasa rajzzal, vagy egyéb eszkozokkel, akar szabad tevékenység, akar egy-egy feltétel
megadasaval a van Hiele els6 szinttel feleltethetd meg. 5.-6. osztdlyra a didkoknak mar
ismernitik kell sikidomok, haromszogek, négyszogek szemléletes fogalmat. Képesnek kell
lenniiik targyak Osszehasonlitdsdra, azonositasara, osztdlyokba sorolasara tulajdonsdgaik
szerint, ¢és kozos tulajdonsagaik felismerésére is. Tehat 6. végére a masodik szintet mar
mindenképpen el kell érnie a didkoknak, sét, néhany sikidomot csoportositaniuk is kell mar,
ami pedig mar a masodik szint f6lé viszi a didkokat. Nyolcadik osztalyra varja el a harmadik
szint elérését, azaz, hogy a tanulok a sik- és térbeli alakzatok csoportositasara képesek legyenek.
A 8. évfolyam végén a tanuloknak mar ismernilik kell a tétel fogalmat és tapasztalati uton
sejtéseket kell megfogalmazniuk, amelyekbdl fakaddan megsziiletik a bizonyitasi iranti
igényiik is — ezzel megkozelitve a negyedik szintet. A gimnaziumi évek alatt szamos tétellel és
bizonyitassal taldlkoznak a didkok, 6nall6 bizonyitasokra kell képesnek lennitik, ami a negyedik

szint elérésének sziikségességét jelenti.

A van Hiele szintek mérésére Usiskin hozott 1étre a 80-as években egy nemzetkozileg
elfogadott tesztet (1982). A tesztben 25 kérdés szerepel, mind az 6t szinthez 6t kérdés tartozik.
A kérdéseknél az 6t valaszlehetdségbdl pontosan az egyik helyes, a kitoltésére minden
¢letkorban, minden élethelyzetben 35 perc all rendelkezésre. A teszt kiértékelésével a didkok
besorolhatdak a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szintek valamelyikére, ahol a 0 jelenti a kompetencidk olyan
mértékii hianyat, hogy az egyes szintet sem éri el a kitolté (Clements & Battista, 1992). A
javitas soran két eljarast is szoktak alkalmazni, az Un. szigoru és megengedd javitasi

modszereket. A megengedo esetében legalabb harom feladatot kell helyesen megvalaszolnia az
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adott 6t kérdés koziil, hogy a kitdltérdl azt mondjuk, hogy az adott szinthez tartozé kompetencia
birtokaban van. A szigoru médszer esetében nem harom, hanem 4 kérdésre kell jo1 valaszolnia.
A van Hiele elmélet linearitasa miatt egy szintet akkor ért el valaki, ha az azt megel6z6 Gsszes
szinten is jol szerepelt. Példaul, ha valaki a teszt kitoltése soran teljesitette az 1-€s, 2-€s, 3-as és
4-es szintekhez tartozo kritériumot (megengedd vagy szigoru eset koziil valaszthatunk), akkor
az ¢ van Hiele szintje 4-es. Abban az esetben, ha valaki teljesitette példaul az 1, 2 szinteket, a
3-as szinthez tartozo kérdéseken nem ment ét, de a 4-esen igen, az 6 szintjét akkor is kettesnek
mondjuk a linearitas sziikségessége miatt. Vannak olyan kutatasok, amikor ezekre az esetekre

azt mondja, hogy ,,nem besorolhat6”.

A van Hiele elmélet egyre tobb orszagba eljutott, és igy a tesztet tobb mint negyven orszagban
alkalmaztak kutatasok és kiilonb6z6 oktatasi folyamatok soran (Burger & Shaughnessy, 1986;
Senk, 1989; Zachos, 1995; Jones, 2002; Kospentaris & Spyrou, 2008; Erdogan & Durmus,
2009; Vojkuvkova & Haviger, 2015; Ural, 2016; Astuti et al., 2018; Moyer, 2021). Kutatasunk
elétt Magyarorszagon kozépiskoldban és egyetemen nem, csak az altalanos iskolai tanulok
korében alkalmaztdk a tesztet. A mi kdzépiskolai érdekeltségiink foként abbdl fakadt, hogy bar
a diakok tobbsége sikeres az érettségi vizsgan (Csapodi & Koncz, 2016), a mi egyetemen
szerzett tapasztalataink és masok korabbi eredményei is azt mutatjak, hogy az egyetemi
hallgatok tudasa és a bemeneti szint kozott szakadék van (Erdélyi, Dukan, Szabo, 2019;
Szilagyi et al., 2021). Igy természetesen adodik a kérdés, hogy a magyarorszagi kozépiskolasok
milyen geometria tudassal rendelkeznek. Ehhez folmértiik 342 kozépiskolds didk van Hiele

szintjét.

A Kisérlet leirasa

A geometriai megértés szintjét kozépiskolasok korében mértiik fel a 2015/2016-o0s tanévben.
342 didk vett részt a kisérletben, Osszesen 6t kozépiskolabdl, egy budapestibdl és négy
miskolcibol. Az iskoldk kivalasztasa soran figyelembe vettiik, hogy melyeknek vannak mar
régebb Ota kapcsolatai az egyetemmel, melyek azok, amelyek nyitottak a felmérésre. A
felmérésbol kihagytuk a specialis matematika programmal rendelkezd €s az egyetemhez tartozo
gyakorl6 iskoldkat. A négy iskola egyike egy zenei konzervatoérium, harom pedig normal
kozépiskola volt. A harom atlagosnak tekinthetd kozépiskola egyike a Nemzeti Eréforras
Minisztérium altal osszeallitott rangsor szerint a legjobb negyven kozott szerepelt a kisérlet
évében. A négy iskolabdl egy egyhazi, a tobbi allami fenntartasu. A miskolci iskolak adatait

két kollégank: Fehér Agnes Csenge és Gydry Akos gyiijtotték be. A kisérletben részt vevé
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diakok koziil 62-en zenei tanrend szerint haladtak, 280 diak normal tanterv szerint haladt, és
volt 32 diadk, akik az Arany Janos Tehetséggondoz6 Program (AJTP) tagjai voltak. Az AJTP
egy tehetséggondoz6 program a szocidlisan hatranyos helyzetli tanulok szamara, akik tobbnyire
kisebb falukbol szarmazo csaladokbdl érkeznek. A 280 diak kozil 91-en 9., 103-n 10., 27-en
11. és 59-en 12. osztalyosok voltak. A 62 zenei konzervatdrium tanuloi koziil 18 £6 9-es, 17 £6
10-es, 15 6 11-es és 59 {6 12-es vett részt a kutatasban. A didkok van Hiele szintjeinek
meghatarozasahoz az Usiskin altal 1étrehozott tesztet hasznaltuk. Az egyes osztalyok tanarai

donthették el, hogy online vagy papir alapon toltették ki didkjaikkal a tesztet.

Eredmények

A kozépiskolasok altal kitoltott Usiskin tesztek eredményeit az 1.-9. tdblazatok mutatjak. A
tablazatokban az A, B, C, D, E betlik jelolik az iskoldkat. Az N rovidités a résztvevok szdmat
jeloli. Szigoru valtozat alatt azt értjiik, hogy a teszt kitdltdjének az 6t kérdésbol négyet helyesen
kellett megvalaszolnia ahhoz, hogy az adott van Hiele szintet elérhesse, a megengedd valtozat

alatt pedig azt értjiik, hogy az 6t kérdésbdl csak haromra kellett helyesen valaszolnia.

A kisérleti ,,megengedd” eredmények alapjan megallapithato, hogy ezen didkok a gimnaziumba
nem érték el az elvart 3-as szintet, hiszen atlagosan 2,19 szintre irtak meg a teszteket, ha a zenei
konzervatérium diakjainak eredményét nem vessziik bele. A legerésebb gimnaziumban 2,29
atlagos eredményt értek el a kilencedikes didkok, a leggyengébb eredmény pedig 2,1 volt ezen
az évfolyamon. Masrészt azt is lathatjuk, hogy a végzds évfolyamos gimnazistdk sem érik el a
toliik elvart szintet, mert atlagos eredményiik 2,28 (a zenei konzervatorium eredménye nélkiil),
azaz lényegében megegyezik a kilencedikes évfolyam eredményével. S6t, az is megallapithato,
hogy 10. és 11. évfolyamon sem tapasztalhat6 ideiglenes fejlodés. Egy pozitiv iranyba kiugro
érték az ,,A” gimnazium tizenegyedik osztalyosainal volt megfigyelhetd, ahol a ,,szigoru”
pontozas alapjan 2,46, a ,,megengedd” alapjan 4,00 eredményt értek el a didkok. Ez azt jelenti,
hogy ebben a gimnaziumban a NAT szerint elvart szinten volt a didkok geometriai megértése.
Azt gondolhatnank, hogy ez az eredmény egy erdsebb matematika fakultacids csoport
eredménye lehetett. Utanajarva kidertilt, hogy a csoport nem a matematikat, hanem a bioldgiat
tanulja emelt szinten. A csoport jellegzetességét azonban nem a specialis tanrend, hanem a
1étszam adta, mert csupan heten voltak a csoportban. A csoport tanarndjével interjut folytattunk,
aki ugy ¢élte meg a kis létszamot, hogy ,,végre kapott elég idot €s energiat a csoportjat személyre

szabottan és a NAT elvarasai szerint tanitani”.
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9.évf. - szigoru valtozat

A B C D E 0ssz.
mean 1,42 1,26 1,40 1,00 0,67 1,21
dev. 1,35 1,38 1,16 1,05 0,97 1,23
N 24 27 30 10 18 109
1. tablazat
9.évf. - megengedd valtozat
A B Cc D E 0ssz.
mean 2,29 2,22 2,13 2,10 1,17 2,03
dev. 0,95 1,69 1,22 1,20 1,34 1,35
N 24 27 30 10 18 109
2. tablazat
10.évf. — szigora valtozat
A B Cc D E 0ssz.
mean 1,18 1,13 1,54 1,80 1,00 1,31
dev. 1,26 1,18 1,14 1,32 1,12 1,19
N 22 32 39 10 17 120
3. tablazat
10.évf. — megengedd valtozat
A B Cc D E Ossz.
mean 1,18 2,16 2,21 2,40 1,59 2,05
dev. 1,10 1,30 1,10 0,97 1,12 1,16
N 22 32 39 10 17 120
4. tablazat
11.évf. — szigora valtozat
A B Cc D E 0ssz.
mean 2,89 - 1,38 1,14 0,47 1,26
dev. 1,21 - 1,39 0,90 0,74 1,33
N 7 0 13 7 15 42
5. tablazat
11.évf. — megengedo valtozat
A B C D E Ossz.
mean 4,00 - 2,23 2,43 1,13 2,17
dev. 1,29 - 1,48 1,27 0,92 1,54
N 7 0 13 7 15 42

6. tablazat

12.évf. — szigora valtozat
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A B C D E 0ssz.

mean 0,70 1,75 2,11 0,87 1,00 1,14
dev. 1,02 1,36 1,05 1,19 1,04 1,21
N 23 12 9 15 12 71

7. tablazat

12.évf. — megengedd valtozat
A B C D E Ossz.
mean 2,47 2,75 2,89 1,00 1,17 2,04
dev. 1,04 1,42 0,60 1,95 1,11 1,34
N 23 12 9 15 12 71

8. tablazat

Osszesitett eredmények

atlagok
N megengedd szigori
9.évf. 109 1,21 2,03
10.évf. 120 1,31 2,05
11.évf. 42 1,26 2,17
12.évf. 71 1,14 2,04
9. tablazat

A kitoltések alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy a magyarorszagi hagyomanyos
gimndziumokban a gyerekek geometriai fejlettségi szintje nem a NAT elvardsainak
megfelelden alakul. Egyrészt az egyes évfolyamok kozott szinte nincs eltérés az eredmények
atlagidban, masrészt a gimndziumbol kikeriilok atlaga még a gimnaziumba vald elméleti

bekerilési szintet sem éri el.

Zenei szakkozépiskola eredményei

Evfolyam Atlag Fo
9. 1,17 18
10. 1,59 17
11. 1,13 15
12. 1,17 12

10. tablazat
A kiugroan alacsony értékek miatt a zenei konzervatorium eredményeit kiilon vizsgaltuk (10.
tablazat). A 10. tablazatok alapjan elmondhatd, hogy ebben az intézményben nemhogy nincs

fejlédés, hanem a tanulok az éltaldnos iskola als6 tagozatdban elvarhaté masodik szintet sem

érik el.
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Bar az eredmények kiilonboz6 iskolakbol szarmaznak, az iskolak teljesitményei hasonloak, igy
ezen eredmények alapjan az orszag mas iskolaiba jaro tanulok van Hiele szintje megbecsiilhetd.
Eszerint a magyar kozépiskolasok nagy része az altalanos iskolds didkoktol elvart szinten

vannak geometriabol.

Felvetddik a kérdés, hogy ezek a didkok mégis hogyan lehetnek sikeresek az érettségi vizsgan.
Ennek megvalaszolasdhoz az érettségi vizsgan szerepld geometria feladatok kielemzése soran

kapott tapasztalatok adhatnak egy kielégit6 valaszt.

Az érettségi vizsga és a hozza sziikséges geometria tudas
vizsgalata

Az egyetemen elvart bemeneti szintet a NAT alapjan hoztak 1étre, amelyben a gimnaziumi évek
soran mar megjelenik a bizonyitas iranti igény sziikségessége, mig az egyetemekre a felvételit
az érettségi vizsga jelenti. Az emelt szinti érettségin tobb bizonyitas is megjelenik, de ezek
megértésén alapulnak, hanem visszavezethetdek egy bejaratott, sokszor megjelend
gondolatsorra (Rékasi & Szabo, 2021). Munkajukban a 2018, 2019-es geometriai emeltszinti
érettségi feladatokat elemzik a geometriai megértés szempontjabdl. A kovetkezékben
kiterjesztjiik az elemzésiiket arra 6sszpontositva, hogy mely feladatmegoldasokban jelenik meg

a van Hiele négyes szintje. Els6sorban a bizonyités irant igény sziikségességét vizsgaljuk.

Els6ként a 2018. majusi érettségi geometria feladatait vizsgaltdk meg. Ezen érettségi elsén

feladatat és annak hivatalos megoldésait az 1., 2., 3. és 4. dbrakon olvashatjuk.

A hivatalos megoldokulcs a szogek koszinuszaval kiszamitasaval és a koszinusz-tételbe valo
behelyettesitéssel oldja meg az 1.a) feladatot. Amennyiben a didk mér oldott meg ehhez hasonlo
feladatot, eszébe jut a tétel és ismeri legaldbb olyan szinten, hogy a fiiggvénytablazat
segitségével alkalmazni tudja, akkor a feladat egy egyszerli behelyettesités segitségével
megoldhato volt. Ezzel a megoldasi uttal elég, ha a didk elérte a harmadik van Hiele szintet,
nincs sziikség bizonyitasra, Osszetetteb logikai kovetkeztetéssorozatokra, tételek, definiciok és

axiomak bonyolult alkalmazasara.
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1. Egy haromszog oldalainak hossza 7 cm, 9 cm és 11 cm.
a) Igazolja, hogy a haromszég hegyesszogl!
Egy derékszogh haromszog oldalainak centiméterben mért hossza egy szamtani so-
rozat harom egymast kiveto tagja.
b) Igazolja, hogy a haromszog oldalainak aranya 3:4:5.

c¢) Ennek a derékszogli haromszognek a teriilete 121,5 cm?. Szamitsa ki a

haromszog oldalainak hosszat!

(2018. emelt szint, 1. feladat, e mat 18maj_fl.pdf)

1. dbra: 2018.majusi emelt matematika érettségi 1. feladata

1. a)

Ez a 2 pont akkor is jar,
ha a vizsgazo a harom-

(Elegend6 megmutatni, hogy a haromszog legna- sz6g mindhdrom sz6gét

O g et b g ol | 20| o isimols
gy : (4 két kisebb szig 54.7°,

illetve 39.4° )

Jelblje ezt a sz6get a. A koszinusztétellel:

cosuzsz(: 0,0714). 2 pont
2-7-9 14
o = 85,9°, tehat a haromszdg valoban hegyesszigil. 1 pont Mivel 0 <cos a (<1),

ezért u hegyesszdg.

(sszesen: | 5 pont

2. abra: 2018.mdjusi emelt matematika érettségi 1.a részfeladatanak hivatalos megoldasa
Az 1.b) feladatrész megoldasahoz elegendd a Pitagorasz-tétel alkalmazni tudasanak képessége,
ezen feliil mas geometria tudds nem sziikséges a feladat megoldasahoz. Ezt alapvetéen nem

tartjuk problémanak, de a 4. szint elérése ezen feladatrész esetén biztosan nem sziikséges.

1.b)

Jel6lje a haromszdg oldalainak hosszat
a—d,aésa+d(0=d=<a).

A Pitagorasz-tétel alapjan (a —d)Y +a’ =(a+d). 1 pont b +(b+d) =(b+2d)*
A négyzetre emeléseket elvégezve és rendezve:
a’ =4ad .

1 pont | b, b+d, b+2d (b, d>0)

| pont | b* —2db—3d> =0

A b-ben masodfokii egyen-
(a # 0-val osziva) a = 4d. | pont | letet megoldva b= 3d
(b =—d nem megoldis).

A hiromszog oldalai tehat 3d, 4d és 54, az oldalak

aranya ezert valoban 3:4: 5. | pont

Osszesen: | 5 pont

3. dbra: 2018.majusi emelt matematika érettségi 1.0 részfeladatanak hivatalos megoldasa
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Az 1.c) feladatrész megoldasédhoz a derékszogli haromszog teriiletképletének alkalmazasa utdn
a feladat megoldasa algebra jelleglivé valik, az ehhez a feladathoz sziikséges geometria tudas

hatodikos tananyag.

1.¢)
A haromszog teriilete: 3d-4d _ 121,5. 1 pont
Innen 124° =243, azaz (d > 0 miatt) d = 4.5. 1 pont
A haromszog oldalainak hossza tehat 13,5 em, 18 em
. . 1 pont
es 22,5 cm.

Osszesen: | 3 pont

4. abra: 2018.majusi emelt matematika érettségi 1.c részfeladatanak hivatalos megoldasa
A kovetkezé elemi geometria témakorébe tartozo feladat az érettségi 7. feladatanak c)

részfeladata volt. A feladatot és hivatalos megoldasait az 5. és 6. abrakon olvashatjuk.

A 7. feladathoz tartozé megoldokulcs alig tartalmaz geometriai gondolatokat, 1épéseket. Ugy
gondoljuk, hogy a feladat megoldasanak elkezdéséhez elegendd ismerni a konvex négyszogek,
szakaszhossz fogalmakat. Az érintdnégyszogek fogalménak ismerete nem 4art, de az
érinténégyszogek tételének teljes ismerete nem elvards a feladat megoldashoz. Az utolso 1épés
igényel még geometriai gondolatot, amikor ellendrizni kell az érintdnégyszogek szemkozti
oldalhosszaira vonatkozd Osszegek egyenldségét, de enélkiil az ismeret vagy az ellenérzés
igénye nélkil is szinte teljes pontszammal megoldhaté a feladat. Azaz ez az elsdre
geometridnak tlind feladat Iényegében 1 pontnyi geometria részt tartalmaz a feladatrész

Osszesen 7 pontjahoz képest.

A 2019. év geometria feladatait és azok megoldasait a 7.-14. dbrakon olvashatjuk. A 2019. év
1. a) részfeladatanal abraelemzés soran és a paralelogramma definicidja alapjan els6ként
derékszogl haromszogeket és parhuzamos egyeneseket kell felismerni. A teriilet megadasahoz
latni kell, hogy a paralelogramma teriiletének direkt megadasa felé nem biztos, hogy érdemes
elmenni. Ehhez 4t kell gondolni, milyen moddokon Ilehetne kozvetleniil megadni a
paralelogramma teriiletét. Kivéve, ha valaki a kozvetett utat, azaz egy fajta komplementer
modszert gyorsabban €szreveszi, mint hogy atgondolna egyéb lehetdségeket. Az lathato, hogy
a bizonyitas iranti igényt nem koveteli meg a feladat. Az 1.b) feladatrész az analizis témakorébe
esik. Az 1.c) feladatrész megoldasat nem tiintettiik fel kiilon abran, mert megoldasahoz szogek
tangensének hasznalata ¢és a kiegészité szogek ismerete elegendd tudds. A trigonometria
ismerete megkivan sok eldzetes tudast, lexikai ismeretet és feladatmegoldé rutint, de kevésbé

keriilnek porondra a kiilonféle bizonyitasi modok és azok egyre mélyebb megértése.
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szeket készitettek.

keriilete pedig 80 cm.

tonlapra nyomtatott kér alaka képeket négy-négy egyenes vagassal
vagtak koriil. Az egyik ilyen modon kapott érinténégyszog alakd

fiiggodisz oldalainak hossza (valamilyen sorrendben) egy szamtani

c¢) Mekkora lehet a négyszoég masik harom oldalanak hossza?

7. Az iskolai karacsonyi vasarra késziilodve a diakok kiilonb6zo di-

A gyerckek masfajta diszeket is készitettek ugy, hogy szines kar-

sorozat négy szomszédos tagja. A négyszog egyik oldala 23 cm, a

Megjegyzés: A 7. feladat a) és b) kérdései nem geometria feladatok.
(2018. emelt szint, 7. feladat, e mat_18maj_fl.pdf)

5. dbra: 2018.mdjusi emelt matematika érettségi 7.c részfeladata

7. €) elsé megoldas

A négyszog oldalainak cm-ben mért hosszat valamely
koriljarasi iranyban jelolje e, f, g, .

Az erinténegyszig szemkozti oldalainak dsszege I pont
egyenld, ezért e + g =+ h =40.
Feltehetjiik, hogy e = 23, ekkor g = 17; valamint hogy I pont
> h (mert a szamtani sorozat killonbsége d # 0).
(Esetszétvalasztast vegziink e és fnagysagviszonya
alapjan. ) 1 :
Ha /> e, akkor (h < g, €s) a sorozat kiilénbsége pon
d=e—g=06;
gy fil=e+06)=29eésh(=g—-6)=11. 1 pont
Ha f< e, akkor (g < h <[ < e, és) a sorozat kiilonbs¢- I
gére 3d=e—g=06, nnen d=2. pont
hi=g+2)=19éf(=h+2)=21. 1 pont
A négyszog masik harom oldala tehat 11, 17 ¢s 29,
iletve 17, 19 és 21 (cm) lehet. (Mindkét esetben léte- 1 pont
zik konvex négyszdg.)
Osszesen: | 7 pont
7. ¢) misodik megoldis
Az altalanossag megszoritasa nelkiil feltehetjiik, hogy k= r_:po'rrr'ﬂkkar B4, .ha
a szamtani sorozat névekvo. a vizsgazo a:_akﬂf'a_: eses
Ebben az esetben a 23 a sorozatnak a harmadik vagy 1 pont rekg;; = m;‘?}:ﬁg{f‘?{f}’
negyedik tagja lehet (mert a sorozatnak biztosan ket- a;?:u" 0.;” . N :‘.-w;?.;(ar
két 20-nil kisebb, illetve nagyobb tagja van). fﬂ;‘;‘ efve masodi
Ha a 23 a sorozatnak a harmadik tagja,
akkor (a sorozat differenciajat d-vel jeldlve) 1 pont
(23 -2d)+ (23 -d)+ 23 +(23 + d) =80.
Innen 92 — 2d = 80, azaz d = 6. 1 pont
Ha a 23 a sorozatnak a negyedik tagja, |
akkor (23 — 3d) + (23 — 2d) + (23 —d) + 23 = 80. pont
Innen 92 — 6d = 80, azaz d = 2. 1 pont
A négyszog masik harom oldala tehat 11, 17 és 29,
illetve 17, 19 és 21 (cm) lehet. (Mindkeét esetben lete- 1 pont
zik konvex négyszig.)
Mivel 11 +29=17+ 23, illetve 17 +23 =19+ 21,
o P— . e 1 pont
mindkét kapott négyszdg valdban érinténégyszog.
Osszesen: | 7 pont

6. dbra: 2018.mdjusi emelt matematika érettségi 7.c részfeladatanak hivatalos megoldasai
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1. Az ABCD négyzet oldalai 4 méter hossziak. A négyzetbe » 2r 6 ¢
az abran lathaté modon az EFGH paralelogrammat irjuk. Az |
AH és a CF szakasz hossza x meéter, a BE és a DB szakasz i)

hossza 2x meter (0 < x < 2). e

a) Igazolja, hogy a beirt paralelogramma teriilete (m?-ben

mérve): T(x) = 4x? — 12x + 16.

A [ Ir B

b) Hatarozza meg az x értékét ugy, hogy a beirt paralelogramma teriilete a lcheto leg-
kisebb legyen!
¢) Szamitsa ki a beirt paralelogramma szogeit, ha x = 1,25.

(2019. emelt szint, 1. feladat, e mat 18maj fl.pdf)

7. abra: 2019.majusi emelt matematika érettségi 1.a részfeladata

1. a)
(A paralelogramma teriiletét megkapjuk, ha az ABCD
négyzet teriiletébol levonjuk a négy derékszogil ha-
romszog teriiletét.)
D 2 G 4-2z o
I ; T
F 1 pont
H
j —x
e % B
BF=DH=4-x¢éAE=CG =4 - 2x.
Ix)=16-2- *(4-2x) _,. 2'1:(‘;_ x) 1 pont
Tx)=16-4x+2x" —8x+2x° 1 pont
Osszevonas utan: T(x) = 4x> =12x +16, 1
S , e ety pont
ami a bizonyitando allitas volt.
Osszesen: | 4 pont

8. abra: 2019.mdjusi emelt matematika érettségi 1.a részfeladatanak hivatalos megolddsa

A 9. abran lathat6 4.a) feladatrészben a tetraéder térfogatanak kiszamitasdhoz eldszor fel kell
tudni irni a tetraéder térfogatanak képletét. Ekkor tapasztaljuk azt, hogy a tetraéder
magasaganak meghatarozasara sziikségiink lesz. Ahhoz, hogy erre képesek legyiink, 1atni kell,
hogyan néz ki egy tetraéder, a didkok legnagyobb részének sziiksége van abrara a feladat

megoldasahoz, azaz le is kell tudniuk rajzolni egy vazlatot. Ezek utan, ha nem is kell ismerni
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az egyenesek ¢€s sikok konkrét definicigjat, talalkozni kellett mar olyan feladattal, amiben
szerepelt az alaplap és oldalélek hajlasszoge. Ennek ismeretében megtalalhaté az a sikmetszet,
amelybdl kiszamithatdo a piramis magassaga. A sikmetszettel valé tovabbi megoldas soran
szabalyos ¢s félszabalyos haromszogekre vonatkozd ismeretekre, és a sulypontra vonatkozé
ismeretekre van sziikség. Tapasztalatom szerint ez a feladat a térlatds szempontjabol tud
problémat okozni egészen addig, amig nem taldlkoznak a didkok ehhez néhany hasonlo
feladattal. A feladat lehet, hogy sokaknak nehezebb egy ideig, mint az eddig felsorolt feladatok,
a megoldasahoz sziikség van rutinra, fogalmi ismeretekre és képesség a vazlat rajzolasra, de a

van Hiele negyedik szintjének elérésére nincsen.

4. Egy biivész két egyforma ,,dobotetraédert™ hasznal az egyik mutatvanyahoz. A
dobotetraéder alakja olyan szabalyos haromoldala gala, amelynek alapéle 6 cm hossza,
az oldalélei pedig 30°-os szoget zarnak be az alaplap sikjaval.

a) Hatarozza meg a tetraéder térfogatat!

Megjegyzés: A 4. feladat b) kérdése nem geometria feladat.
(2019. emelt szint, 4. feladat, e mat 18maj fl.pdf)

9. abra: 2019.majusi emelt matematika érettségi 4.a részfeladata

4. a)

D

B 1 pont

A€
Az abra jeloléseit hasznaljuk.

A gila ABC alaplapjanak kézeéppontja (sulypontja) S.
DS meroleges az alaplapra, a feltétel szerint pedig
SBD/ =30°.

BS az ABC szabalyos haromszdg magassaganak
(salyvonalanak) kétharmada:

6 ecm

2 pont
243
BS== g -6=2v3 (= 3.46) (cm).
A gula testmagassaga DS = BS -1g30° =2 (cm). 1 pont
Az ABC haromszog teriilete:
AB* N3 6743 1 pont
T= 3 =—(=9J§ (= 15,59) (cm?). pen
4 4
A seila 1 ... T-DS _ 3
gula térfogata: ) = — - 6+/3 (= 10,4) em®. 1 pont

Osszesen: | 6 pont

10. abra: 2019.mdjusi emelt matematika érettségi 4.a részfeladatanak hivatalos megoldasa
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Az érettségi 5. feladatat és annak megoldasat a 11., 12. és 13. abrak mutatjak. Az 5.a)

feladatrészhez téglatestek testhaloit kell alkalmazasszeriien ismerniiik a diakoknak, majd egy

egyszeri térfogatképlet segitségével megoldhato a feladat. A testhalo ismerete alsos, a téglatest

térfogatanak ismerete felsds tananyag, azaz legfeljebb a 3. szint legalsé szintjére van sziikség a

feladat megoldasédhoz. Az 5.b) feladatrészben nincs sziikség tovabbi geometriai ismeretekre, a

feladat az analizis témakdorébe esik. Az 5.c) feladatrészben a kollinearis pontharmasok latasara

€s megszamolasara van sziikség. A feladathoz sziikség van térlatasra, de alapvetden inkabb

kombinatorikai eszk6zok kellenek a megoldashoz.

valasztjak meg.

maximalis legyen?

33

( b a

- - - - -

(2019. emelt szint, 5. feladat, e_mat_18maj_fl.pdf)

IS

5. Egy 33 x 18 cm-es kartonlapbdl (kivagassal, hajtogatassal) téglatest alaku dobozt

készitenek. A doboz (sotétre szinezett) kiteritett halojat és méreteit az abra szerint

a) Hatarozza meg a doboz térfogatat, ha a = 7 cm!

b) Hogyan kell megvalasztani az a, b, ¢ ¢lek hosszat ahhoz, hogy a doboz térfogata

Egy téglatest barmely harom csucsa egy haromszoget hataroz meg.

c) A téglatest csucsai altal meghatarozott haromszogek kozott hany olyan van,

amelynek a sikja nem esik egybe a téglatest egyik lapjanak sikjaval sem?

11. abra: 2019.mdjusi emelt matematika érettségi 5. feladata

S. a)

(A szakaszok hosszat cm-ben mérve) ) t

2a+c=18miattc=18-2-7=4. pon

a+2b+c=33miattb=w=ll. 1 pont

A téglatest térfogata: abc=7-11-4 =308 CI‘I.IS. 1 pont
Osszesen: | 3 pont

12. abra: 2019.mdjusi emelt matematika érettségi 5.a részfeladatanak hivatalos megoldasa
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5. C) elsé megoldis

8
A téglatest 8 csicsa dsszesen =56 haromsziiget
3 1 pont
hataroz meg.
Ezek kiziil le kell vonni azokat, melyeknek sikja
egybeesik a téglatest valamelyik lapjanak sikjaval. 2
: L . - . pont
Mind a hat lapon négy ilyen haromszig van, Gssze-
sen tehat 24,
A megfeleld haromszigek szama (56 — 24 =) 32, 1 pont
(sszesen: | 4 pont

5. ¢) masodik megoldis
(A feladat szerint nem valaszthato olyan haromszig,
amelynek ket oldala a téglatest két élével azonos.) e i o
Ha a haromszig egyik oldala a téglatest egy éle,
akkor ennek két végpontjahoz kéttéleképpen vilaszt- 1 pont ,_A\
hatjuk a haromszég harmadik csicsat (mert a kiva- . Y
lasztott élben csatlakozo két lap egyik cslicsa sem va- =
laszthato a haromszdg harmadik cstcsaként).
(A téglatestnek 12 éle van, ezért) ilyen hiromszoghdl
dsszesen 12 -2 = 24 darab van.
Ha a haromszignek nincs olyan oldala, amelyik a
téglatest valamelyik élével azonos, akkor mindharom B
oldala a téglatest egy-egy lapjanak atloja. A
A téglatest egy adott csiicsdbol kiindulo harom €l 1 pont
nem kizds végpontjai egy megfeleld haromsziget
hataroznak meg. (A téglatestnek 8 csicsa van, ezért)
ilven haromszighdl 8 darab van.
A megfeleld hiromszipgek szima 24 + 8§ =32, 1 pont
(sszesen: | 4 pont

|1 pont

5. ) harmadik megoldis

A téglatest alsd™ lapjardl két szomszédos csiicsot T,
4-féleképpen valaszthatunk, ezekhez a feltételnek f i i
megftelelden a , felsd” lapjarol 2-féleképpen valaszt-
hatjuk a harmadik cstcsot.

|l pont

Az also laprol ket atellenes csicsot 2-féleképpen
valaszthatunk, ezekhez a felst laprol 4-féleképpen 1 pont
valaszthatjuk a harmadik csicsot.

13. abra: 2019.mdjusi emelt matematika érettségi 5.c részfeladatanak hivatalos megolddsa

A 2019. év 6. feladatat a 14. abran lathatjuk. Ennek megoldasa sordn az egyenlészaru
haromszogek ismeretére ¢és statisztikai, algebrai ismeretekre van sziikség. A feladat

megoldasanak geometriai tartalmahoz elegend6 a 2. van Hiele szint megléte.
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6. Egy egyenld szart hairomszog oldalai hosszisaganak atlaga 10, szorasa 3v/2.
a) Hatarozza meg a haromszog oldalainak hosszat!

(2019. emelt szint, 6. feladat, e mat 18maj fl.pdf)

14. dbra: 2019.mdjusi emelt matematika érettségi 6. feladata

A kielemzés ¢€s tapasztalatszerzés soran ugy allapitottuk meg, hogy a 2018., 2019. évi
emeltszintii érettségi feladatai nem kovetelték meg a negyedik szintet. Kozépiskolai
matematika tanarként ugy gondolom, hogy az emeltszintii érettségin az elmult majdnem 20 év
soran egy-két olyan geometria feladat szerepelt, melyben a feladat teljes megoldasahoz sziikség
volt a bizonyitds iranti igényre. Ezen észrevételeink magyardzatot szolgalhatnak a

magyarorszagi kozépiskolai tanulok Usiskin-féle teszten elért gyenge eredményeire.

Az érettségi vizsga és a Nemzeti Alaptanterv kozotti eltérés feltevésiink szerint azt
eredményezi, hogy a diakok megirhatjak jol a matematika érettségit akar akkor is, ha csak a 3.
van Hiele szinten vannak. Ezzel magyarazhat6 lenne az egyetemekre bemend diakoktol elvart
¢s valos tudasuk kozotti szakadék. Hiszen az egyetemi geometria kurzusokon mar elvarnak a
bizonyitas iranti igény meglétét, azaz a van Hiele 4. szintjét. Az érettségi vizsga erds kiilsd
befolyasa elnyomhatja a NAT-ban leirt elképzeléseket, kovetelményeket. Ennek oka, hogy a
tanarok tobbségének elsddleges célja a minél sikeresebb érettségi felkészités és nem a
matematikai szemlélet altalanos fejlesztése, hiszen az érettségi vizsga nem ,,csupan” a diakok
tovabbmenetelét szolgalja, hanem a kozépiskoldk rangsorat részben ezen eredmények alapjan
hatarozzak meg. {gy a tanorak soran a tanarok az érettségin eléforduld témakérokre fokuszalnak
és az azokhoz kapcsolodo feladatokat gyakoroltatjak be a gyerekekkel akkor is, ha ezzel
kihagynak részeket ¢és fejlesztendd teriileteket a NAT-ban és a kerettantervekben
megfogalmazottakhoz képest (Kovacs, 2017). A német egyetemek kiizdottek hasonld
problémaval (Braun & Schroder, 2014): nagy volt a kiilonbség a tudasszintii az egyetemre
belépd hallgatdk és az egyetem altal megkdvetelt tudas kozott. Az egyetemek és az egyes
tartomanyok kozépiskolai kdzotti tobbszori egyeztetést kdvetden a probléma Németorszagban
megoldddni latszik. A probléma megoldasa Magyarorszagon is fontos lenne, hiszen a geometria
kozponti szerepet tolt be a természettudomanyokban, szamos alkalmazasa van a mindennapi

¢letben és a miivészetekben is (Bursill-Hall, 2002, Mammana, 1998).

27



Osszegzés

Dolgozatom els6 részében a magyarorszagi kozépiskolas diakok van Hiele-féle geometriai
megértési szintjét vizsgaltam. A van Hiele szintek mérésére Usiskin éltal kidolgozott tesztet
hasznaltuk. A kisérletben 1 budapesti és 4 miskolci kdzépiskola 342 didkjaval toltettiik ki a
tesztet. Az eredmények alapjan megallapitottuk, hogy a kisérletben résztvevo diakok tudasa és
fejlédésének mértéke semelyik évfolyamon sem teljesitik a NAT-ban megfogalmazott
elvarasokat. A NAT alapjan az altalanos iskola végére a tanuloknak a 3-as, kozépiskola végére
a 4-es van Hiele szintet kellene elérniiik. Ezzel szemben az eredmények azt mutatjak, hogy
kilencediktdl tizenkettedik osztalyig a didkok kettes és 3-as szint kozott vannak. Ez azt jelenti,
hogy a didkok mar kilencedikben sem érik el a bemend elméleti szintet €és ezt a lemaradast a
tovabbi négy év soran sem tudjak behozni, s6t, semmiféle fejlddés nem tapasztalhato. Két irdnyt
is talaltunk a vart fejlddés hidnyanak magyarazatara. Az egyik irany a tanar és diakok kozotti,

nem megfeleld kommunikacidval kapcsolatos, a masik irdny pedig az érettségiben szerepld

feladatokkal.

Kivétel nélkiill minden helyzetben, a didkok fejlédése érdekében, nagyobb figyelmet kéne
forditani a tanar és didk kozotti kommunikaciora. Vigotszkij legkozelebbi fejlodési zona
elméletét alapul véve leirt példan szemléltettem, hogy ha nem a megfelelé6 kommunikacids és
fogalmi szinten kozelitjiik meg a tanul6t, akkor esély sincs arra, hogy magasabb megértési
szintre jusson. Kisérleti eredményeink megerdsitik, hogy az egyetlen jarhat6 Gt a didkok
megértési szintjének és fejlodési lehetdséger mértékének megismerése. Ennek segitségével
tudjuk elinditani a tanitdsi folyamatot és 1d6kozben a tanitdsi modszereket folyamatosan a
tanulok aktudlis szintjéhez kell igazitanunk. Amig ez nem torténik meg, addig nem jon létre a
valédi gondolkodas és problémamegoldasi képesség fejlesztése, legfeljebb a begyakorldssal és

bemagolassal is elsajatithato feladatmegoldas rutint szerzik meg a didkok.

Masrészt, ahogy azt megallapitottuk, az érettségi vizsga nem kovetel meg harmasnal magasabb
van Hiele szintet ellentétben a NAT-ban megfogalmazottakkal. Az érettségi
vizsgaeredményeken nem kizardlag a didkok tovabbtanulasa mulik, hanem az iskoldk
mindsitésének is ez az egyik szempontja. gy a kozépiskolakban altalaban nem a NAT altal
meghatarozott képességek fejlesztésére koncentralnak, hanem begyakoroltatjak az érettségin
szerepl6 tipusfeladatokat. A tipusfeladatok begyakorlasa tipushibakhoz vezet (Dunlosky et al.,
2013). Hiszen ha szamonkérés soran a rutinfeladatok elvégzése a hangsulyos a valodi

problémamegoldasi képességek fejlesztése helyett, akkor a legtobb helyen az oktatas soran is a
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rutinfeladatokra koncentralnak. Ez kovetkezménye lehet annak, hogy a NAT elvarasaival nincs
Osszhangban se a kozépszintli, se az emeltszintli érettségin szerepld feladatok tipusa,

Osszetettségi mértéke és nehézsége.

Levelezés Zalman Usiskinnel

Az ezzel kapcsolatos cikkiink 2020-ban jelent meg az Annales Mathematicae et Informaticae
c. folyodiratban, ,,Students’ non-development in high school geometry” cimmel. Nagyon
oromiinkre nem sokkal a megjelenés utan kaptunk egy levelet Usiskint6l, aki a cikkben szerepld
eredményekre reagalva osztotta meg gondolatait. A levélben szerepld gondolatok ¢&s
elmélkedések szorosan kapcsolddnak a dolgozat témajahoz, ezért az alabbiakban Usiskin levele

¢és az arra irt valaszunk olvashato.

Usiskin levele
,,Dear Csaba, Janka, Csilla, and Anna:

| have gazed over your paper with obvious interest and would like to comment on what is in

the paragraph below Table 9 on page 8.

"Although the results are from different schools, the performances of the schools are similar
and based on these results we can estimate the Van Hiele levels of students attending to other
schools in the country. Based on this estimation most of the Hungarian high-school students are
on the level of a primary school student in geometry. This raises the question how students can
be successful on the final exam. This question requires a deeper investigation, a part of it could
be the analysis of the geometry problems and their sample solutions in the final test. Reading
through the past fifteen years’ final exams it is reasonable to question the amount of geometrical

proving skills needed to solve the tasks."

While Sharon Senk and | were developing the van Hiele test in the CDASSG project 40 years
ago, Pierre van Hiele visited us. We showed him a draft of the test of van Hiele levels that we
had devised. We were surprised that Pierre responded to many of the items we had created as
"No level™, by which he meant that the thinking needed to do the item was outside the realm of
the theory of development that he and his wife had created. Often these items had to do with
problems involving lengths and angle measures that required the application of theorems or
formulas. Even though deduction from theorems was required to do the problems, they did not

- in Pierre's vision - fit into the hierarchy of levels to which his name is attached.
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It seems to me that your paper supports the idea that there is more to the understanding of
geometry than just nesting geometry in the domain of careful mathematical language,
mathematical systems, and proof. As your study shows, people (i.e., students in Hungary) can
learn to solve even difficult problems without necessarily being able to distinguish a statement
from its converse, or realize the importance of careful definitions, etc. The van Hiele theory at

its best does not cover all of geometrical thinking.
So | think your collective intuition is correct! It is "reasonable to question..."

Sincerely,

Zalman Usiskin
Professor Emeritus of Education

The University of Chicago”

Valaszunk Usiskin levelére
,,Dear Professor Usiskin, dear Zalman,

Thank you for your message, we are very pleased that you were interested in our article. We
found your insight — that you provided about your and Pierre van Hiele’s
thoughts/considerations about the relations among the test, the Van Hiele levels, and

geometrical understanding in general — very interesting.

The topic is one of the interests of the research group led by Csaba Szab6 in which Janka, Csilla,
and Anna participate as Ph.D. students. As a follow-up to the paper, we investigated the Van
Hiele levels of university students. (You can find the manuscript attached.) The results were
very thought-provoking. A main result is that one can be on level 3, pass a (rather difficult) oral

exam in geometry and two weeks later be (always) back to level 3.

Our results also show that those who reached level 4 also reached level 5 on the test, and a lot
of students who were on level 3 filled correctly level 5 as well. No student completed the test
on level 4. The interviews showed that many of those students who reached level 5 on the test
were actually on level 4. All these lead us to believe that the last part of the test, which would
measure level 5 is measuring some kind of formal logical skills and a kind of comfortability
with formal thinking in relational systems. We think that it requires rather combinatorial - and/or
algebraic-type skills, anyway it requires thinking in simple abstract structures. Originally, level

5 was planned as the level of axioms, which means that a person on level 5 could think and
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prove in different kinds of geometry axiom systems. This level can exist. However, based on
our findings, we suggest the following: either this level cannot be measured by the VHGT, or
the fifth level is not the sequel of the fourth level. We can imagine that someone is able to think
formally, but not very well acquainted with geometry. We think that further studies would be
needed to determine how one develops after the fourth level and when and how geometric

formal thinking evolves.

We think that the fourth level should be more refined. We also think that you are right in the
sense that van Hiele’s approach to geometry is just one aspect, and avoiding measure and lexical
knowledge, the understanding of geometry cannot be complete. We ourselves arrived at this
idea, as well. At the same time, we carried out interviews and found that up to level 3 and basic
level 4, Your test measures properly in case of Hungarian pupils, even without measures
(length, angle) and using only basic facts. Note, though, that the notion of square and rectangle
uses the notion of measure, as opposite sides have the same lengths, we are using equal angles,
etc. There, the notion of length is hidden in the notion of symmetry, but a 6-to-12-year-old pupil
does not know it. On level 4 we believe that with the same range of knowledge several levels
of thinking may exist. Making simpler statements, using theorems properly may be different,
from what you suggest, applying theorems and formulas in different situations. See attached
another study made by Anna Rékasi and Csaba Szabo about the Hungarian final exam problems
and van Hiele levels. As you see, these are questions, where no real geometry knowledge is
needed in the sense of the van Hieles. After a small step of geometry, you apply formulas and
proceed with some calculations. According to us, for the final exam problems in the paper, it is
really enough to have van Hiele level 3, but the majority of grade 10-12 Hungarian high school

problems require much more than this.

On the other side, we can imagine situations, where, for example, you need to select which
theorem and which formula, or a sequence of theorems formulas is to apply. If you want to
measure levels of geometry knowledge there, we are back to the question: what lexical

knowledge can be assumed when measuring such a level?
We would be happy to hear about your opinion on our ideas.

Sincerely,

Csaba, Anna, Janka and Csilla”
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Az elohivasi hatas szerepe a kozépiskolai geometria

tanulasaban

Az elohivasi hatas

A kilencvenes évek ota egyre ndvekvo szamban sziiletnek olyan kognitiv idegtudoméanyi
eredmények, amelyek feliilirjak, pontositjak a gondolkodasrol €s a tanitasi-tanulasi folyamatrol
alkotott korabbi elképzeléseket. Ezen tanulmdnyok a memoridrdl agykutatdssal kapott
legfrissebb ismereteinkre épiilnek. A memoridnak hdrom f6 funkcidja a kodolas, a tarolds és az
eléhivas (McDermott & Roediger, 2023). Kodolasnak nevezziik a memoriaba rogzités
folyamatat, tarolasnak ezen rogzitett informaciok valamilyen formaban valo ,,fejben tartasat”
(McDermott & Roediger, 2023). Altalanossagban az elShivas az a folyamat, amikor a tarolt
informaciokat felidézziik és bizonyos formaban felhasznaljuk. A 6 funkciokkal kapcsolatos
ujabb és ujabb elméleti ismeretek 1) lehetdségeket nyitnak meg az iskolai kérnyezetben vald
alkalmazasukhoz. A szakirodalom be is vezette az el6hivasi hatads (vagy tesztelési hatas) és az
el6hivasos tanulas (vagy teszteléses tanulas) fogalmakat. Az elohivasi hatasnak azt a jelenséget
nevezzilk, amikor a rovidtdva vagy a hosszitdvi memoridbol torténd visszakeresés
megvaltoztatja, erdsiti az egyén emlékezetét az adott visszakeresett informécioval kapcsolatban
(Donoghue & Hattie, 2021; Roediger & Butler, 2011; Rowland, 2014). Az eléhivasos tanulas

elnevezés az eldhivast eldidézo tanuldsi mdédszereket foglalja magaban.

Iskolai kornyezetben a memoria harom f6 funkcigjat, a kodolast, a tarolast és az eléhivast a
tanulasi-tanitdsi modszerek tiikrében vizsgaljuk. Sok helyen még ma is altalanosan elfogadott
az az elképzelés, hogy a tanulasi folyamat az informacié memoridba torténd bevitelét jelenti,
eléhivasra azért van sziikség, hogy ezen bevitel eredményességét leellendrizziik. Kozépiskolai
tanarként nap mint nap talalkozom azzal a felfogassal, hogy a dolgozat és a feleltetés folosleges
tevékenység, amelyet csak az osztalyzasi rendszer fenntartasaért kell elvégezni vagy azért, hogy
a diakok megfeleloképpen motivaltak legyenek az informaciok bevitelére (Martinez-Sierra et
al., 2020). Kutatasunkban az el6hivas szerepére fokuszaltunk, mert tobb teriileten is kimutattak
mar, hogy a megtanuland6 anyag memoriabol vald eléhivasa a hosszitava tudasnak egy
alapfeltétele, azaz a tanuldsnak egy hosszutdvon megmutatkozo hatékony formaja lehet.
Lefolytattunk egy kozépiskolai kisérletet, ami az eléhivas szerepét vizsgalta matematika orai

kdrnyezetben.
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Irodalmi attekintés

Az elmult évtizedben szamos kutatés vizsgalta az el6hivasos tanulds eldnyeit az Gjraolvasashoz
képest (Rowland, 2014; Adesope et al., 2017). Azt, hogy az informacio el6hivasa a memoriabol
egy kezdeti tanuldsi fazis utan jobban eldsegiti a tanultak hosszl tava megmaradésat, mint az
ismételt elolvasas — kimutattak szovegtanulas esetén, idegen szavak tanulasanal (i.e. Keresztes
et al., 2014), paros asszociacios helyzetben, tankonyvi szévegeknél (Rawson & Pyc, 2010) és
téri-vizualis készségek tanuldsa esetén is (Carpenter & Pashler, 2007). Az el6hivasi hatassal
kapcsolatos kisérleteteket laboratériumi kortilmények kozott kezdték el vizsgalni (Butler et al.
2007). Majd ezen kisérleteket kovette a szimuldlt iskolai kornyezet €s a valds iskolai
koriilmények soran szerzett tapasztalatok (McDaniel et al., 2013). Eddig viszonylag kevés
szamU el6hivasi hatast vizsgald kisérlet sziiletett, amely nem laboratdriumi koriilmények
kozott, hanem valodi iskolakban, valés iskolai koriilmények kozott €s hosszabb tavon vizsgalna
az el6hivasi hatast (McDaniel et al., 2007, Rawson et al., 2018; Lyle et al., 2020). Raadasul a
legtobb kezdeti eredmény memorizalassal kapcsolatos témaban jelent meg, igy a matamatika
oktatds soran mutatott hatdsat és alkalmazhatésdganak formadit még tobb szempontbol is
vizsgalni kell (Buchin & Mulligan, 2019; Dunlosky et al., 2013; Lyle et al., 2020; Peterson &
Wissman, 2018).

Tekintsiik at most azokat az el6hivasi hatassal kapcsolatos kutatasi eredményeket, amelyek
kozvetlen tAmpontul szolgaltak kisérletiinkhoz. Az egyik legismertebb alapkisérletet Roediger
¢s Karpicke (Roediger & Karpicke, 2006) végezték el a témaban. Célként egyetemistak korében
hasonlitottak Ossze a teszteléses és az ismétléses tanulasi modok hatékonysagat. Ehhez
kisérletiikben a kisérlet alanyait két csoportra bontottdk és mindkét csoportnak egy 250 szavas
szoveget adtak ki. El0szor mindkét csoport elolvasta a szoveget, majd egy kis pihenés utan a
kontroll csoport még haromszor olvashatta el, ezzel szemben a kisérleti csoport tobbszor nem
nézhetett bele a szovegbe. Oket a haromszori ismétlés helyett harom alkalommal tesztelték az
olvasott szoveg tartalmabol. A tanulasi eredményességeket rogton az utolso fazis utan 5 perccel,
majd 2 nappal és 1 héttel késobb vizsgaltak, azaz tesztelték a résztvevoket az olvasott szoveg
tartalméabol. Nem meglepd mddon, az azonnali vizsgalat soran a kontroll csoport, akik 6sszesen
négyszer olvastdk el a szoveget, jobban teljesitett a kisérleti csoportnal. Ez az eredmény a
késobbi teszteléseknél megfordult a kisérleti csoport javéara, azaz azok, akik csak egyszer

olvastdk el a szoveget, és az Ujraolvasasok helyett tesztelve lettek az olvasottak tartalmabol,
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tobb mindenre emlékeztek 2 nappal és 1 héttel késObb, mint a tobb alkalommal ujraolvaso

tarsaik.
Négyszer olvas 1-szer olvas, 3-szor tesztelik
5 perc miulva 80% 75%
2 nap milva 55% 70%
1 hét milva 40% 55%

11. tablazat: Roediger és Karpicke kisérletének eredménye

Smith és Karpicke azt is vizsgaltak, hogy fiigg-e a tesztelés hatékonysaga a tesztelés modjatol
(Smith; Karpicke, 2014). Kisérletiik alapja hasonlo volt az elézokben leirt kisérlethez, itt is
szoveg olvasasa volt a feladat, de Ok a kisérlet alanyait 6t csoportra bontottak. Az 6t csoport
egyike volt a hagyoményosnak is nevezhetd kontrollcsoport, ahol a hallgatok Gjraolvasassal
tanultak, mig a tobbi négy csoportot kiillonbdzd modokon tesztelték: feleletvalasztds teszttel,
kifejtds teszttel, felidézéses teszttel, vegyes tipusu teszttel (azaz az el6z6 harom tipus vegyesen
szerepelt a feladatai kozott). A tanuldsi folyamat utdn egy héttel mind az 6t csoportot
ujratesztelték kétféle tesztet alkalmazva. Az egyikben a tanult szovegben szerepld ismeretekre
kérdeztek ra, mig a masikban az 0j ismeretek alkalmazni tudasat mérték fel. Eredményeik
alapjan megallapithatdo, hogy a tesztelés modjai kozott nem tapasztaltak szignifikdns
kiilonbséget. Az egyediil megmutatkoz6 kiilonbség abban allt, hogy a tanuldkat tesztelték-e
vagy sem. Minden teszteléses csoport jobban szerepelt az ismétlés csoporthoz képest. Ezek
alapjan a hangstly azon van, hogy mar az elsd tanulasi fazis soran megtorténjen az aktiv
eléhivas. Kisérletiikben ezek mellett azt is megmutattak, hogy az eléhivas nem csak a tanultak
el6hivasat, de alkalmazasukat is hatékonyabba teszi.

Szamos tanulmany arra utal, hogy az oktatasi szempontbdl relevans eléhivasi folymatok
javitjak a tananyag elsajatitasat (pl. Agarwal et al., 2012; Butler et al., 2014; Dobson &
Linderholm, 2015; Jensen et al., 2014; Lyle & Crawford, 2011; McDaniel et al., 2013;
McDermott et al., 2014; Roediger et al., 2011). Sok tanulmanyban az ecléhivasi hatast
hasonlitjdk Ossze a hagyomdnyos ujraolvasassal €s egyéb hasonld tanuldsi modszerekkel
(Rowland, 2014; Adesope et al., 2017). Az eddig clvégzett kisérletek legnagyobb részét
laboratoriumi koriilmények kozott végezték el (Butler et al., 2007; Lyle, 2020), és azt a kérdést
is vizsgaljak, hogy szévegtanulasos helyzetben melyik tanulasi forma a leghatékonyabb hossza
tavon. A helyzetek kisebb €s nagyobb moddositasaval is végeztek mar vizsgélatokat, példaul
kulcsszavak segitségével valo tanulasnal (Rawson & Pyc, 2010), tankonyvi szovegeknél
(Roediger és Karpicke, 2006; Butler, 2010), térképen valo tajékozodasnal (Carpenter & Pashler,
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2007), orvostanhallgatoknal az Wjraélesztés technikainak tanulasanal és gyakorlasanal
(Kromann et al., 2009).

Bér a fentebb leirt két kisérletben szerepld alanyok egyetemistak voltak, &m az el6hvasi hatast
mar tobb korosztalyban is megvizsgaltak (Dunlosky et al, 2013). Vizsgaltak 6vodas és
iskolael6készités gyerekeknél (Fritz et al., 2007; Kratochwill, 1977), altalanos iskolak also
tagozatan (Atkinson & Paulson, 1972; Bouwmeester & Verkoeijen, 2011; Metcalfe & Kornell,
2007; Metcalfe & Kornell, 2009; Myers, 1914; Rea &Modigliani, 1985; Rohrer, Taylor, &
Sholar, 2010; Spitzer, 1939), altalanos iskolak felsé tagozatan (Carpenter 2009; Fritz et al.,
2007; McDaniel et al., 2011; Metcalfe & Kornell, 2007), gimnaziumokban (Carpenter et al.,
2009; Fritz et al., 2007; McDaniel et al., 2011; Metcalfe & Kornell 2007; Dirkx et al., 2014),
egyetemista korosztaly esetén (Kromann et al., 2009; Schmidmaier et al., 2011, Butler, 2010,
Little et al., 2011), és kozépkoruak és annal idésebbek korében is (Bishara & Jacoby, 2008;
Logan; Balota, 2008; Maddox et al., 2011; Sumowski et al., 2010; Tse et al., 2010).

A tesztelés modja és a korosztaly vizsgalata mellett az is fontos szempontja lehet az eldhivas
sikerességének, hogy a tesztalanyok kapnak-e visszajelzést a tanuldsi szakaszban valaszaik
helyességérol. Kang, McDermott és Roediger (Kang et al., 2007) ezt vizsgalo kisérletében a
felidézés eredményességét rovid kifejtds kérdésekkel és feleletvalasztos tesztekkel vizsgaltak a
tanulési fazist kovetden harom nappal. Osszevetették az eredményeket azzal, hogy a tanulasi
fazisban milyen modon, rovid kifejtds kérdésekkel vagy feleletvalasztods tesztekkel tanultak.
Emellett a kisérleti alanyok egy része kapott, masik része nem kapott visszajelzést valaszaik
helyességérol. Kang és tarsai eredményei szerint visszajelzés esetén kis mértékben a rovid
kifejtos kérdésekre valaszolas hatékonyabb, ha pedig nem kapnak a tanuldok visszajelzést, akkor

a feleletvalasztos teszt a hatékonyabb.

A matematikai teljesitmény és az el6hivas kapcsolata

A matematika tanuldsdhoz, a problémamegoldashoz elengedhetetlen a kovetkeztetési
képességek haszndlata. A matematika alap ¢épitdkdvei az axidomarendszerek, melyek
axiomakbol épiilnek fel. Ezt koveti a fogalomalkotas folyamata, mely sordn olyan fogalmakat
hatdrozunk meg, amikkel dolgozni szeretnénk, azaz definicidkat alkotunk az axidmak
segitségével. A létrehozott fogalmakkal kapcsolatban problémak vetddnek fel, melyet a
problémamegoldasi folyamat kovet, hogy eljussunk bizonyitasok segitségével tételek

kimondasahoz. A kozépiskolaban nagyon ritkan megylink le az axidémak szintjéig, ehelyett a
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tanulokkal fogalmakat és allitdsokat ismertetiink meg. A megismertetés folyamata sokszor
sejtéseken keresztiil viszi el a didkokat az allitasok megfogalmazasaig, példaul a fogalmakat
hasznalo illusztraciok segitségével megsejthetiink szogek nagysagat, vagy oldalak
egyenlOségét. Sokszor itt vége is van a folyamatnak, de a kor és vagy a képességek
elérehaladtaval az éllitdsokat részben van teljesen indoklasok, bizonyitasok kovetik. Ezek soran
sziikséglink van a definiciok, fogalmak és az addig tanult allitdsok, tételek ismeretére és
hasznalatara. A gyakorlatban a matematika ordkon a feladatmegoldas kap fOszerepet.
Feladatmegoldas soran tobbfajta megoldashoz vezetd stratégia vezethet minket. Sokszor a
feladatok proceduralis megoldéasat tapasztalhatjuk, azaz olyan megoldasi eljarasokat, melyek
sordn mar specidlis algoritmusokat begyakoroltunk és azokat mar rutinbdl alkalmazzuk. Ilyen
lehet példaul sok esetben a hatvanyozési szabalyok alkalmazasa. Masik {6 eljaras az Un.
konceptualis tudasra épiil, amikor az allitdsok bizonyitdsdhoz hasonldan, egy még szamunkra
ismeretlen iranyba kell haladnunk az addig tanult fogalmak ¢s tételek ismeretének és jobb

esetben azok valddi (és egyre mélyiild) megértésének segitségével.

A teszteléses tanulds hatdsat a matematika oktatds alkalmazdsa sordn nagyon kevesen
vizsgaltak (May, 2021). Alkalmazasanak sikere tobb szempontbol is kérdéses, hiszen a
matematikaban nem csak memorizalasra, a lexikalis tudas visszaadasara, hanem a tananyag
megértésére is sziikség van. A megértés sziikségessége megjelenik a feladatmegoldasok,

bizonyitasok, de még a definiciok és fogalmak elsajatitas esetén is.

Avvisati és Borgonovi (2020) nagymintds vizsgalata a tesztelési hatds és a matematikai
problémamegoldés kozotti kapcsolatot vizsgalja. Kimutattak, hogy az elsé tesztben szerepld
matematikai problémak mennyisége kis mértékben pozitivan befolyasolta a masodik tesztben
nyujtott atlagos matematikai teljesitményt a tizenéves didkok korében. Kisérletiik azonban nem
mondhat6 valodi oktatasi kdrnyezetnek abban az értelemben, hogy egyetlen tesztelés hatasat
mérték. Igy amikor azt szeretnénk megmutatni, hogy hatékony médja a matematika tanuldsnak
a teszteléses tanulas, nem tamaszkodhatunk kozvetleniil az ¢ kisérletiikre. A tesztelési hatas
megléte nem mindenhol nyilvanvald, ezért a kovetkezékben ismertetiink néhany okot, amik

arra mutatnak, hogy ez a jelenség tovabbi kutatasokat igényel.

Az cléhivasnak a matematikaoktatasban megmutatkoz6 hatasarol még Yeo és Fazio (2019) is
készitettek egy tanulmanyt, melyben a teszteléses tanulast hasonlitotta 6ssze kidolgozott példak
tanulmanyozasaval, olvasasaval. A két stratégia kiilonb6z6 kognitiv folyamatokra tAmaszkodik,
igy kiilonb6z6 modon erdsitheti a tanulasi folyamatot. Yeo és Fazio (2019) harom kisérletben

vizsgalta az el6hivasos tanulds és a kidolgozott példaknak a hatékonysagat. 160 felndtt vett
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részt a kisérletben kreditekért vagy pénzbeli 0sztonzésért cserébe. A résztvevok valaszthattak,
hogy az egy alkalmas vagy a két alkalmas kisérletre jelentkeznek. Az egy alkalmas kisérlet
soran a résztvevoket Ot perc késleltetéssel tesztelték, a két alkalmasra jelentkezOk esetében a
tesztelés egy héttel késobb tortént. Ezt kdvetden a kutatok véletlenszeriien osztottdk be a
résztvevoket az el6hivasos és kidolgozott példakat tanulményoz6 csoportokba. Az eldzetes
ismeretekben nem volt kiilonbség a csoportok kozott. Kisérletiikkben azt talaltak, hogy az
optimalis stratégia fligg a megtanuland6 tudas fajtajatol (tények vs. rugalmas eljarasok), a

feladatok jellegétdl és az elohivas idejétdl is.

A matematikdban egyik alapkompetencia a kdvetkeztetési képesség, ezért kelthette fel tobbek
érdeklodését, hogy a tesztelési hatas miikddik-e a kovetkeztetéses gondolkodést igényld
feladatok esetén. Tran és tarsai (2015) kisérlete és annak Wissman ¢€s tarsai (2018) altal végzett
megismétlése soran a résztvevoknek egy forgatokdonyv mondatai alapjan kovetkeztetéseket
kellett levonniuk. Tranék kisérletében a kisérleti csoport eredményei nem voltak jobbak, mint
az Gjraolvaso csoporténal. Wissman és tarsai (2018) azzal magyaraztak az eredményeket, hogy
a tesztelt csoportot csak kétszer tesztelték, mig a kontrollcsoportban tiz alkalommal olvastak
ujra a forgatokonyvet. Egy masik lehetséges magyarazat az lehet, hogy az el6hivasos tanulas
csak akkor lehet hatékony, ha az el6hivas sikeres a tesztelés soran (Karpicke & Roediger, 2007),
¢s Wissman ¢és tarsai esetében az el6hivas a tesztelés soran csak 50%-ban volt sikeres. Egy
masodik kisérletben mind a tesztelés, mind az Gjraolvasas négyszer tortént a tanulési fazis alatt,
¢s a végso tesztet késleltették. Ebben az esetben a tesztelési hatds kimutathatd volt. Hasonlo

eredményeket kapott Eglington ¢és Kang (2018) is.

Ezen eredmények fényében lathatjuk, hogy az eddigi eredmények inkdbb az el6hivasi hatas
sikerességét mutatjak be a kovetkeztetést igénylo feladatok esetén, de a megfeleld koriilmények
l1étrehozasanak kulcsfontossagli szerepe van. Ahhoz, hogy a tesztelés beépithetd legyen a
matematika ordkba és hogy érezhetd legyen a pozitiv hatasa, szintén kell¢ koriiltekintésre van

sziikségiink.

Calderdn és Caterino (2016) kozépiskolas didkok korében végzett kisérletei azt mutatjak, hogy
a matematikai teljesitmény ¢€s a hosszatavu eléhivasi készségek kozott szoros Osszefiiggés van.
Eredményeik alapjan arra hivjak fel a figyelmet, hogy érdemes lenne minél tobb eldhivasi hatast
alkalmazé kisérletet végezni kdzépiskolasok korében. Osszpontositva egyrészt az altaldnos
eldhivasi készségek fejlesztésére, masrészt pedig konkrétabban a szamtani ismeretek ¢és

problémamegoldasi folyamatok eldhivasanak fejlesztésére.
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Felmeriil a kérdés, hogy a folyamatos el6hivas segiti-e a hosszi tavii matematika tudas
1étrejottét. Ha a valasz igen, akkor milyen formaban lehet hatékonyan beépiteni az osztalytermi
matematika orak menetébe? Az eddigi ismeretek alapjan ahhoz, hogy létrej6jjon az eldhivasi
hatas, figyelembe kell venniink a kdvetkezoket: az elsé eldhivasnak meg kell torténnie 24 6ran
beliil; a mésolas és csalas nem megengedett; az drai kerete miatt nem vehet igénybe tul sok id6t
¢s a didkoknak részt kell venniiikk benne. A tesztelés formdjat és a kérdések formajat is

figyelembe kell venni.

A Kisérlet

A matematika feladatok Osszetettsége sokféleképpen mérhet6, de az bizonyos, hogy az alabb
felsorolt iranyokhoz, megoldéasi utakhoz mind sziikséges a kovetkeztetési képességek

hasznéalata:

- ismerjiik az alkalmazandé modszert, sziikség van egy oOtletre;

- ki kell valasztani az alkalmazand6 modszert a sokféle modszer koziil;

- ki kell véalasztani az alkalmazandd mddszert a sokféle modszer koziil és utdna sziikség
van egy Otletre;

- modszerek és otletek sorozatat kell alkalmazni, a feladat atlatasa nélkiil.

Kisérletiink célja volt a matematika ora kereteibe beépiteni az el6hivasos tanulas modszerét, és
megvizsgalni ennek hatasait, eredményességét a didkok hosszabb tava tuddsanak
szempontjabol. A kisérlet egy esettanulméany, melyben az el6hivasos tanulds modszerét
alkalmaztuk egy hatranyos helyzetli szakgimnaziumi csoportban. Megvizsgdlom ennek a
csoportnak a matematika tuddsat és annak valtozasat elemezem. A fejlédés mértékének
meghatarozasdhoz eredményeiket sajat iskolatarsaikkal egy elit iskola gimnaziumi tanul6ival

hasonlitom Gssze.

Feltételezésiink alapjan a teszteléses tanulasnak megfeleld koriilmények Iétrehozasaval,
matematika 6rdn, nem laboratdriumi kortiilmények kozott is kimutathatd a hatasa. A kisérlet
kitervezésénél és az eredmények vizsgalatanal is figyelni kell arra, hogy osztalytermi

koriilmények kozott milyen folyamatok térhetnek el a laboratdriumi koriilményekhez képest.

Résztvevok
Magyarorszagon az a tapasztalat, hogy matematikai teljesitménykiilonbség van a magasabb

jovedelmi tanuldk és az alacsonyabb jovedelmi tanuldk kozott; a magasabb jovedelmii

csaladokbol érkez6 didkok kovetkezetesen feliilmuljak az alacsonyabb jovedelmii csaladokbol
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érkezOket. Ezzel Osszefiigg, hogy a kozépiskoldk kozotti teljesitményt illetden is Oridsi a
szakadék: a varosi gimnaziumok tanuloi kovetkezetesen feliilmuljak a varosi szakkozépiskolak
tanuloit (Auguste & Miller, 2009; Bailey & Dynarski, 2011). Ennek kezelése, a kiilonbség
csokkentése mind egyénre vonatkoz6, mind tarsadalmi és gazdasagi okokbol indokolt (Auguste
& Miller, 2009). Kiemelt célunk az eléhivasi hatas alkalmazasaval elérni ezen kiilonbség

csokkentését.

Ebben a kisérletben egy budapesti szakgimnazium és elit gimnazium kilencedikes didkjai vettek
részt. Az elit gimnazium az elmult évek soran a budapesti kozépiskolak rangsoraban elsé tiz
kozott szerepel, mig a szakgimnazium az elmult évek kompetenciamérései alapjan a hatranyos
helyzetli kategoriaba esik. A kisérletben résztvevd didkok eldzetes tudasuk vizsgalata mellett
elészor megkértiik tandraikat, hogy adjanak leirast a didkok (szocidlis) hatterérdl és
motivaciojarol. Az elit gimnaziumban tanit6 kolléga didkjainak legnagyobb része tehetds, jol
szervezett, tamogato csaladbol jon, motivaltsdgukkal nincsen probléma, érdekli ket az iskolai
tananyag, az egyetemre valo felvételi aranyuk kdzel 100%-o0s, és az iskolan kiviil szinte minden
nap kiilonorakon vesznek részt. A szakgimnaziumban tanuld didkok helyzete az elbb leirtak
ellentéte: a didkoknak otthoni problémakkal kell megkiizdenilik (csonka csaldd, kisebb
testvérekrol vald gondoskodasi kotelezettség, szegénység), ebbdl is kifolydlag a didkok
motivalatlanok, felvételi pontszamok nagyon alacsony ¢és fels6foku felvételi aranyuk alacsony.
A kisérletben résztvevd osztalyok szocidlis hatterérdél bévebben a fiiggelékben olvashatunk.
Mindkét iskolaban csoportbontasban tanuljak a didkok a matematikat. A szakgimnaziumban a
csoportba sorolas a matematika felvételi pontszam alapjan torténik. A kisérleti csoport 9 didkja
a szakgimnazium egyik kilencedikes matematika csoportja lett, éppen az a csoport, ahova a
didkok a leggyengébb matematika felvételi eredményekkel keriiltek be. A kontrollcsoport
harom osztaly 1-1 csoportjabol all, egyrészt egy 23 fos csoportot valasztottunk ugyanebbdl a
szakgimndziumbol, és két csoportot pedig az elit gimnazium kilencedik évfolyaméarol,
csoportonként 16 és 18, dsszesen 34 fovel. Szakgimnaziumi kontrollcsoportnak azt a csoportot
valasztottuk, akiknek eldzetes teljesitménye leginkdbb hasonlitott a kisérleti csoport eldzetes

eredményeihez.

Ehhez ellendrizni kellett a szakgimnazium kilencedik évfolyaménak mind a nyolc csoportjanak
elézetes matematika eredményeit, hogy mennyiben tér el egymdstdl az egyes csoportok
matematika teljesitménye. A vizsgalt témakorok az abban az évben vett tananyagok voltak,
amikbél mar a didkok minden csoportban irtak dolgozatot. Osszegyiijtottiik minden

évfolyamrél a dolgozatok eredményét, a halmazok, algebra, egyenletek és fliggvények
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témakorokben. Az ezen témakorokbol szerzett jegyeket az 15.-18. abrak mutatjak. Az egyes
oszlopok egy-egy csoporthoz tartoznak, a piros oszlop 9b felirattal jelzi a valasztott kisérleti

csoportot, mig az utols6 narancssarga oszlop mutatja a csoportok atlageredményét.

A diagramokrdl is leolvashato atlagos eredmények alapjan megallapitottuk, hogy a kisérlet el6tt
a kisérleti csoport atlagos eredményei az abban az évben vett témakorokben a kilencedikesek
atlageredményei koriil ingadoztak. A kisérleti csoport atlagtol vett eltérésének mértéke minden

témakor esetén fél jegynél kisebb volt.

Halmaz Algebra
5
45
4

o

Atlag

15. dbra 16. dbra

Fliggvények Egyenlet, egyenl&tlenség, egyenletrendszer

o

[

Atlag Atlag

17 dbra 18. dbra

A modszer leirasa

A cél az volt, hogy a kisérleti csoport a kisérlet ideje alatt folyamatosan el6hivja az adott
témakort. Figyelni kellett arra, hogy az el6hivas 24 oran beliil legyen, hogy ne legyen se csalas,
se masolds és hogy a gyerekek valdban eléivjak a tananyagot, azaz érdekeltek legyenek és
valoban részt vegyenek a kisérletben. Ezt tigy értiik el, hogy a kisérlet ideje alatt a kisérleti
csoport minden ora végén irt egy 5 perces kis emlékeztet6t az adott oOrai tananyaggal
kapcsolatban. Minden kis teszt soran egy elméleti kérdésre kellett valaszolniuk és egy feladatot
kellett megoldaniuk. Magukra a tesztekre 0, 1 vagy 2 pontot kaptak a didkok annak

fliggvényében, hogy mennyire indultak el j6 irdnyba €s mennyire preciz, teljes megoldast adtak
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be. A didkok a kdvetkezé oran kijavitva visszakaptak a kis tesztet. Azért, hogy érdekeltek
legyenek abban, hogy minél jobb pontokat szerezzenek, a pontokra a kisérlet végén egy jegyet
kaptak. Ezzel a kisérleti elrendezéssel nem csak a folyamatos eléhivast értiik el, hanem azt is,
hogy a didk minden ora utan kapott visszajelzést a teljesitményérdél. Ezt az informdciot a
kisérleti csoport tanarndje felhaszndlhatta a kovetkezd orak megtervezéséhez. Ezzel a két
szemponttal megvalosultak a formativ értékelés feltételei. A kisérleti csoport didkjai is
tudatosabban késziilhettek volna a kovetkez0 orakra, ami szintén segitséget jelentene nekik, de
a didkok mar emlitett szocidlis hattere miatt ez a tényez6 valosziniileg elhanyagolhat6 volt a
kisérlet soran. Az 6ra végi tesztekre az 12. tablazat mutat példakat.

Példak az ora végi tesztekre

l.példa 1. Mi a tiikkrozés definicidja?

2. Rajzold meg az ABCD négyzet B pontra vonatkozo tiikorképét. (A gyerekeknek
lerajzoltdk az ABCD négyzetet.)

2.példa 1. Mi a geometriai transzformacié definicidja?
2. Adott a P pont és tengelyesen tiikrozott képe, P’. Keresd meg és rajzold le a tiikkrozés

tengelyét.
3.példa 1. Mi a sulyvonal?
2. Egy haromszog oldalhosszai 6 cm, 8 cm és 10 cm. Milyen hossziiak a haromszog
kézépvonalai?
4.példa 1. Add meg a 45° radianban vett értékeét.
2. Hany fokos a 2n/7 ivmértékii szog?
S5.példa 1. Adott egy kor 120°-o0s kozépponti szoge. Rajzold le a hozza tartozd korszeletet és
korcikket.
2. Szamitsd ki egy 5 cm sugaru kor 180°-os kdzépponti szdgéhez tartozd korcikk
teriiletét!

12. tablazat

A kisérleti és kontroll csoport didkjai a kerettantervnek megfeleld tananyagot tanulta, a
geometriai transzformaciok témakorét. Osszehasonlitottuk a gimnéziumi és a szakgimnaziumi
kerettanterveket és a helyi tanterveket ¢s megallapitottuk, hogy a tananyag ezen része a két
iskolatipusban megegyezik. Azaz, minden vizsgalt csoportunknak ugyanazokat a fogalmakat
kellett elsajatitaniuk és nagyon hasonld feladatokkal taldlkoztak a kisérlet ideje alatt. A
kerettanterv ehhez az anyagrészhez sorolja a kovetkezdket: koriv hossza, egyenes aranyossag a
kozépponti szog €s a hozza tartozod koriv hossza kozott, korcikk tertilete, egyenes aranyossag a
kozépponti szog €s a hozza tartozo korcikk teriilete kozott, a szog ivmértéke, tengelyes €s
kozéppontos tiikrozes, az eltolas, a pont koriili elforgatds, a transzformaciok tulajdonségai,
geometriai vektorfogalom, szimmetrikus négyszogek, szabalyos sokszogek, vektorok dsszege,

két vektor kiilonbsége, vektor szorzasa valds szammal, vektorok felbontasa dsszetevokre.

Ezen fogalmak és az ezekkel kapcsolatos feladatok elsajatitasara a szakgimnéaziumi tanuloknak

4 hét allt rendelkezésére heti 3 matematika 6raval, igy 6sszesen 11 matematika orajuk volt. A
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gimndziumban hat héten 4t vették a témakort, heti 4 matematika oraval, igy Gsszesen 24
matematika orajuk volt. Az d6ra végi teszteken kiviil a matematika 6rak menete hagyomanyos
modellt kovetett, azaz az ora elején hazi feladatot ellendriztek, majd ezt kdvette az 0j tananyag
tanulasa, majd az azzal és régebbi tananyaggal kapcsolatos feladatmegoldés kovetkezett. Azért,
hogy a kisérlet zokkendmentesen menjen, és valoban ne legyen ismeretbeli kiilonbség a
csoportok kozott, és azonos feladattipusokkal ismerkedjenek meg a didkok, folyamatosan
konzultaltunk a tandrokkal €s Ok is egyeztettek egymdssal. A 13 extra gimnaziumi 6raban a
didkok foleg szamolasos feladatokkal foglalkoztak, nem tanultak ezalatt az idOoszak alatt j
tananyagrészt. A téma befejeztével a csoportok témazarot irtak, a témazarod feladatai ugyanazok
voltak, a témazard Osszeallitasat a csoportokban tanité kollégainkkal kozosen allitottuk Ossze,
a javitasi koncepcidt eldre és a kozben felmeriild kérdések sordn is egyeztettiik. A k6zos
témzaro dolgozat segitségével mértiik fel az el6hivasos tanulas hosszatavu hatasat. A dolgozat

feladatait a 13. tablazatban lathatjuk.

1. feladat:
Az alabbi allitasokrol dontsd el, hogy igaz, vagy hamis! Valaszodat indokold!

a) Ha egy haromszognek van két egyenlé oldala, akkor tengelyesen szimmetrikus.
Indoklas:
b) A szabalyos sokszog barmely szimmetriatengelye tartalmazza a sokszog legalabb egy csucsat.

ﬁ)klés:

€) Ha egynégyszog atloi felezik egymast, akkor kozéppontosan szimmetrikus.
Indoklas:

d) Nincs olyan trapéz, amely k6zéppontosan szimmetrikus._
Indoklas:

e) Van olyan konkav négyszog, amely forgasszimmetrikus._
Indoklas:

f) Ha egy sokszog forgasszimmetrikus, akkor minden szoge egyenlo.
Indoklas:

2. feladat:
Add meg a kovetkezo, fokokban megadott szogek mértékét radianban!
a) 60°=
b) 210°=
c) 22°30°=

3. feladat:
Add meg a kovetkezo, radianban megadott szogek mértékét fokban!
a) 2 =
2m
b) E‘[ =
C) iy =

4. feladat:
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A derékszdgli koordinata-rendszerben @ az A (—2; 5) pont helyvektora. Add meg azon d -ral
egyenl vektor kezdépontjanak koordinatait, amelynek végpontja (—3; 3)!

5. feladat:
Hatarozd meg a 15 cm sugart kor 90°-os kozépponti szogéhez tartozo kisebb korszelet teriiletét és
kertiletét!

13. tablazat

Kutatasi kérdések €s hipotézis
Altalanos célunk az elOhivasi hatds alkalmazisanak megteremtése matematika oOrai

kornyezetben, és az alkalmazas hatékonysaganak vizsgalata. Ehhez kétféle csoporttal is
Osszeszeretnénk hasonlitani a kisérleti csoport tanuldinak az eredményét: sajat,

szakgimndziumi tarsaikkal és egy budapesti elit iskola didkjainak eredményeivel.
Kérdéseink a kovetkezok:

1. kérdés: Jobban teljesitenck-e és magasabb szintli geometria megértést érnek-e el azok a
szakgimnaziumi diakok, akiket az el6hivasos tanulas modszerével tanitanak sajat
szakgimndziumi iskolatarsaikhoz képest, akiket nem tesztelnek minden o6ra végén az
aznap tanult anyagbol?

2. kérdés: Ha egy szakgimnaziumi csoportot a geometria témakor alatt végig az el6hivasos
tanulas modszerével tanitjak, mennyire képesek felzarkozni geometriai megértésben és
tudasban egy elit iskola tanul6ihoz, akiket nem tesztelnek minden ora végén az aznap

tanult anyagbol?

Az eddig ismert kutatasi eredmények alapjan azt gondoljuk, hogy az el6hivasos tanulas
modszere valds tantermi kornyezetben, a matematika targy esetében is hatékonyan
alkalmazhat6. A valos, iskolai koriilmények miatt sok tényezdt figyelembe kellett venni a
kisérlet megtervezésekor ¢és eredmények kiértékelésekor, de ugy véltik, hogy mind a
szakgmindziumi tanulokkal, mind az elit gimndziumban tanuldkkal Osszehasonlitott

eredmények tiikrozni fogjak az el6hivasos tanulas pozitiv hatasait.

Eldzetes adatgytijtés
A kisérlethez kapcsolddo intenzivebb elémunkélatok 2016 marciusaban kezdddtek el és az

adatgylijtés 2016 juniusdig tartott. Ekkor Magyarorszdgon oOsszesen 1401 kozépiskola
mukodott, ebbdl 260 budapesti. Az elit gimndzium ebben az évben Magyarorszag 14. helyét,
Budapest 5. helyét érte el, mig a szakgimnazium Magyarorszag 506., mig Budapest 125.
iskolajaként szerepelt az érettségi vizsgdk és kompetenciamérések alapjan. Tovabba a

kilencedik osztalyos felvételi vizsgan szerzett pontszamok alapjan a kisérleti csoport pontszama
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volt a leggyengébb, s6t, a szakgimnazium Osszes csoportja koziil ez a csoport kapta a
legkevesebb pontszamot. A felvételi vizsgan szerzett pontszam Gsszefiigg a diakok eldzetes
geometria tudasaval, hiszen a felvételi vizsga tiz feladatabol harom geometria feladat volt és
egy tovabbi megoldasa pedig vizualis képességeket igényelt. Az elit gimnaziumi csoportok
tanuloinak kozel maximalis pontszamot kellet elérniiik ahhoz, hogy felvételt nyerjenek az
iskolaba, ami azt jelenti, hogy ezeken a geometria feladatokon is kdzel maximum pontszdmokat
kellett szerezniiik. Tehat ez alapjan a gimndziumi csoportok eldzetes tudasa stabilnak
mondhatod, ellentétben a hatranyos helyzetii iskola tanulodival, akiknek a kisérlet kezdetén

fogalmi lemaradasuk volt az elit gimnaziumi csoportoktanuldihoz képest.

Eredmények
A kisérleti csoport tagjai jol teljesitett az ora végi emlékeztetokon, eredményeik 78% és 96%

kozott volt. Ez azt jelenti, hogy sikeriilt bevonni a didkokat az el6hivasos tanulds modszerébe,

mert az 6ra végi teszteken az el0hivasok nagyrészt sikeresek voltak.

A Kkisérleti és kontrollcsoport kozos témazard dolgozata a fiiggelékben is megtalalhatd. A
dolgozathoz sziikséges tudas feldlelte az elit gimnazium ismeretanyagat is. Az alabbiakban a
feladatok és az eredmények elemzése kovetkezik. A témazard 6t feladatbdl allt, az els6 feladat

elméleti kérdéseket tartalmazott, a tobbi négy feladatmegoldas volt.

Kvantitativ eredmények
A kvantitativ eredményeket a 14. tablazat és a 19. dbra mutatja. Ebben a témazard dolgozat

eredményeit mutatjuk be feladatonként a harom csoportban. A tablazatban lathatd az elsd,
elméleti feladat majd a tovabbi négy feladat. A feladatok sorszamai helyett, a feladatok tipusat,
6 témajat tiintettiik fel. A témazard dolgozateredmények kiértékeléshez az ,,anova” modszert
hasznaltuk, és azt kaptuk, hogy a kisérleti és a gimnaziumi csoportok teljesitménye kozott nincs
szignifikans kiilonbség, mig a gimnaziumi csoportok €s a kisérleti csoport szignifikansan

sokkal jobban teljesitettek a kontrollcsoportbeli szakgimnaziumi didkoknal.

Elsé kisérlet tétmazaro6 dolgozatainak eredményei

Elméleti feladat Fok — rad Rad — fok Vektor Koreikk Ossz.
Csoport Atlag  Szordas Atlag  Szoras Atlag  Szoras  Atlag  Széras Atlag  Szoras  Atlag  Szoras
Kisérleti ,670 ,246 ,815 ,337 ,857 242 722 ,291 ,666 416 ,745 ,236
Kontrol: szakg. 443 ,192 ,660 ,312 ,653 ,369 ,391 ,360 470 ,350 ,523 ,234
Kontrol: elit g. ,786 ,160 ,922 ,201 ,844 234 127 ,409 745 ,367 ,805 ,214
Atlagos eredm. ,651 ,240 ,816 ,286 778 299 ,609 ,406 ,638 ,384 ,698 ,256

14. tablazat
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Témazaro eredmények osszehasonlitasa
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19. dbra
Kvalitativ eredmények
A 4. tablazatban lathat6, hogy a legnagyobb (bar statisztikailag jelentéktelen) kiillonbség a
kisérleti csoport és a kontrollcsoport atlagos pontszdmai kozott az elsé feladatban volt. Ezért a

kovetkezokben részletezzik és elemezziik a diakok elso feladatra adott valaszait.

Tanulék kivalasztasa Kisérleti csoport T1
T2

Kontroll: szakgimnazium T3

T4

Kontroll: elit gimnazium TS

T6

15. tdbldzat

A diakok, bar mind egyénileg dolgoztak, mind eltérd utakat jartak be, mégis megjelent néhany
tipikus megoldasi ut, tipikus hibas gondolatmenet az adott csoportokban. igy minden csoportbol
kivalasztottunk néhany tanulot (15. tablazat), akiknek megoldasain, gondolatmenetein keresztiil

egy atfogo képet kaphatunk az adott csoport tanuldinak megoldasi utjairol.

A dolgozat elsé feladataban feltett kérdések inkabb az elméleti tudasra kérdeztek ra, de
megoldasahoz nem feltétlentil volt elegendd a fogalmak ismerete. A feladat hat részfeladatbol
allt, mindegyik esetben az ott szerepl6 allitas igazsagértékét kellett meghatarozni, az indoklas
elvart volt. A tanuloknak emlékezniiik kellett a szimmetridk, transzformaciok és sokszogek

definicidira és alkalmazniuk is kellett a tanult ismereteket. Emellett alapindoklasokat kellett
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megadniuk a definiciok és a tanult tulajdonsdgok alapjan. Fel kellett tudniuk hasznélni a
kiilonbozo tipust szimmetriak tulajdonsagait és hatasait az alakzatok tulajdonsagaira. Sziikség
volt annak megallapitasara, hogy az egyes szimmetriakkal rendelkez6 alakzatokra milyen k6zos
tulajdonsagok igazak, vagy meg kellett tudniuk adni a szimmetridk és bizonyos egybevagosagi
transzformaciok kozotti kapesolatot. Példaul a tengelyes tiikkrozésre igaz, hogy a tengely pontjai
nem mozdulnak el (fixegyenes), és az is, hogy megérzi tetsz6leges két pont tavolsagat. Ehhez
kapcsolodhat az a) részfeladat, amikor szakaszok egyenldsége alapjan kell kovetkeztetniink
szimmetridra. A feladat megoldasa soran meg kell keresni az esetleges tengely helyét, és azzal

ellendrizni kell, hogy minden pont a megfeleld helyre keriil.

Az alabbiakban a kivalasztott hat didk megoldasat mutatjuk be példaként (16. tablazat).

A hat valasztott tanul6 elsé feladatban adott valaszai

1. Az alabbi allitasokrol Tanulok megoldasai

dontsd el, hogy igaz, vagy

hamis! Valaszodat indokold!

la: Haegy haromszognek van T1: ,lIgaz, mert az egyenlészart haromszogek tengelyesen

két egyenlé oldala, akkor szimmetrikusak.

tengelyesen szimmetrikus. T2: ,Igaz. Egy sikbeli alakzatnak akkor van szimmetriatengelye, ha
az alakzat pontjait tengelyesen tiikrozve a tengelyre, akkor az
alakzatot magat kapjuk.”

B
1. Kép. T2 tanulo rajza az 1a feldatrészhez
T3: ,,Igaz, mert ha két oldal egyenld, akkor van szimmetritengely.”
T4: “lgaz, mert egy haromszog akkor és csak akkor szimmetrikus, ha
egyenl6szara.”
T5: “Igaz, mert a haromszdg két oldala egyenld, azaz a haromszog
szabalyos vagy egyenl6szari haromszog €és ezek mindig tengelyesen
szimmetrikusak.”
T6: “Igaz, mert az atfogon fekvo szogek egyenldek.”
1b: A szabalyos sokszog T1: Hamis, mert van olyan szimmetriatengely, ami szakaszfelezd
barmely szimmetriatengelye merdleges.
tartalmazza a sokszog T2: “Igaz, mert a tiikortengelyt a csucsokra helyezziik.”
legalabb egy csucsat. T3: “lgaz, mert a szabalyos sokszogek szogei egyenléek.”
T4: “Igaz, mert minden szabalyos sokszog koré irhatunk egy kort,
ami atmegy a sokszog minden cstcsan.”
T5: “Hamis, pl.:

2
2. Kép: TS5 tanulo rajza az 1b feladatrészhez
T6: “Hamis, mert a szimmetriatengely az oldalak felezGpontjait is

Osszekotheti.”
1c: Ha egy négyszog atloi T1: ‘Igaz, mert ha példaul a szimmetriatengelyen félbehajtjuk, akkor
felezik egymast, akkor latjuk, hogy j6. Azaz, ha egy négyszog atldéi nem felezik egymast,

akkor nem lehet szimmetrikus."
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kdzéppontosan
szimmetrikus.

T2: “ Igaz, mivel egy alakzat kozéppontosan szimmetrikus, ha van
egy olyan pont a sikon, amire vonatkozoan elvégezve a tiikrozést,
magat az alakzatot kapjuk vissza.”

XN /
AT V/

3. Kép: T2 tanulo rajza az 1c feladatrészhez
T3: "Hamis, mert a négyszogek koziil csak a paralelogramma
kézéppontosan szimmetrikus."
T4: “Igaz, vegylink példaul egy paralelogrammat.”
T5: “Igaz, mert ha a csticsokat az atlok metszéspontjara tiikkrozziik,
akkor a szemkozti csiicsok egymas tiikkorképei lesznek.”

T6: “Hamis:”
" %,

4. Kép: T6 tanulo rajza c;z ¢ feladatrészhez

1d: Nincs olyan trapéz,
amely kozéppontosan
szimmetrikus.

T1: “Igaz, hiszen nincs neki szimmetriatengelye.”
T2: “Igaz, mert a trapéz tengelyesen szimmetrikus.”

§s H

ST [ T

5. Keép: T2 tanulo rajza az 1d feladatrészhez
T3: “Igaz, mert a trapéz nem lehet kdzéppontosan szimmetrikus.”
T4: ,lgaz, a trapéz nem lehet kdzéppontosan szimmetrikus, mert az
egyetlen kozéppontosan szimmetrikus alakzat a paralelogramma.”
T5: “Hamis, mert minden négyzet trapéz, ami kdzéppontosan
szimmetrikus.”
T6: “Hamis:”

T
\ﬂ\
W

6. Kép. T6 tanulo rajza az 1d feladatrészhez.

le: Van olyan konkév
négyszog, amely
forgasszimmetrikus.

T1: “Hamis, mert csak a konvex négyszdgek szimmetrikusak”.
T2: “Nincs ilyen négyszdg, mert akkor 360°-kal kellene forgatnunk.”

7. Kép: T2 tanulo rajza az le feladatrészhez.
T3: “Igaz, mert a téglalap forgasszimmetrikus.”
T4: “Igaz, mert ha példaul elfogatunk egy konkév deltoidot, akkor
visszakapjuk az alakzatunkat.”
T5: “Hamis, mert a konkdv négyszdgeknek csak egy konkav szoge
van.”
T6: “Hamis, mert ha az dbra forgasszimmetrikus, akkor legalabb két
egyenld szoggel rendelkezik. De tudjuk, hogy egy négyszog belsd
szogeinek dsszege 360°, és a konkdv négyszognek van olyan szoge,
amely nagyobb, mint 180°, tehat lehetetlen, hogy legyen ilyen
négyszog.”

1f: Ha egy sokszog
forgasszimmetrikus, akkor
minden szoge egyenlo.

T1: “Igaz, mert a forgatas utan a sokszog képe dnmaga lesz, és ez
csak szabalyos soksz0g esetén lehetséges.”
T2: “Hamis, mert a paralelogramma szogei nem egyenléek.”
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T3: “lgaz, mert ha forgasszimmetrikus az alakzat, akkor
kozéppontosan is szimmetrikusnak kell lennie.
T4: “Igaz, mert ha kdzéppontosan szimmetrikus, akkor egyenldk a
szogei.”
T5: “Hamis, mert a paralelogramma forgasszimetrikus, de a szogei
nem feltétleniil egyenldek.”
T6: “Hamis, példaul ott van az a hatsz6g, aminek minden masodik
szoge 150°-0s, és a tobbi meg 90°. Igy lesznek megfelelé szogek a
forgatashoz.”

16. tablazat

A 17. tablazat a kisérletben résztvevd Osszes tanuld elsé feladatra adott megoldasanak
elemzését mutatja (Dey, 1993). Bar a didkok megoldasai kiilonboztek, az elemzés sordn a
megoldasok altalanositasa €s rendszerezése lehetséges volt. Ha egy hiba/jelenség a tanulok
legalabb 30 szazalékanak megoldasdban el6fordult, akkor "gyakori"-nak jeloljik, egy
hiba/jelenség pedig akkor fordult eld "ritkan", ha a diakok megoldasainak kevesebb, mint 30

szazalékaban fordult eld.

A 14.-17. tdblazatokat elemezve megallapithato, hogy a kvantitativ és a kvalitativ eredmények
szoros kapcsolatot mutatnak. A kisérleti csoport megoldasai, tobb szempontot is megvizsgalva,
jobbnak mondhato6, mint a kontrollcsoportban sziiletett megoldasok. A kontrollcsoportban t6bb
hibatipus fordult eld, és a didkok gyakrabban hibaztak. (A 17. tablazatban példaul lathatjuk,
hogy az "Allitas megforditisa", A ,,Definiciok hidnyos ismerete" és az "Egyéb logikai hiba"
hibatipusok ritkan fordulnak eld a kisérleti csoportban és gyakoriak szakgimndziumi tarsaiknal.
Eszrevehetjiik, hogy ahogy a kvantitativ eredmények mutatjak, a kisérleti csoport vélaszai sok
esetben hasonlitanak az elit gimnaziumi tanulok valasztipusaihoz. Azonban az elit gimnaziumi
didkok pontosabb és teljesebb megoldasokat adtak, mint a kisérleti csoport tanuldi. A két
csoport kozotti kiillonbség megjelent még abban, hogy a "Példakban gondolkodas " és "Az
allitas megforditasa" gyakrabban fordult el6 a kisérleti csoportban, mint az elit iskolaba jard
tanuloknal. Altalaban a szakgimnaziumi csoportok elsd feladatra adott valaszai tikrozték, hogy
ritkan oldottak meg ilyen jellegii feladatot. Ugyanis amikor eldontend6 allitasokkal talalkoztak
korabban, akkor nem vartak el téliikk az indoklast. Ez altalanos iskolaban érthetd, de a kilencedik
évfolyamos kerettantervek kiilon kitérnek az indoklasi igény kifejlesztésére és fejlesztésére. (A
,,bizonyitas igénye”, , matematikai aton val6 indoklas” kiilon sorokat kapnak a kerettantervi

tablazatokban).

A masodik ¢és harmadik feladatban a tanuldknak a fok és ivmérték kozotti Gsszefiiggest kellett
alkalmazni a tanult definiciok és szabalyok alapjan. A negyedik feladat megoldasdhoz nem csak

a derékszogli koordinatarendszerben kellett tdjékozodniuk, hanem ossze kellet tudniuk azt
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kapcsolni a vektorokkal kapcsolatos miiveletekkel, ismerniiik kellett a helyvektor fogalmat, két
vektor egyenldségét, és egy altaluk valasztott tetszéleges modszerrel végre kellett hajtaniuk az
eltolast. Példaul Osszeadhattdk a koordinatakat; a vektor segitségével is lépkedhettek a
koordinatarendszerben, majd a kapott pontokat algebrailag is értelmezniiik kellett. A kisérleti
csoport mindhdrom feladatban elérte az elit gimndziumi csoportok szintjét. Ismerték a
szabalyokat, ¢és alkalmazni is tudtdk azokat. Ezzel szemben a szakgimnaziumi
kontrollcsoportban gyakran fordult el6, hogy nem ismerték az alkalmazandé szabalyokat,

modszereket, vagy ha ismerték dket, akkor azokat nem tudtak alkalmazni.

A témazaré dolgozat elso feladatara érkezett megoldasok rendszerezése |

Valszok tipusai: Melyik  Melyik diak Altalaban, az egyes csoportokban, milyen gyakran fordult el§ az
Mennyire helytallo? feladat? a6 koziil? adott valasztipus?
Milyen hiba fordul el? Kisérleti csoport Szakgimnaziumi Elit-gimn. Kontroll
Kontroll
Tanult tétel hasznalata la T1,T4,T5 gyakori gyakori gyakori
Nem tanult tétel hasznalata 1a, le T2, T5 ritka nem fordult el ritka
(bizonyitas nélkiil)
Példakban gondolkodas 1a, 1b, T1,T2, T3, gyakori gyakori ritka
(nincs altalanos megoldas)  1c, 1f T4,T6
Allitas megforditasa (nem la,1b, T2, T3 ritka gyakori nem fordult el
vették észre a 1d
megforditast)
Hibatlan megoldas 1a, 1b, T1, T2, T4, ritka ritka gyakori
1d, 1e, T5,T6
1f
Jo, de nem teljes megoldas  1b, 1c, T1, T2, T5, gyakori ritka gyakori
(pL: hianyzik az le, 1f T6

ellenpélda, nem teljeskora
az érvelés, jo a megoldas,
de nem elég részletes)

Tartalmas gondolatok, de 1b T4 nem fordult el ritka nem fordult el
nincs kapcsolat a feladattal
Definiciok hianyos 1d, 1f T1,T2, T3, ritka gyakori ritka
ismerete T4,T6
Uresen hagyott feladat le, 1f - nem fordult el6 gyakori nem fordult el6
Egyéb logikai hiba 1b,1d, T1,T4 ritka gyakori ritka
le
Alakzatok hierarchidjanak  1c T3 nem fordult el§ ritka nem fordult el6

hibas/hianyos ismerete

17. tablazat

A masodik legnagyobb kiilonbség a gimndziumi €s a kisérleti csoportok kozott az 6todik
feladatnal mutatkozott. Az 6todik feladat abban az értelemben Osszetett, hogy a haromszdgekre
¢és korokre vonatkozo ismeretek egylittes alkalmazasat igényli. A megoldashoz latni kell, hogy
egy szakasz betOlthet egyszerre tObb szerepet is, azaz lehet példaul egy derékszogii haromszog
atfogoja és kozben egy kor egy hurja is. Amikor ezt valaki észrevette, azutan még alkalmazni

kellett a Pitagorasz-tételt, tisztaban kellett lenni a keriilet €s teriilet fogalmaval és kiszamitasi
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modjukkal. A hibatipusokat tekintve a harom csoport egészen hasonléan szerepelt, mindharom
csoportban megjelentek szamolasi, egyenletrendezési hibak, és megjelent az is, hogy a korszelet
kertiletéthez nem adtak hozza a huar hosszat, azaz a 90°-hoz tartozo ivvel azonositottak a
korszelet keriiletét. A kisérleti és az elit gimnaziumi kontrollcsoport kozotti f6 kiilonbség a
megoldas algebra részében rejlett. A kisérleti csoportban minden tanulé tudta, hogyan kell
elkezdeni a feladatot, azonban sulyos algebrai hibakat, példaul hogy %- c= %, valamint sok
szamitasi és atrendezési hibat kovettek el. Szamukra a feladat tal dsszetett volt, vagy az algebra
téma szdmukra nehezebben ment. Ekdzben az elitiskola didkjai ritkdn kovettek el stlyos
algebrai hibdkat. A szakgimnaziumi kontrollcsoport didkjai altalédban el sem jutottak a feladat
szamitasi részéhez, az a néhany didk, aki eljutott, vagy az algebraba bonyolodott bele, vagy a

mértékegységekkel kapcsolatban kovetett el hibakat.
Osszehasonlitds a kordbbi év évfolyamdval

Osszehasonlitds ugyanabban az iskoldban,
korabbi tanévben

100%
90%
80%
70%
60%
50% m Korabbi év
40% W Kisérleti csoport
30%
20%
10%
0%
Elmélet fok<->rad Vektor
20. abra

A kisérleti csoport tanarndje a kisérletet megel6z6 évben is tanitott két kilencedikes csoportot
a szakgimnaziumban, ezért Osszevetettik az O eredményeiket is a kisérleti csoport
eredményeivel. Ez a kisérlet el6tti témazard dolgozat az ,,Egybevagosagi transzformaciok”
témakorébol megtalalhato a fiiggelékben C részében. A két dolgozat altal atfogott témakdrok
nagyjabol megegyeztek, de harom fogalom-, illetve feladatkor az, amit dsszehasonlithatonak
tartunk: a szimmetriakkal kapcsolatos elméleti tudasrol szold feladatok, a fok és ivmérték
kozotti atvaltasok és a vektormiiveletekkel kapcsolatos feladat. A dolgozat elméleti feladatai
nem igényeltek indoklasokat, a vektorokkal valo miveletekkel kapcsolatos feladatot
egyszerlibb szerkesztéssel meg lehetett oldani, valamint a fok és ivmérték kozotti atvaltasok

esetén csak egész szogek, illetve a m egész szamu tobbszordseivel és egy nevezetes hanyadaval
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(mn/2-vel) kellett dolgozni. Ez alapjan azt gondoljuk, hogy ezt a dolgozatot akar egy felszinesebb
tudassal is meg lehetett irni ugyanolyan, vagy akar jobb eredménnyel is. Az eredmények
Osszehasonlitasat a 20. dbra szemlélteti. Lathatd, hogy mindharom témakor esetén a kisérleti

csoport tobb, mint 10%-kal jobban teljesitett osszetettebb feladatok esetén.

Felmertil6 kérdések
Esettanulméanyunk a kilencedik évfolyamon sok szempontbol meggydzd volt, varakozason

feliili teljesitményt nyujtottak a kisérleti csoport tanuloi.

Felmeriilt benniink egyrészt az a kérdés, hogy a teszteléses tanulas hatassal van-e a tanulok
altalanos el6hivasi képességére, azaz hogy talan a kisérleti csoport nem csak a geometria
teriletén nyujt majd kiemelkedd teljesitményt. Elképzelhetonek tartottuk, hogy maga a
tesztelés gyakorldsa esetleg pozitivan hat magara az eléhivasi folyamatra, és ezaltal a mas
tantargyakban nyujtott teljesitményre is. Mint megtudtuk a szakgimnaziumi osztaly néhany
tanaratol, 6k nem éreztek fejlodést a kisérleti csoport didkjainal és a dolgozateredményeik
alapjan sem lattak teljesitménybeli kiilonbséget a kisérleti csoport osztalytarsaikoz képest,
akiket nem tesztelve tanitottak. Ebbdl arra kovetkeztettiink, hogy a kisérleti csoport jo
eredményei nem a dolgozatirds begyakorldsanak, hanem a geometriatudasuk folyamatos
tesztelésének ¢€s a tesztelés altali tuddsmegerdsitésnek volt kdszonhetd. Természetesen attol
még, hogy mas tantargyak esetében nem volt érzékelhetd a javulas, ezt az esetlegesen fellépd

jelenséget érdemes lenne alaposabb vizsgalatnak alavetni.

Mivel kisérletiink nem laboratoriumi koriilmények kozott zajlott, hanem sok esetben az
idealisnak képzelt helyzeteket megvaltoztattak a vald ¢€let altal diktal koriilmények. Végso
célunk az clohivasos tanulasi modszer, matematika oOrara vonatkozo, minél tisztabban
kimutathat6 hatasa, ezért igyekeztiink a kisérlet megtervezésekor minimalizélni az el6hivasi
hatds mellett megjelenhetd egyéb hatasokat. Ennek ellenére bemutatott esettanulményunknak
tobb megkérddjelezhetd része is van, gyakorlati okokbdl kifolydlag nem allt modunkban
kiegyensulyozni minden esetleg zavard koriilményt. Egyik ilyen fobb kiillonbségeknek
tekintjlik a tanulok szama kozti eltérést, mert amig az elit gimnaziumi kontrollcsoportban 34
diak volt, addig a kisérleti csoportban csak 9. Egy mésik nagy eltérést a két csoport kozott az
oraszambeli kiilonbség adta, mert amig a kisérleti csoportnak csak 11 6rdja volt a témakorre,
addig a gimnaziumi kontrollcsoportnak 24. Felléphettek még ezeken kiviil iskolai hatasok,
évfolyamhatéasok €s tanari hatdsok. Azaz hogy a médszer mennyiben fiigghet attol, hogy milyen
iskolakban, milyen korosztallyal és tanarokkal végezziik el a kisérletet. Példaul nem lehet

kizarni azt, hogy bizonyos csoportokban bizonyos tandrok nagyobb hatékonysaggal képesek
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tanitani az anyagot. A kisérlet sordn is mar igyekeztiink ezt a hatdst finomitani a tanuldsi
folyamatok minél szigorabb szabalyozasaval, a csoportok ko6zotti minél szorosabb
Osszehangolassal. Ennek ellenére szerettiink volna a lehet6 legtobb kételyt kizarni, igy ezen

zavard tényezOk kisebbitése céljabol elvégeztiink egy utdkisérletet.

Utokisérlet

Az évfolyam-, a tandri-, a 1étszam és 6raszdm miatt esetlegesen fellépd torzitd hatasok kizarasa
érdekében elvégeztink egy utdkisérletet 2017. O0szén. Ez az utokisérlet szintén egy
esettanulmanynak tekinthetd, melyben az eldzd kisérletiinkben a kisérleti csoportot tanitd
kollégat valasztottuk ki az utokisérleti kontroll és kisérleti csoportok kozos tanardnak. A
tanarnd abban az évben tanitott két végzds csoportot ugyanabban a szakgimnaziumban, ahol az
eldz0 kisérlet is folyt. A két csoport a gimnaziumi évek soran teljesen egyiitt haladt: ugyanaz a
kolléga tanitotta nekik a matematikat, ugyanannyi ordban és ugyanolyan sorrendben és
mélységben tanitotta nekik a témakoroket. Ez alapjan elmondhatd, hogy a két csoport
ugyanolyan matematikai hattérrel rendelkezett a kisérlet kezdetekor. A csoportbontds még
kilencedik év elején tortént, a diakok matematika teljesitménye alapjan, majd ezutan osztjak be
a gyerekeket a nyelvi sdvokba. Igy a két csoport egyike a ,,németes”, a masik csoport az
»angolos” csoport. A két csoport eldzetes matematika teljesitményének vizsgalatat
sziikségesnek tartottuk a kisérleti csoport kivalasztasdhoz. A 21. dbran lathatoéak a csoportok
atlagos év végi eredményeia 9., 10. és 11. évfolyamokon. Az utolso két oszlop mutatja a hdrom
¢v atlagat. Az angolos csoport mindharom korabbi évben szignifikdnsan gyengébben teljesitett
a T-préba alapjan, igy ezt a csoportot valasztottuk kisérleti csoportnak és a németes, erdsebb
csoportot kontroll csoportnak. Az angolos csoportban 12, mig a kontroll csoportban 13 didk

volt.

A kisérlet kezdetekor a két csoport mar atismételte a sorozatok témakorét és a térgeometria
témakor el6tt alltak. A kisérlet soran az el6hivasos tanulas modszerén nem valtoztattunk, azaz
a tesztelt tanitdsi modszer az el6z0 kisérletben bemutatott modszerrel teljesen megegyezik.
Azaz a kisérleti csoport minden 6ra végén irt egy b6 6t perces emlékeztetdt az aznap tanult
anyagrészbdl, mig a kontrollcsoportot nem tesztelték, ket hagyomanyos modszerrel tanitottak.
A térgeometria témakdrére mindkét csoportnak hat hét allt rendelkezésére, ami alatt kétszer

irtak dolgozatot a didkok. A 22. és 23. abrak mutatjak ezen dolgozatok eredményeit.
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A diagramok vizszintes tengelyén a szamok jelolik a dolgozat feladatainak sorszamait, és a
diagramok az egyes feladatokon elért atlagos pontszamokat mutatjak szazalékban. A kisérleti
csoport az els@ dolgozatban kiemelkedden, a masodik dolgozat sordn a kontrollcsoporttol

megkiilonboztethetetlentil szerepelt.

Ezen esettanulmany erdssége, hogy a vizsgalt csoportok kozotti eltérést sikeriilt minimalizalni.
Ezzel tehat megerdsithetjiik azt az eredményiinket, hogy a tesztelése tanulds matematika 6ran
IS hatékonyabb tanulasi és tanitdsi modszernek bizonyul a hagyomanyos (ismétlést,

ujramagyarazast, diktalast, stb...) munkaforméknal.

Diszkusszio

Ezen kutatas elsd része egy budapesti szakgimnaziumban ¢és elit gimndziumban végzett
esettanulmanyt mutat be, melyben az eléhivasos tanulds modszerének hosszutavi hatdsat
vizsgaljuk matematika oran. A szakgimnazium egyértelmiien a hatranyos helyzetii iskolak kozé
sorolhat6o az évente megjuld kompetenciamérések alapjan, mig az elit gimndzium évek oOta
Budapest legjobb 10 kozépiskolaja kozé tartozik. Az esettanulmany egyik fo célja annak
kideritése volt, vajon csokkentheté-e a szakgimnaziumok és a gimnaziumok kozotti
matematikai teljesitménykiilonbség e specidlis modszer alkalmazédsaval. A kisérlet sordn
haromféle csoport eredményeit hasonlitottuk Ossze: a kisérleti szakgimnaziumi csoport, a
kontroll szakgimndziumi csoport €s az elit gimndziumi kontrollcsoportok eredményeit. A
témazard dolgozat kvantitativ és kvalitativ eredményei alapjan az el6hivasos tanulas hatassal

volt a hosszutava geometria tudasra.

Valasz az 1. kérdésre
A kisérleti csoport az alkalmazott mddszernek koszonhetden kiemelkedden teljesitett. A

teszteléssel tanitott didkok a témazar6 dolgozat feladataiban 1ényegesen magasabb pontszamot
értek el, jobban megértették a dolgozatban szerepld definicidkat és kevesebb hibat kdvettek el
érveléseik és problémamegoldd stratégiajuk soran, mint szakgimnaziumi tarsaik, akiket nem

teszteltek a témakor soran.

Valasz a 2. kérdésre
A témazar6 eredményeket megvizsgalva megallapitottuk, hogy a kisérleti szakgimnaziumi

csoport és az elit gimnazium csoportjainak atlagpontszamai statisztikailag megegyeztek. A
geometriai egybevagosag témakorében a kisérleti csoport kozel olyan jol teljesitett, mint az elit
gimnazium tanuléi. Bar statisztikailag megegyezett a két csoport eredménye, az elsé és az

utolsd feladatban mégis észrevehetd kiillonbséget tapasztaltunk az elit gimnazistdk javara.
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Megallapitottuk, hogy ez a kiilonbség a kisérleti csoport algebrai (szamitdsi hibak,
egyenletrendezési hibak) és formalis logikai hidnyossagainak tulajdonithatd. Ezzel tehat
elmondhatjuk, hogy az el6hivéasos tanulas mddszerének segitségével sikeriilt csokkenteni egy
elit gimnazium ¢és hatranyos helyzeti szakgimnazium iskola tanuléi  kozotti

teljesitménykiilonbséget a hosszu tava tudast tekintetében.

Tovabbi megjegyzések és a kisérlet korlatai
Olvasva a kisérletet talan elgondolkodtato lehet, hogy a kisérleti csoportnak miért éppen egy

szakgimndziumi csoportot valasztottunk. A szakirodalmi attekintés alapjan mi erésen sejtettiik,
hogy a matematikatanulas soran is fontos szerepet jatszhat az elOhivasi hatas. A
szakgimnaziumi csoport kivalasztasa nem csak abbol a szempontbdl tiint jo valasztasnak, hogy
ezaltal hatranyos helyzetli didkokon segithettiink (akar igényelték ezt akar nem), hanem hogy a
tanulasi koriilmények viszonylag tisztdk maradtak és ezaltal az elOhivas hatdsat viszonylag
torzitalanul tudtuk vizsgalni. Ugyanis a valasztott szakgimnaziumi csoport didkjairol
személyesen tudtuk, hogy motivalatlanok az iskolai o6rakkal kapcsolatban, ami foként a
hatranyos helyzeteik halmozasabél fakadt. Igy a szakgimnaziumi diakokra hato eldhivasos
tanuldsi modszert nem zavartak olyan ,,zavar6” koriilmények, mint otthoni 6nall6 tanulés, hazi
feladat iras, vagy az orai feladatok baratokkal valo megbeszélése, vagy az otthoni, matematikai

tartalmu beszélgetések.

Felmeriilhet az a gondolat is, hogy a kisérleti csoport jo eredménye nem vagy nem kizardlag a
tesztelés kozvetlen memoridra hato pozitiv hatasaval van kapcsolatban, hanem a kisérlet soran
egyre pozitivabb Onbecsiilés is hozzajarult a fejlédéshez. Hiszen a kisérleti csoport felé mar
tobb tanaruk is jelezte, hogy az évfolyamhoz képest gyengén teljesitenek. A kisérleti csoport az
oravégi teszteken abszolut jol szerepelt, hiszen atlageredményiik 80%-os volt. Ezzel tehat
létrejohetett benniik egy pozitiv attitid, elkezdhettek hinni abban, hogy képesek elsajatitani a
tananyagot — csupan a tesztelés altali onismeretjavulds miatt (Bandura, 2008). Ez a hatds a
kisérleti csoport tanarndje szerint érzékelhetd volt, de a didkok az otthoni munka fogalméanak
megismeréséig egészen biztosan nem jutottak el. Ezzel tehat egyéb tanuldsi médok fellépésének

zavard hatasat tovabbra is kizarhatjuk.

A kutatasi eredményeink pontositadsa és az eléhivas tovabbi hatasainak vizsgélata céljabol
eléremutatonak latnank egy hasonld kisérlet végrehajtasat, melyben a résztvevok szamat
novelnénk. Erdemes lenne még vizsgalni az el6hivasi hatast kiilonbozé iskolai koriilmények
kozott, hogy elemezni lehessen a teszteléses tanulasi modszer hatékonysagat a matematika

tanitds és tanulas killonboz6é témakdreiben és szintjein. Ugy gondoljuk, hogy a megfelelé
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koriilmények kozott alkalmazott el6hivasos tanuldsnak fontos szerepe van a hosszatava
matematikai tudas és képességek létrejottében, fejlesztésében. Igy az elShivasos tanulasi

modszer segitségével a matematikaoktatas hatékonyabba valhat.

Osszefoglalas

Dolgozatom két cikken alapszik, az ezekben leirt eredményeket fejtem ki részletesen — ez
alapjan a dolgozat két részre tagolodik. Az elsd részben budapesti és miskolci kdzépiskolasok
geometriai megértési szintjeinek elemzése olvashatd. A megértési szintek elméletét a van Hiele
hazaspar dolgozta ki, majd Usiskin hozott 1étre egy tesztet, ami alapjan a van Hiele szint
mérhetévé is valt. Megvizsgalva a NAT elvarasait és ezeket 6sszevetve a van Hiele szintekkel,
megallapitottuk, hogy a NAT az altalanos iskola végénél jaro didkoktdl mar a harmadik szintet,
mig a kozépiskola végére mar a negyedik szintet varja el. A kitoltott tesztek alapjan azonban
megallapitottuk, hogy a kozépiskoldsok se bemenetkor, se kimenetkor nem érik el a harmas
szintet sem, azaz a kozépiskola végére sem fejlodik a geometriai megértésiik a NAT szerint mar
a bemenethez sziikséges szintre. A vart fejlodés elmaradasanak okait vizsgalva eljutottunk az
¢érettségi kovetelményekhez és a konkrét érettségi vizsgan szerepl6 geometria feladatokhoz. Azt
tapasztaltuk, hogy az érettségi vizsgan szereplé feladatokban, bar szerepel a ,,bizonyitas”,
~mutasd meg” kifejezések, mégis ezen feladatok megoldasdhoz nem sziikséges eljutni a
negyedik szintre. Még az emelt szintli érettségi geometria feladatainak megoldasai sem igénylik
a negyedik szint meglétét. Mivel a kozépiskoldk, a tanarok és a kozépiskolas didkok fo
motivaciojat az érettségi vizsgakon vald jo szereplés adja, ezért az ott Szerepld feladatok
nehézségi foka hatarozza meg az elérni kivant célt és nem a NAT-ban megfogalmazott
kompetencidkat probaljak meg elérni. Ez pedig oda vezet, hogy bar a kozépiskolasok négy éven
keresztiil ijabb ¢és tjabb geometriai ismeretekkel €s feladat tipusokkal talalkoznak, geometriai
szemléletiik mégsem fejlédik a van Hiele értelemben. Osszefoglalva tehat, a diakoktol elvart
szint és a didkok valodi geometriai tudasa kozott nagy az eltérés a magyarorszagi
kozépiskoldkban. Véleménylink szerint, amig az érettségi vizsga nem koveteli meg a bizonyitas
iranti 1igény meglétét, addig a didkok altalaban ezt a szintet nem is érik el, €s igy ezen iranyba
nem indul meg fejlédés. Azt, hogy milyen tipust feladatokkal és kérdésekkel lehetne fejleszteni
a bizonyitasi képességeket, mar régota vizsgaljak, de a hazai oktatasban is érdemes lenne kiilon

figyelmet forditani ra.
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A dolgozat masodik részében az eldhivasos tanulasi modszernek valos iskolai, matematika
orakhoz kapcsolodd alkalmazasat mutatom be. Munkank sordn azt vizsgaltuk meg, hogy
tapasztalhato-e a tesztelési hatds nem laboratoriumi koriilmények kozott is. Elvégzett
esettanulmanyunk abbol a szempontbdl is Gjszeriinek szamit, hogy a tesztelési hatast nem a mar
korabban vizsgalt lexikalis anyag tanuldsa sordn vizsgaltuk, hanem matematika o6ran. Azt pedig
tudjuk, hogy a sikeres matematikai teljesitményhez nem elég az anyag lexikalis ismerete,
hanem érteni kell a fogalmakat, az 6sszefiiggéseket és kovetkeztetéseket kell 1étrehoznunk, azaz
alkalmaznunk kell megfelelé logikai sorrendben a megtanult fogalmakat, tételeket.
Esettanulményunkat budapesti kozépiskoldkban — egy szakgimndziumban és egy elit
gimnaziumban —, kilencedikes ¢és tizenkettedikes tanulokkal végeztiik. F6 kisérletiinkben
kilencedikes szakgimnéaziumi csoport tanuloit tanitottuk aktiv el6hivassal az egybevagdsagi
transzformaciok témakorére, mig a szakgimnaziumi tarsaik és az elit gimnaziumi tanuldk
hagyomanyos modszerrel tanultak. A csoportok ugyanazokkal a fogalmakkal, megoldasi
modszerekkel és feladattipusokkal ismerkedtek meg a kisérlet soran, majd a témakor végén egy
kozos témazard dolgozatot irtak. Statisztikailag megallapithatd volt, hogy a kisérleti csoport
kiemelkedden szerepelt a sajat iskolatarsaihoz képest €s hogy az elit iskola diakjaival

megegyeztek eredményeik.

Egyik célunk az el6hivasi hatas minél tisztabb, zajoktol mentesebb vizsgalata matematika oran.
Ezért létrehoztunk egy utdkisérletet, melyben olyan végzds didkokat vizsgéltunk, akiknek
addigi matematikabol szerzett tapasztalatai teljesen megegyezett: kozds tanarnd, kozos
dolgozatok, kozds tanmenet. A kisérleti csoport elézetes tudasa statisztikailag gyengébb volt.
A két csoport az utdkisérlet alatt a térgeometria témakorét tanulta hat héten keresztiil, ezalatt
két dolgozatot irtak meg. Ezen dolgozateredményeket vetettilk Ossze a csoportok
Osszehasonlitasara. Megallapithatd volt, hogy a kisérleti csoport matematikai teljesitménye
statisztikailag nem kiillonbozott a kontrollcsoport teljesitményétdl. Azaz ellentétben az
elézetesen mért gyengébb eredményeikkel, a tesztelési hatas segitségével felzarkoztak a

kontrollcsoportbeli diakok teljesitményéhez.

A kapott eredményeink alatdmasztjdk az el6hivasos tanuldsi modszer kozépiskoldban,
matematika 6ran, a geometria kiilonbozé témakorei sordn vald alkalmazasanak

eredményess¢gét.
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Mellékletek



A: Usiskin-féle geometriai teszt a van Hiele szintek mérésére

A: Van Hiele geometriai teszt’
Minden kérdésnél egyetlen valasz helyes.

Kidolgozasi id6: 35 perc.

Melyik négyzet?
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10.

PQRS egy négyzet (lasd abra). Melyik allitas igaz ra?

PR és RS ugyanolyan hosszisagu. ' P
QS és PR merdlegesek egymasra.

PS és QR merdlegesek egymasra.

PS és QS ugyanolyan hosszisagu.

A Q-nél 1évé szog nagyobb, mint az R-nél 1év0 szog.

GHIK egy téglalap, GJ és HK az 4tloi (1asd abra). Melyik allitds nem igaz ra a-d koziil?
Négy derékszoge van. G H
Négy oldala van.

Atl6i egyenld hosszisaghiak.

Szemkozti oldalai egyenld hossztisaguak.
a-d koziil mind igaz ra.

R I

Melyik allitds nem igaz egy tetsz6leges rombuszra (lasd abra) a-d koziil?
A két atloja egyenld hosszusagu.

Mindkét 4tloja felezi a rombusz két-két szogét. .
A két atldja merdleges egymasra.
Szemkozti szogei egyenld nagysaguak.

a-d koziil mind igaz.

Melyik allitas igaz egy egyenld szaru haromszogre (1asd abra) a-d koziil?
Mindhérom oldala egyenldé hosszisagu kell, hogy le-
gyen.

Az egyik oldaldnak kétszer akkoranak kell lennie,

mint egy masiknak. ' A
Legalabb két szoge egyenlé nagysagu kell, hogy le-

gyen.

Hérom szogének egyenld nagysaginak kell lennie.
a-d koziil egyik sem igaz.

Egy P és egy Q kozéppontt kor metszéspontjai R és S. Ezek a pontok meghatarozzak a PQRS
alakzatot. Két példat meg is adtunk (lasd abra). a-d koziil melyik allitds nem mindig igaz?
PQRS-nek van két egyenld hosszlisa-

2 i 5 S
gu oldalpérja.
PQRS-nek legalabb két szoge egyenld ‘
nagysagu. = ( )
A PQ és RS egyenesek merdlegesek
egymasra. .

A P-nél és Q-nal 1évo szogek egyenld

nagysaguak.
a-d koziil mind igaz.



11.

il.

Tekintsiik a kovetkezo két allitast:
AzF alakzat téglalap.
AzF alakzat haromszog.

Melyik igaz az alabbiak koziil?

a.

® a0 o

12.

ii.

a.

e a0 o

o a0 o

14.

®o a0 o
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Ha i igaz, akkor ii is az.

Ha i hamis, akkor ii igaz.

i és ii egyszerre nem lehet igaz.

i és ii nem lehet egyszerre hamis.
a-d koziil egyik sem igaz.

Tekintsiik a kovetkezo két allitast:

Az ABC haromszognek van harom egyenlé hosszusagh oldala.
Az ABC haromszogben a B-nél, illetve a C-nél 1év6 szogek egyenld nagysaguak.
Melyik igaz az alabbiak koziil?

i és ii egyszerre nem lehet igaz.
Ha i igaz, akkor ii is az.

Ha ii igaz, akkoriis az.

Ha i hamis, akkor ii is hamis.
a-d kozil egyik sem igaz.

. Az alébbiak koziil melyik téglalap?

Mind az.
Csak Q.
Csak R.
Csak P és Q.
Csak Q ésR.

Melyik igaz?

2]
o

A téglalapok 9sszes tulajdonsaga tulajdonséga az dsszes négyzetnek is.
A négyzetek osszes tulajdonsaga tulajdonsaga az dsszes téglalapnak is.
A téglalapok osszes tulajdonsaga tulajdonsaga az 6sszes paralelogrammanak is.
A négyzetek osszes tulajdonséga tulajdonsaga az dsszes paralelogrammanak is.

a-d koziil egyik sem igaz.

nem?

Szemkozti oldalai egyenld hosszisaguak.

Atl6i egyenld hosszisaghak.
Szemkozti oldalai parhuzamosak.

Szemkozti szogei egyenld nagysaguak.

a-d koziil egyik sem igaz.

. Az alabbiak koziil melyik az, ami minden téglalapra igaz, de bizonyos paralelogrammakra



16. Az alabbi abran az ABC haromszog derékszogii (a B-nél 1évo szoge a derékszog), mig a CBD,

17.

ACE és BAF haromszogek szabalyosak:

Meg lehet mutatni, hogy az AD, BE és CF szakaszok egy ponton haladnak at. Mit mondana
szamodra ez a bizonyitas?

Csak a fent megrajzolt hdromszog esetén lehetiink biztosak abban, hogy az AD, BE és CF
szakaszok egy ponton haladnak &t.

Néhany, de nem mindegyik derékszogli haromszogre igaz, hogy az AD, BE és CF szakaszok
egy ponton haladnak &.

Bérmelyik derékszogii haromszogre igaz, hogy az AD, BE és CF szakaszok egy ponton ha-
ladnak at.

Bérmelyik haromszogre igaz, hogy az AD, BE és CF szakaszok egy ponton haladnak at.
Bérmelyik szabalyos haromszogre igaz, hogy az AD, BE és CF szakaszok egy ponton halad-
nak at.

Adott harom tulajdonsag egy alakzatrol:

i Vannak egyenld hosszusagh 4tloi.
il. Az alakzat négyzet.

iii. Az alakzat téglalap.

Melyik igaz?

a.

e o

18.

i-bol kovetkezik ii, amibdl pedig iii.
i-bol kovetkezik iii, amibdl pedig ii.
ii-bdl kovetkezik iii, amib6l pedig i.
iii-bol kovetkezik i, amibdl pedig ii.
iii-bdl kovetkezik ii, amibdl pedig i.

Van két allitasunk:
i. Ha egy alakzat téglalap, akkor atléi felezik egymast.
ii. Ha egy alakzat atloi felezik egymast, akkor téglalap.

Melyik igaz?

a.

b.
(
d

i helyességének bizonyitdsahoz elég belatni, hogy ii igaz.

ii helyességének bizonyitasahoz elég belatni, hogy i igaz.

ii helyességének bizonyitasahoz elég talalni egy téglalapot, melynek atloi felezik egymast.

il hamissdganak bizonyitdsahoz elég talalni egy olyan alakzatot, amely nem téglalap és atloi
felezik egymast.

a-d koziil egyik sem igaz.



19. A geometriaban:

a.
b.
c.

d.

20.

minden fogalom definialhat6, és minden igaz allitasrol bizonyithat6 helyességiik.

minden fogalom definialhato, de bizonyos allitdsokrol sziikségszerti feltenni, hogy igazak.
bizonyos fogalmaknak definialatlanoknak kell lenniiik, de minden igaz allitasrdl bizonyithatod
annak helyessége.

bizonyos fogalmaknak definidlatlanoknak kell lenniiik, de sziikségszeriien vannak olyan allita-
sok, melyekrél fel van téve, hogy igazak.

a-d koziil egyik sem igaz.

Tekintsiik a kovetkezé sikban megfogalmazott allitasokat:

i Két, ugyanaira az egyenesre meréleges egyenes parhuzamos.

il. Egy egyenes, amelyik meréleges két pathuzamos egyenes egyikére, merdleges a ma-
sikara is.

iii. Ha egy egyenes minden pontja egyenlé tavolsagra van egy masik egyenest6l, akkor a

két egyenes parhuzamos.

Az alabbi abran az m és a p egyenesek merdlegesek egymasra, az n és a p egyenesek is merdlege-
sek egymasra.

J

A fenti allitdsok koziil melyikbodl kvetkezhet, hogy m és n parhuzamosak?

a.

o0 o

e o

Csak i-b6l.

Csak ii-bSl.

Csak 1ii-b6l.

i-bdl vagy ii-bol.
ii-bél vagy iii-bol.

. Egy F-geometridban (ami kiilénbozik attol, amihez hozzé vagy szokva) pontosan négy pont

van és hat egyenes. Minden egyenesnek pontosan két pontja van. Ha a pontok P, Q, R, S, ak-
kor az egyenesek {P: Q}, {P: R}, {P: S}, {Q: R}, {Q: S}. {R. S}.

Ebben a geometridban a metszi és a parhuzamos a kovetkezot jelenti: példaul {P; Q} és {P;
R} metszik egymast, hiszen P kozos pontjuk, mig példaul {P; Q} és {R:; S} parhuzamosak,
mivel nincs kozos pontjuk.

Az alabbiak koziil melyik helyes?

{P; R} és {Q; S} metszik egymast.

{P; R} és {Q; S} parhuzamosak.

{Q: R} és {R: S} parhuzamosak.

{P; S} és {Q; R} metszik egymast.

a-d koziil egyik sem igaz.



22.

23.
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25.

1847-ben P. L. Wantzel altalanosan bebizonyitotta, hogy csak korzdével és jeloletlen (azaz ta-
volsagmérésre alkalmatlan) vonalzoval nem lehet szoget harmadolni. Milyen kovetkeztetése-
ket tudsz ebbdl lesziirni?

Altalanosan igaz, hogy csak korzovel és jeloletlen vonalzoval nem lehet szoget felezni.
Altaldnosan igaz, hogy csak korzével és jelolt (azaz tavolsagmérésre alkalmas) vonalzoval
nem lehet szoget harmadolni.

Altaldnosan igaz, hogy semmilyen rajzolési eljérassal nem lehet szoget harmadolni.

Meég lehetséges, hogy a jovében valaki talal egy altalanos eljarast arra, hogy hogyan lehet csak
korzdvel és jeloletlen vonalzdval szoget harmadolni.

Soha senki nem fog tudni altalanos eljarast adni arra, hogy hogyan lehet csak korzével és jels-
letlen vonalzéval szoget harmadolni.

Létezik olyan J altal felfedezett geometria, melyben érvényes az alébbi allitas:
A héromszogek belsd szogeinek dsszege kisebb, mint 180°.

Melyik helyes az alédbbiak koziil?

J hibat kovetett el a haromszogek szogeinek mérése soran.

J hibazott a logikai érvelése soran.

J-nek rossz képzete volt a ,helyes” fogalmat illetden.

J a szokasos geometria feltevéseitdl kiilonbozo feltételekbol indult ki.

a-d koziil egyik sem igaz.

. Két geometriakonyv kiillonbozé moédon definiélja a téglalap szét. Melyik helyes az alabbiak

koziil?

A konyvek egyikében hiba van.

Az egyik definicio hibas, hiszen a téglalapnak nincs két definicidja.

Az egyik konyvbeli téglalapoknak més tulajdonsagai kell, hogy legyenek, mint a masik
konyvbelinek.

Az egyik konyvbeli téglalapoknak ugyanazon tulajdonsagai vannak, mint a masik konyvbeli-
nek.

Elképzelhetd, hogy a kiilonboz6 konyvekben a téglalapoknak mas tulajdonségaik vannak.

Tegytik fel, hogy az1i és ii allitas be van bizonyitva.
1 Ha p, akkor q.
ii. Ha s, akkor nem q.

Melyik 4llités kovetkezik i-bol és 1i-bol?

a.

gpie &

Ha p, akkor s.

Ha nem p, akkor nem q.
Ha p vagy q, akkor s.
Ha s, akkor nem p.

Ha nem s, akkor p.



B: A kisérleti csoport szocialis hatterérol

A kisérleti csoport tanarndjével rengeteg hangfelvételt tudtunk késziteni, téle az alabbiakat

tudtuk meg.

,»A csoport 1étszama kilenc f6. A gyerekeknek iskolan kiviili problémaik vannak, ezért az
osztalyfonokkel rengeteget kell konzultalni, hogy megfelelébben tudjam kezelni az esetlegesen
megszokottol eltérd viselkedésiiket. A kilenc tanuld koziil hdrom ¢€l teljes csaladban, édes
szlilokkel, ahol mindkét fél dolgozik. A hat elvalt sziilés csalad koziil harom anyukanak mar
van ¢élettarsa, amit az osztalyfonok elmondasa szerint a didkok rosszul viselnek. Harom csalad
esetén a didk nem is beszél az egyik sziiljével. Van kozottiik egy olyan fia, akit az anyukéja
hagyott egyediil az apukéaval, ami eléggé kiilonleges szituacio. Az egyik fiu patchwork
csaladban ¢él. Az édesanyja lednyanyaként sziilte, 6 a legiddsebb gyerek, a legfiatalabb még
totyog6 koru. Vele egyiitt hatan vannak testvérek. Az édesanya fogad6 oran megkért minket,
szaktanarokat, hogy amennyiben lehetdségiink van, segitsiink a didk nevelésében, mert otthon
a kisebbek tobb 1ddt igényelnek, igy ra nem jut megfeleld mértéki figyelem. Tobb csaladnal is
eléfordul, hogy a gydmsagot élvezd sziild nem nézi jo szemmel azt, ha a masik sziilével jo
kapcsolatot apol a gyermek, amit hangoztat is. Ez sokuknak hatalmas teher, ami tanulmanyi

eredményeiken is latszik.”



C: Az elit gimnaziumi kontrollcsoportok szocialis hatterérol

A budapesti elit gimnazium 9. évfolyamos kontrollcsoportjainak szocialis helyzetérdl
olvashatjuk a matematika tanarndjiik altal irtakat:

Altalaban az iskolarél: Diakjaink jellemzéen értelmiségi, rendezett csaladbol keriilnek ki,
szinte kivétel nélkiil tovabbtanuldsra és legalabb egy targybol emeltszintli érettségire késziilnek.
A tanuldk a tanorakon kiviil rengeteg kiilonoran vesznek részt, sokan érnek el komoly sport- és

zenei eredményeket is.
9.c osztaly: 16 f6 (4 fiu + 12 lany)

4 osztalyos képzésben vesznek részt, ének és human tagozaton. A csoportbontas névsor alapjan
jott 1étre. Nagyon kiilonbozd altalanos iskolakbol, eltérd felkésziiltségi szinttel érkeztek. Ezt a
kiilonbséget probaljuk folyamatosan csokkenteni, azonban tovabbra is nagy a szakadék, van
né¢hany (4-5) kiemelkedd és tobb gyengébb képességii didk (jellemzden az énekesek). Az
énekeseknek rengeteg fellépésiik és probajuk van, tobbszor tanitasi idében is, igy nagyon nehéz
néha egylitt haladnia a csoportnak. Egy felmentett lany is van a csoportunkban, 6 diszkalkuliés.
A matematika 6rdkon aktivan részt vesz, nagyon becsiiletesen és szorgalmasan késziil az 6rakra,
¢s minden dolgozatot megir, mindig probalja a lehetd legtobbet kihozni magabol. A munkait

mindig jegy nélkiil, szovegesen, személyre szabottan értékelem.
9.e osztaly: 18 f6 (6 fiu + 12 lany)

5 osztalyos képzésben vesznek részt, egy nulladik, nyelvi el6készitds évvel. A csoportbontas
az elsd idegennyelv alapjan torténik, hozzam a németiil tanuldk jarnak. Az elsd gimnaziumi
éviikben heti 1,5 6ra matematika volt, amelynek célja az 4ltalanos iskolai tananyag atismétlése,
szinten tartdsa, valamint az esetleges hidnyok poétlasa. Ennek kdszonhetéen a hagyomanyos 9.
évfolyamot nagyon erds és stabil alapokkal kezdték, amikre konnyen lehet épitkezni. 2-3

gyengébb képességii didk van a csoportunkban.



D: Témazaro dolgozat, Egybevagosagi transzformaciok

1.

feladat:
Az alabbi allitdsokrol dontsd el, hogy igaz, vagy hamis! Valaszodat indokold!

a) Ha egy haromszognek van két egyenld oldala, akkor tengelyesen szimmetrikus.

Indoklas:

b) A szabalyos sokszog barmely szimmetriatengelye tartalmazza a sokszog legalabb
egy csucsat.
Indoklas:

c) Ha egy négyszog atloi felezik egymast, akkor kézéppontosan szimmetrikus.

moklés:

d) Nincs olyan trapéz, amely kozéppontosan szimmetrikus.
Indoklas:

e) Van olyan konkav négyszog, amely forgasszimmetrikus.
Indoklas:

f) Ha egy sokszog forgasszimmetrikus, akkor minden szoge egyenld._
Indoklas:

feladat:

Add meg a kovetkezd, fokokban megadott szogek mértékét radianban!

a) 60°=
b) 210°=
c) 22°30° =

feladat:
Add meg a kovetkezd, radidnban megadott szogek mértékét fokban!

) ==

feladat:
A derékszogl koordinata-rendszerben d az A (—2; 5) pont helyvektora. Add meg
azon d -ral egyenld vektor kezdSpontjanak koordinatait, amelynek végpontja (—3; 3)!

feladat:
Hatarozd meg a 15 cm sugaru kor 90°-os kozépponti szogéhez tartozo kisebb korszelet
tertiletét és keriiletét!



E: Osszehasonlitas a szakgimnaziumban, korabbi évben

1. Szerkeszd meg az alabbi alakzat t tengelyre vonatkoz6 tiikorképét!

t

2. Ird le a haromszogek egybevagosaganak 4 alapesetét!
3. Vizsgald a kovetkez6 alakzatokat tengelyes €és kdozéppontos szimmetria
szempontjabol!

4. Toltsd ki a halmazabrat! A névtelen halmazoknak adj nevet, majd minden halmazba
rajzolj egy megfelel konvex négyszoget!

Konvex

Trapéz

5. lgaz, vagy hamis?
Allitas Igaz/hamis
Minden trapéz rombusz.
Minden négyzet téglalap.
Minden parallelogramma trapéz
6. Rajzold be az alabbi haromszogbe a magassagvonalakat!




7. Végezd el az alabbi vektormiiveleteket!

a,a+b=

b; 2a —2b+3c =

8. Egészitsd ki az abrat a megfeleld szavakkal! 4 p/

9. Adott a sikon egy K pont. Szinezziik be a sik azon pontjait, amelyek a K-tdl legalabb 3 cm-
re, de nem tavolabb, mint 5 cm talalhatok!

10. Add meg a kifejezések értékét!



